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ALLE  KECHTE,  EINSCHLIESSLICH  DES  ÜBERSETZUNGSRECHTS,  VORBEHALTEN. 


Vorrede. 

Fast  15  Jahre  sind  dahingegangen,  seit  der  erste  Band  dieses 
Werkes  zum  Abschluss  und  zur  Herausgabe  gelangte;  und  es  bedarf 
der  Begründung,  warum  erst  jetzt,  so  lange  Zeit  später,  der  zweite  das 
Werk  abschliessende  Band  folgt.  Mit  den  allgemeinen  Vorarbeiten  zum 
zweiten  Bande  hatte  ich  alsbald  nach  Vollendung  des  ersten  begonnen, 
hatte  auch  1901  eine  erste  Lieferung  herausgegeben,  in  der  ich  die 
Existenz  der  automorphen  Functionen,  die  Theorie  der  automorphen 
Formen  und  diejenige  der  Poincare'schen  Reihen  einer  ausführlichen 
Behandlung  unterzog.  Aber  in  den  darauf  folgenden  Jahren  wurden 
öfter  wiederholte  Ansätze,  das  Werk  durch  den  Abschluss  zu  krönen, 
immer  wieder  durch  zeitraubende  amtliche  Verpflichtungen,  in  welche 
ich  mich  neu  einzuarbeiten  hatte,  unterbrochen;  und  ich  habe  Jahre 
lang  die  Befürchtung  gehegt,  dass  der  grosse  mit  Kl  ein 's  „Vorlesungen 
über  das  Ikosaeder"  beginnende  Publicationsplan  noch  in  seiner  letzten 
Etappe  einer  aussichtslosen  Stockung  zum  Opfer  fiele. 

Indessen  ist  hier  von  selbst  aus  der  Notb  eine  Tugend  geworden. 
Denn  um  die  Mitte  des  verflosseneu  Jahrzehntes  setzte  vor  allen  in 
den  ausgezeichneten  Untersuchungen  P.  Koebe's  eine  neue  Entwicklung 
in  der  Behandlung  der  Fundamentaltheoreme  über  der  Existenz  ein- 
deutig umkehrbarer  polymorpher  Functionen  auf  Riemann'schen  Flächen 
ein,  eben  der  Gegenstand,  welchem  der  noch  fehlende  Theil  dieses  Werkes 
vornehmlich  gewidmet  sein  sollte.  Das  lebhafte  Interesse,  welches  diese 
Entwicklung  erregte,  gab  mir  den  Ansporn,  jetzt  mit  aller  Kraft  an  die 
Vollendung  des  Werkes  zu  gehen,  um  so  mehr,  als  ich  ja  nun  durch 
Koebe's  Ergebnisse  in  den  Stand  gesetzt  war,  dem  Werke  einen  weit 
befriedigenderen  Abschluss  zu  verleihen,  als  dies  vor  einem  Jahrzehnt 
möglich  gewesen  wäre. 

In  dieser  letzten  Entwicklungsperiode  des  vorliegenden  Werkes  hat 
sich  noch  einmal  dieselbe  Wendung  wiederholt,  welche  vor  30  Jahren 
Kl  ein 's  eigene  Arbeiten  über  automorphe  Functionen  beherrschte.  Die 
große  Reihe  jener  Arbeiten,  in  denen  Klein  die  ausführliche  Theorie 
der  elliptischen  Modulfunctionen  geschaffen  und  die  Theorie  der  ellip- 
tischen Functionen  um  beziehungsreiche  Ausblicke  bereichert  hatte,  lag 
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schon  ein  wenig  zuiäck.  In  natürlicher  Fortentwicklung  war  Kiein 
an  die  allgemeinen  eindeutigen  Functionen  mit  linearen  Transformationen 
in  sich  (automorphen  Functionen)  herangegangen,  eben  um  jene  Zeit, 
als  zugleich  Poinc;  /e,  der  Anregung  Hermite's  und  der  Fuchs'schen 
Arbeiten  über  Differentialgleichungen  folger  d,  zu  demselben  Gegen- 
stande gelangt  war.  In  einer  durch  die  fördernde  pei  onliehe  Beziehung 
beider  Forscher  zu  einander  höchst  fruchtbar  und  lebendig  gestalteten 
Entwicklung  gelangten  beiue  alsbald  an  die  1  undamentaltheoreme  über 
die  Existenz  polymorpher  Functionen  heran-,  und  es  gelang  Klein,  das 
Rückkehrschnitttheorem,  sodann  das  Grenzkreistheorem  für  beliebiges 
Geschlecht  p,  sowie  endlich  im  Abschnitt  IV  seiner  grossen  Arbeit  im 
Bde.  21  der  Math.  Annalen  pg.  141  ff.  aus  dem  Herbst  1882  ein  allge- 
meines Fundamentaltheorem  aufzustellen,  das  den  Gipfelpunkt  der  da- 
maligen Entwicklung  bildet. 

Aber  mit  abschli?ssenden  Beweisen  dieser  Theoreme  sah  es  damals 
noch  recht  ungünstig  aus.  Zwar  hatten  Kle  n  und  Poinca^-e  unab- 
hängig vou  einander  Beweisansätze  auf  Grund  von  Continuitätsbetrach- 
tungen  entwickel' ;  ersterer  hatte  diesen  Ansatz  sogleich  im  FaEe  seines 
allgemeinsten  Theorems  skizziert,  und  Poincare  hatte  bereits  ein  Jahr 
später  wenigstens  in  dem  einfachsten  Falle  des  Grenzkreistheorems  den 
Continuitätsbeweis  in  bewunderungswürdiger  Weise  vertieft.  Aber  auch 
in  diesem  engeren  Gebiete  konnte  man  von  einem  völlig  befriedigenden 
Abschluss  kaum  sprechen;  und  bei  den  übrigen  Theoremen  Klein'.-s 
war  die  wirkliche  Durchführung  des  Continuitätsbeweises  überhaupt 
nicht  versucht. 

Für  Klein  selbst  trat  ein  äusseres  Hinderniss  dadurch  ein,  dass 
sein  Gesundheitszustand  in  Folge  hochgradiger  Überarbeitung  im  Jahre 
1882  ein  so  bedenklicher  wurde,  dass  er  die  Fortfuhrung  seiner  Unter- 
suchungen zunächst  vollständig  unterbrechen  musste.  Vor  aUem  aber 
ist  kein  Zweifel,  dass  die  damalige  Zeit  für  die  Gewinnung  exacter 
Beweise  der  Fundamentaltheoreme  innerlich  noch  unreif  war.  Man 
vergegenwärtige  sich  die  damalige  Zeitrichtun'^;  man  erinnere  sich  z.  B. 
der  geistreichen  und  bewunderten  Denkweise  der  Arbeiten  Klein's.  Ge- 
tragen von  einer  lebendigen  Intuition  hatte  diese  Denkweise  die  viel- 
fach einander  entfremdeten  verschiedenen  Disciplinen  der  Mathematik 
durch  Herausarbeitung  ihrer  inneren  Verwandtschaft  neu  befruchtet  und 
auf  diese  Weise  schon  durch  den  bedeutenden  Umfang  des  Interessen- 
gebietes zu  einer  grossen  Reihe  von  Schöpfungen  geführt,  die  sich 
durch  Beziehungsreichthum  und  harmonische  Abrundung  auszeichnen. 
Ich  meine,  dass  man  nicht  wegen  der  schliesslich  vorliegenden  äusseren 
Form,  sondern  vor   allem  wegen  der  inneren  Ideengänge  dieser  Schöp- 
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fuiigeu  von  einer  „ästlietisierenden"  Richtung  der  neuereu  Mathematik 
sprechen  darf,  und  ich  glaube,  dass  diese  Richtung  eine  ihrer  öchönstcn 
Blüthen  in  Kl  'n  s  Arbeit  über  Transformation  siebenten  Grades  der 
elliptischen  Functionen  (Math.  Ann.  Bd.  14,  1378)  getrieben  hat  Die 
Aufstellung  der  Fundamentaltheoreme  hatte  zur  Schranke  dieser  Periode 
geführ'  .  und  die  Gewinnung  exacter  Beweise  für  dieselben  lag  bereits 
jenseits  der  Schranke, 

Aber  was  damals  nicht  gelang,  hat  die  Zwischenzeit  von  selbst  er- 
füllt. Eine  neue  Entwicklungsperiode,  die  in  den  Anfängen  ihren  vor- 
nehmlich „kritisierenden"  Charakter  bereits  durch  ihre  Neigung  zur  Prin- 
cipienforschung  bekundete,  setzte  nun  ein.  Weierstrass'  Tradition  gab 
zunächst  den  Arbeiten  der  französischen  Mathematiker  neue  Anregungen, 
und  hüben  wie  drüben  war  es  weiterhin  vornehmlich  G.  Can.ur  s  Schöpfung 
der  Mengenlehre,  welche  immer  tieferen  Einfluss  auf  die  Fortentwicklung 
der  Mathematik  gewann.  Eine  Reihe  ausgezeichneter  Arbeiten  E.  Picard's 
und  eine  grosse  Abhandlung  Poincar^'s  brachten  in  den  neunziger  Jahren 
einen  ersten  direeten  und  erschöpfenden  Beweis  des  Grenzkreistheorems, 
und  einen  weiteren,  ganz  der  neuen  Periode  angehörenden  Beweis  dieses 
Theorems  gab  Poiacare  1907.  Vor  allem  aber  gelangte  nun  die  mit 
frischer  Kraft  ausgestattete  junge  Generation,  welche  der  neuen  Periode 
die  Impulse  für  ihre  Lebensarbeit  entnahm,  an  die  Fuudamentaltheoreme 
heran.  Allen  voran  hat  P.  Koebe  in  mehrjähriger  Arbeit  alle  Theoreme 
Kleij-'s  nach  einheitlicher  auf  den  Gebrauch  der  sogenannten  Uber- 
Ligerungsfläche  beruhender  Methode  bewiesen;  und  allerneuestens  gelten 
die  Bemühungen  Koebes  und  des  durch  seine  mengentheoretischen 
Arbeiten  rühmlichst  bekannten  L.  E.  J.  B  ouwe*  der  Sicherstellung 
jenes  ursprünglichen  Beweises  auf  Grund  von  Continuitätsbetrachtungen. 

Di^^e  Untersuchungen  B  ouwer's  und  Koebe's  befinden  sich  eben 
noch  in  voller  Entwicklung,  worüber  die  Verhandlungen  auf  der  letzt- 
jährigen Naturforscherversammlung  in  Karlsruhe  ein  lebendiges  Bild 
ergaben.  Ich  habe  nicht  für  zweckmässig  gehalten,  den  Abschluss 
dieser  Untersuchungen  abzuwarten,  sondern  glaube,  dass  eben  jetzt,  wo 
die  allgemeine  Aufmerksamkeit  aufs  neue  sich  diesen  Entwicklungen 
zugewandt  hat,  der  richtige  Augenblick  für  die  Beend'gung  und  Heraus- 
gabe des  vorliegenden  Werkes  gekommen  ist.  Die  Stellung,  welche  ich 
gegenüber  den  Fundamentaltheoremen  eingeno  nmen  habe,  ist  demnach 
die  folgende.  Dem  Programm  getreu,  welches  ich  in  der  ersten  Liefe- 
rung (pg.  45  u.  f.)  aufstellte,  habe  ich  die  Beweise  des  Grenzkreis-,  des 
Hauptkreis-  und  des  Rückkehrschnitttheorems  im  Anschluss  an  Koebe's 
Untersuchungen  auf  Grund  der  Methode  der  Überlagerungsfläche  be- 
handelt, auch  eine   Skizze  des  von  Koebe   herrührenden  „iterierendeu 
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Verfahrens"  gegeben  und  dessen  Verwertbung  beim  Beweise  des  allge- 
meinsten Klein'schen  Theorems  bezeichnet.  Demgegenüber  habe  ich  in 
dem  Kapitel  über  den  Continuitätsbeweis  von  vornherein  auf  ab- 
schliessende Allgemeinheit  der  Darstellung  verzichtet  und  bin  dafür 
um  so  lieber  (vornehmlich  auf  Grund  eigener  Untersuchungen)  auf  eine 
ausführliche  descriptive  Behandlung  der  Gruppen-  und  Flächencontinua 
eingegangen,  aus  welcher  dann  die  Richtigkeit  des  Continuitätsbeweises 
in  niederen  der  unmittelbaren  Betrachtung  zugänglichen  Fällen  intuitiv 
einleuchtend  erschien. 

Es  gehört  demnach  das  Kapitel  über  den  Continuitätsbeweis  seinem 
Wesen  nach  durchaus  jener  oben  gekennzeichneten  Denkweise  an,  in 
welcher  das  ganze  Werk  wurzelt.  Auch  in  der  als  Anhang  angefügten 
Entwicklung  habe  ich  noch  einmal  zu  dieser  Denkweise  zurückkehren 
wollen.  Ich  behandele  hier  theilweise  unter  Benutzung  einer  älteren 
Arbeit  Wim  an 's  ein  specielles  Kapitel  aus  der  Transformationstheorie 
der  automorphen  Functionen,  welches  berufen  scheint,  auf  interessante 
Art  in  die  allgemeine  Theorie  der  Gleichungen  sechsten  Grades  einzu- 
greifen. Neben  den  Anwendungen  der  Theorie  der  automorphen  Func- 
tionen auf  die  grossen  die  Riemann'sche  Theorie  der  algebraischen 
Functionen  abschliessenden  Fundamentaltheoreme  mögen  auch  diese  An- 
wendungen der  Beachtung  würdig  erscheinen.  Sie  führen  rms  zurück 
zu  der  Tradition  der  „Vorlesungen  über  das  Ikosaeder  und  die  Auf- 
lösung der  Gleichungen  vom  fünften  Grade"  und  eröffnen  neue  Perspec- 
tiven für  das  Eingreifen  der  transcendenten  Functionentheorie  in  die 
überkommenen  Probleme  der  Algebra.  — 

Der  Zweck  der  vorliegenden  Zeilen  soll  nun  auch  der  sein,  dass 
ich  der  Empfindung  des  Dankes  für  mannigfache  mir  gewordene  Unter- 
stützung und  Anregung  Ausdruck  verleihe.  In  allererster  Linie  gilt 
Herrn  Geheimrath  Klein  mein  herzlichster  Dank.  Was  über  die  Ent- 
stehung des  ganzen  Werkes,  das  Klein's  und  meinen  Namen  zusammen 
trägt,  zu  sagen  ist,  habe  ich  bereits  in  der  Vorrede  zum  ersten  Bande 
ausgesprochen  und  brauche  es  hier  nicht  zu  wiederholen.  Es  ist  ja  nur 
natürlich,  dass  für  mich  eine  sich  über  so  viele  Jahre  hinziehende 
Arbeit  nur  dadurch  immer  wieder  neuen  Reiz  gewann,  dass  sie  sich 
zu  einer  selbständigen  gestaltete.  Aber  Klein  hat  trotz  vielfältiger 
Ablenkung  durch  anderweitige  Interessen  die  Fortentwicklung  des 
Werkes  die  lange  Zeit  seiner  Entstehung  hindurch  mit  unverminderter 
Lebhaftigkeit  verfolgt.  Zugleich  hat  Klein  abgesehen  von  dem  Kapitel 
über  die  Continuitätsmethode  jeden  Correcturbogen  durchgesehen  und 
mir  hierbei  eine  grosse  Zahl  werthvoller  Bemerkungen  mitgetheilt. 
Speciell   für    den    zweiten    Band    ist    Klein's  Einfluss    abgesehen    von 
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dem,  was  aus  seinen  ursprünglichen  Arbeiten  aus  cVem  Anfang  der 
achtziger  Jahre  folgte,  besonders  nach  zwei  Richtungen  hin  massgeb- 
lich geworden.  Erstlich  hat  in  den  neunziger  Jahren  der  so  früh  ver- 
storbene E.  Ritter  im  Anschluss  an  Vorlesungen  von  Klein  und  unter 
seiner  Führung  _die  Theorie  der  automorphen  Formen  und  der  Poin- 
care'scheu  Reihen  auf  eine  neue  Basis  gebracht,  die  für  die  erste  1901 
erschienene  Lieferung  des  vorliegenden  Bandes  bestimmend  wurde.  Fürs 
zweite  hat  Koebe  während  der  Zeit  seines  Göttinger  Aufenthaltes  mehrere 
Semester  hindurch  den  Seminarvorträgen  Klein's  beigewohnt  und  ist 
hierdurch,  sowie  auch  im  übrigen  durch  den  anregenden  Verkehr  mit 
Klein  im  vollen  Umfange  für  die  Beweise  der  Fuudamentaltheoreme 
gewonnen  worden.  Die  Bedeutung  dieser  Entwicklung  für  den  vor- 
liegenden Band  habe  ich  oben  bereits  gekennzeichnet.  Das  nun  abge- 
schlossene Werk  beendet  zugleich  den  ganzen  Publicationsplan,  an 
welchen  ich,  einer  Aufforderung  Klein's  folgend,  im  Herbst  1887  mit 
der  Bearbeitung  der  Modulfunctionen  herantrat.  Ich  darf  mich  gewiss 
des  Erfolges  freuen,  dass  ich  diesen  weitreichenden  Plan  wenn  auch 
fast  ein  Vierteljahrhundert  später  in  herzlicher  Freundschaft  und  enger 
wissenschaftlicher  Beziehung  zu  Klein  zu  Ende  bringen  konnte. 

Nächst  Klein  sind  es  die  glänzenden  Arbeiten  und  Ideen  Herrn 
Poincare's,  denen  ich  die  allermannigfachste  Anregung  verdanke.  Ich 
will  ja  auch  hier  nicht  wiederholen,  was  ich  schon  in  der  Vorrede  zum 
ersten  Bande  über  die  bewundernswerthen  Schöpfungen  des  genialen 
französischen  Mathematikers  ausgesprochen  habe.  Ohnehin  wird  ja  der 
Leser  des  Buches  Poincare's  Namen  aufs  vielfältigste  anerkannt  finden. 
Aber  ich  will  doch  noch  einen  Dank  mehr  persönlicher  Art  abstatten. 
Meine  eigenen  Untersuchungen  haben  vielfach  den  arithmetischen  Ge- 
setzen der  Gruppen  gegolten;  und  ich  glaube,  dass  der  Leser  insbe- 
sondere des  allerletzten  Kapitels  den  Eindruck  gewinnen  wird,  dass  auf 
diesem  Gebiete  nicht  unschöne  Entwicklungen  entstanden  sind.  Poin- 
care's Arbeit  über  die  zu  den  indefiniten  ternären  quadratischen  Formen 
gehörenden  Gruppen  aus  dem  Jahre  1887  ist  es  gewesen,  der  ich  die 
erste  Anregung  verdanke,  dass  ich  in  dieser  Richtung  vor  etwa  20  Jahren 
vorgegangen  bin. 

Herr  L.  E.  J.  Brouwer  hatte  die  Güte  mir  sein  grundlegendes 
Theorem  über  die  Invarianz  der  Dimensionenanzahl  noch  vor  Veröffent- 
lichung desselben  brieflich  raitzutheilen.  Die  grosse  Bedeutung  dieses 
Theorems  für  die  Durchführung  des  allgemeinen  Continuitätsbeweises 
hat  Brouwer  selbst  in  einer  höchst  interessante«,  in  den  diesjährigen 
Göttinger  Nachrichten  erscheinenden  Note  besprochen.  Als  ich  im 
Herbst    1910    mit    der  Correctur    des   die   Continuitätsmethode    behau- 
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delnden  Capitels  beschäftigt  war,  wurde  ich  durch  die  sehr  freundliche 
Mittheilung  Erouwe  "'s  über  sein  genanntes  Theorem  gerade  noch  in 
den  Stand  gesetzt,  auf  diese  höchst  wichtige  Wendung  in  der  Fort- 
entwickelung der  Continuitätsmethode  hinweisen  zu  können  (cf  pg.  413) 

Mit  lebhaftestem  Interesse  und  verbindlichstem  Danke  habe  ich 
stets  die  vielfachen  schriftlichen  i  jd  persönlichen  Mittheilungen  auf- 
genommen, durch  die  mich  Herr  Prof.  Koebe  über  die  raschen  Fort- 
schritte  seiner  ausgezeichneten  Untersuchungen  auf  dem  Laufenden 
hielt.  Ganz  besonders  aber  möchte  ich  anerkennen,  daß  Herr  Koeoe 
gelegentlich  meiner  letzten  Anwesenheit  in  Leipzig  noch  am  Abend  der 
glänzenden  Centenarfeier  unserer  hochverehrten  Verlagsfirma  B.  6.  Teub- 
ner  zu  einer  Zeit,  als  ich  gerade  mit  Koebe's  Arbeiten  im  Zusammen- 
hange beschäftigt  war,  in  einer  mehrstündigen  Unterhaltung  eine 
grössere  Reihe  von  Punkten  mit  mir  besprach,  über  welche  mir  eine 
persönliche  Bezugnahme  erwünscht  ersc'iien. 

Da  Herr  Geheimrath  Kiein  durch  anderweitige  Verpflichtungen 
an  der  Mitcorrectur  des  Capitels  über  die  Continuitätsmethode  verhin- 
dert war,  so  ist  es  mir  eine  besondere  Freude  gewesen,  dass  ich  durch 
seine  Vermittelung  die  wirksame  Unterstützung  des  Herrn  Dr.  Bieber- 
bßch  bei  der  Correctur  jenes  Capitels  gewann.  Meinem  Wunsche  ent- 
sprechend hat  alsdann  Herr  E'eberbach  neben  Klein  und  mir  auch 
noch  eine  Correctur  G-^r  beiden  folgenden  Capitel  über  das  Hauptkreis- 
und  das  Grenzkreistheorem,  sowie  über  das  Rückkehrschnitttheorem  ge- 
lesen. Ich  bin  Herrn  Dr.  L ' eher  ^ ach  aufs  Herzlichste  für  das  grosse 
Opfer  verbunden,  das  er  mir  gebracht  hat.  Seiner  ausgezeichneten 
I^enntniss  der  modernsten  Functionentheorie  und  seiner  überaus  sorg- 
fältigen Con-ectur  danke  ich  eine  große  Reihe  werthvoller  Bemerkungen. 

Und  nun  habe  ich  zum  Schluss  noch  einen  ganz  besonderen  Dank 
abzustatten.  Es  war  gewiss  eine  schwierige  Zumuthung,  dass  dieses 
Buch  in  einer  Reihe  von  Lieferungen  und  mit  langen  Unterbrechungen 
zum  Druck  gegeben  wurde.  Aber  unsere  hochgeachtete  Verlagsfirma 
hat  es  das  Buch  nicht  entgelten  lassen:  mit  bekannter  Liberalität  ist 
sie  meinen  Wünschen  stets  in  forde  mdster  Weise  entgegengekommen 
und  hat  dem  Buche  eine  technisch  vollendete  Gestalt  gegeben.  So  möge 
nun  das  Buch  unter  der  bewährten  Führung  der  Firma  B.  G.  Teubner 
seinen  V/eg  in  die  grosse  Welt  antreten,  mü:^e  an  seinem  Theile  mit- 
wirken zur  Förderung  und  Verbreitung  unserer  schönen  Wissenschaft, 
möge  Leser  finden,  in  denen  sich  die  Freude  und  Hingebung  wieder- 
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Zweiter  Band. 

Theorie  nnd  Anwendung  der  eindeutigen  automorphen  Functionen 
einer  Veränderlichen. 

Im  ersten  Bande  der  vorliegenden  Vorlesungen  ist  der  Begriff 
der  eigentlich  discontinuierlichen  Gruppen  linearer  Substitutionen  einer 
complexen  Variabden  ^  zunächst  in  geometrischer,  gruppentheoretischer 
und  arithmetischer  Hinsicht  der  Untersuchung  unterzogen.  Wir  haben 
dabei  in  den  Polygon-  bez.  Polyedernetzen  der  einzelnen  Gruppe  ein 
wichtiges  Attribut  derselben  erkannt,  um  einmal  die  Beschaffenheit 
der  einzelnen  Gruppe  zu  verstehen,  sowie  um  einen  sachgemässen 
Überblick  über  alle  existierenden  Gruppen  unserer  Art  zu  ge- 
winnen. 

Die  Betrachtung  der  functionentheoretischen  Bedeutung  unserer 
Gruppen  soll  uns  jetzt  zu  dem  centralen  Begriffe  hinführen,  welcher 
unsere  weiteren  Ausführungen  beherrscht.  Ist  eine  einzelne  Gruppe  J' 
vorgelegt,  so  fragen  wir  nach  Functionen  z  =  (p(^),  welche  ihren  Wert 
nicht  ändern,  falls  man  auf  das  Argument  t,  eine  Suhstitution  jener 
Grupxie  ausübt  Für  diese  Functionen  q){^)  ist  die  Benennung  „linear - 
automorjjhe"  oder  kurz  „automorphe^'  Functionen  gebräuchlich  geworden. 

Die  zur  einzelnen  Function  z  =  (f{^  inverse  Function  t,  =  f{d) 
wird  entsprechend  die  Eigenschaft  haben,  dass  sie  bei  geschlossenen 
Umläufen  der  Variahelen  z  in  lineare  Functionen: 

^       yS  +  s 
ihrer  seihst  übergeht.    Eine  solche  Function  t,  =  f{z)  soll  demgemäss  als 
eine    „linear -polymorphem^   oder  kurz  „polymorphe^'  Function  bezeichnet 
werden. 

Der  erste  Abschnitt  wird  sich  mit  der  Theorie  der  automorphen 
Functionen  für  eine  gegebene  Gruppe  F  beschäftigen.  Wir  werden 
hierbei,  wie  auch  schon  in  den  „Vorlesungen  über  Modulfunctionen" 
ausgedehnten  Gebrauch  von  formentheoretischen  Betrachtungen  machen. 
Indem  wir  übrigens  bei  Entwicklung  des  Begriffs  der  automorphen 
Functionen    an  die  ausgebildete  Theorie  der  analytischen,    speciell  der 

Fricke-Klein,  Automorphe  Functionen.  II.  1 


2  Vorbemerkungen. 

algebraischen  Functionen  anknüpfen,  werden  wir  genötigt  sein,  unsere 
Betrachtungen  auf  Polygongrappen  einzuschränken,  d.  h.  diejenigen 
Gruppen  F  auszuschliessen,  die  erst  im  Innern  des  ^- Halbraumes  (und 
nicht  schon  in  der  ^- Ebene)  eigentlich  discontinuierlich  sind. 

Die  weiteren  Abschnitte  werden  Anwendungen  der  Theorie  der 
automorphen  Functionen  auf  algebraische  Functionen  behandeln,  sowie 
auf  sonstige  bei  Riemann'schen  Flächen  in  Betracht  kommende 
Functionen  und  Functionssysteme.  Grundlegend  werden  in  dieser  Hin- 
sicht mehrere  fundamentale  Theoreme  über  Existenz  litumr- polymorpher 
Fmictmien  auf  gegebenen  Riemann'schen  Flächen  sein.  Die  Frage- 
stellungen, deren  Beantwortung  durch  diese  Theoreme  geliefert-  wird, 
sollen  uns  sehr  bald  (nämlich  in  §  11  des  ersten  Kapitels)  beschäftigen. 
Diese  Existenztheoreme  werden  uns  eine  ebenso  interessante  wie  aus- 
gedehnte Erweiterung  unserer  functionentheoretischen  Kenntnisse  ver- 
mitteln; und  sie  werden  uns  andrerseits  gestatten,  die  Theorie  der 
algebraischen  Gebilde  durch  Verwertung  der  geometrisch -functionen- 
theoretischen  Anschauungen  und  Hilfsmittel ,  die  in  Bd.  1  und  im 
ersten  Abschnitte  des  vorliegenden  Bandes  entwickelt  werden,  nach 
verschiedenen  Richtungen  hin  wesentlich  weiter  zu  bilden. 


Erster  Abschnitt. 

Ellgere  Theorie  der  eiiuleiitigeii  automorplieii 
Fimctionen  einer  Yeräiiderliclieii. 


Erstes  Kapitel. 

Begriff,  Existenz  und  Grnudeigenschaften 
der  automorphen  Functionen. 

Der  Begi-iff  der  automorphen  Functionen  einer  gegebenen  Gruppe 
ist  zunächst  "noch  etwas  genauer  zu  umgrenzen,  und  es  wird  sich  als- 
dann für  uns  vor  allem  um  den  Beweis  der  Existenz  solcher  Functionen 
handeln  Wir  stützen  uns  hierbei  auf  die  in  „M."  I  pg.  508  ff.  aus- 
einandergesetzten Principien,  yermöge  deren  ScMvarz  und  Neumann 
die  allgemeinen  Iliemmn' sehen  Existenztheoreme  begründeten.  Dabei 
wird  sich  zugleich  ergeben,  dass  die  verschiedenen  automorphen 
Functionen,  welche  wir  bei  einer  und  derselben  Gruppe  gewinnen 
werden,  durch  algebraische  Relationen  an  einander  geknüpft  sind. 
Wir  finden  solchergestalt  für  jede  Gruppe  ein  zugehöriges  algehraisches 
Gebilde,  ein  Umstand,  der  für  den  Aufbau  unserer  Theorie  fundamental 
sein  wird.  Alle  diese  grundlegenden  Entwicklungen  basieren  übrigens 
wieder  auf  dem  Gebrauche  eines  BiseonünuiUltsbereiches  der  Gruppe; 
dieses  im  ersten  Bande  in  ausgedehntester  Weise  benutzte  Gebilde 
wird  demnach  auch  hier  für  die  functionentheoretischen  Untersuchungen 
eines  der  hauptsächlichsten  Hilfsmittel  werden. 

§  1.    Begriffsbestimmung  der  automorphen  Functionen. 

Die  reguläre  Einteilung  der  ^Ebene,  welche  zu  einer  vorgelegten 

Polygoncn-uppe    erster   Art   gehört,    besteht    entweder    aus    einem  oder 

aus    zwei    oder    aus  unendlich  vielen  Polygonnetzen  lY  [cf.  I  pg.  164*)]. 

Ein    einzehies    dieser  Netze  greifen  wir  auf;    es  bestehe  aus  den  Poly- 

*)  Citate  auf  den  ersten  Band  des  vorliegenden  Werkes  sollen  in  der  im 
Texte  befolgten  Weise  gegeben  werden;  Stellenangaben  mit  blosser  Seitennummer 
beziehen  sich  auf  den  vorliegenden  zweiten  Band. 

1* 
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gonen  Pq,  Pj,  Po,-  ••  Die  Substitutionen,  durch  welche  Pq  in 
Pq,  P^,  F^,  .  .  .  übergeführt  wird,  nennen  wir  Fq  =  1,  F,,  Fg,---. 
Die  letzteren  bilden  in  ihrer  Gesamtheit  eine  Gruppe  F,  welche  ent- 
weder mit  der  vorgelegten  Polygongruppe  F  identisch  ist  oder  eine 
Untergruppe  derselben  darstellt. 

Ist  das  Letztere  der  FaU,  so  legen  wir  der  nachfolgenden  Be- 
trachtung an  Stelle  der  ursprünglichen  Gruppe  die  in  ihr  enthaltene 
Gruppe  r  der  Substitutionen  Vq,  J\,  V^,  .  .  .  zu  Grunde.  Die  hierin 
liegende  Beschränkung  ist,  wie  wir  weiter  unten  erkennen  werden, 
nur  eine  unwesenfliche. 

Dagegen  bedeutet  es  eine  ivesenÜiclie  Einschränkung,  wenn  wir 
hinfort  annehmen,  dass  das  einzelne  Polygon  Pq  „endlich"  viele  Seiten 
hat,  oder  was  auf  dasselbe  hinausläuft,  dass  die  Gruppe  F  aus  „end- 
lich" vielen  Erzeugenden  hergestellt  iverden  kann.  Diese  Beschränkung 
erscheint  mit  Rücksicht  auf  unsere  functionentheoretischen  Hilfsmittel 
geboten.  Übrigens  hatten  wir  auch  in  Bd.  I  bei  jeder  ausführlicheren 
Betrachtung  der  Gruppen  die  gleiche  Beschränkung  eintreten  lassen. 

Wegen  der  Gestalt  des  PolygonesPo  und  des  zugehörigen  Netzes  iV 
gelten  weiterhin  alle  Haupttheoreme  aus  I.  als  bekannt.  Wir  dürfen 
annehmen,  dass  die  Seiten  von  P^  ausschliesslich  Vollkreise  bez.  Kreis- 
bogen sind.  Pq  möge  n  Cyclen  „fester"  Ecken  haben,  xind  die  aus 
Pq  durch  Zusammenbiegung  einander  zugeordneter  Randcurven  ent- 
stehende geschlossene  Fläche  F  möge  das  Geschlecht  pi  besitzen.  Wie 
in  I.  erteilen  wir  alsdann  dem  Polygon  P^  und  damit  der  Gruppe  F 
den  „Charakter"  (j),  n).  Das  Polygon  Pq  als  solches  kann,  auch  wenn 
p>  beliebig  gi'oss  ist,  einen  einfach  zusammenhängenden  Bereich  dar- 
stellen; dies  wird  insbesondere  stets  gelten,  falls  das  zugehörige 
Netz  N  eine  und  nur  eine  Grenzcurve  besitzt. 

Das  Ausgangspolygon  Pq  ist  entweder  mit  dem  Discontinuitäts- 
bereich  von  F  identisch  oder  stellt  einen  Teil  desselben  dar.  Es  ist 
demnach  die  Benennung  „Discontinuitätsbereich",  welche  in  I.  einen 
gruppentheoretisch- geometrischen  Sinn  besass,  nicht  mehr  in  jedem 
Falle  zutreffend.  Um  eine  einwurfsfi-eie  Bezeichnimg  zu  benutzen  und 
um  die  grundlegende  Bedeutung  von  P^  für  die  folgenden  functionen- 
theoretischen Entwicklungen  zu  kennzeichnen,  nehmen  wir  für  Pq 
hinfort  die  Benennung  „Fundamentallereich"  auf  und  lassen  übrigens  der 
Kürze  halber  den  Index  0  in  der  Bezeichnung  P,,  weiterhin  meist  fort*). 

*j  Den  Begriff  des  „Fuudamentalbereichs"  hat  Klein  bei  seinen  ersten 
Untersuchungen  über  Modulfunctionen  in  Bd.  14  der  Mathem.  Annalen  pg.  133 
(1878)  eingeführt  und  späterhin  in  Bd.  21  der  gleichen  Zeitschrift  pg.  141  ff.  (1882) 
ganz  allgemein  definiert. 
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Nach  diesen  Vorbemerkungen  gehen  wir  zu  unserem  eigentlichen 
Gegenstande.  Ist  irgend  eine  Gruppe  von  Transformationen  einer  oder 
mehrerer  Variabelen  gegeben,  so  ist  es  eine  wohlbekannte  mathematische 
Ideenentwicklung,  dass  man  nach  Invarianten  dieser  Gruppe  sucht,  d.  i. 
nach  solchen  Functionen  der  Variabelen,  die  ihren  Wert  nicht  ändern, 
falls   man   auf  die  Variabelen   eine  Transformation  der  Gruppe  ausübt. 

Bei  Anwendung  auf  unsere  Gruppe  F  gestalten  wir  diesen  Gedanken 
in  der  Art  weiter  aus,  dass  wir  den  Begriff  einer  „analytischen'' 
Function  <p(0  f?er  complexm  Variahelen  t,  bilden,  tvelche  hei  Äusühung 

jeder  einzelnen  Suhstitution  F,=  (|"*'  ^*J  der  Gruppe  T  auf  ihr  Argu- 
ment l  ihren   Weti  nicht  ändert: 

«  '"(Sl)-'^®'  .  =  0,.,.,3,,.. 

Dies  soll  bedeuten,  dass  (p(t),  von  irgend  einem  Punkte  des  Ausgangs- 
polygons bis  zum  homologen  Punkte  des  Polygons  P,  auf  geeignetem 
Wege  analytisch  fortgesetzt,  am  Schlüsse  den  Anfangswert  wieder  er- 
reichen soll. 

Um  den  aufgestellten  Begriff  zu  einem  nicht  zu  umfänglichen  zu 
gestalten  imd  weiter  zu  präcisieren,  schreiben  wir  für  die  Function  cp{t) 
noch  ausdrücklich  die  Eigenschaften  vor: 

(p{^)  soll  an  heiner  Stelle  des  Fundamentulhereichs  einen  tvesentlich 
Singular en  Punkt  hesitzen; 

(f{i)  soll  im  FundamenMhereich  übernll  miver zweigt  und  eindeutig  sein. 

Unter  Vorbehalt  der  weiteren  Erläuterung  dieser  Bedingungen  er- 
klären wir  zunächst,  dass  jede  mit  den  geforderten  Eigenschaften  aus- 
gestattete Function  cp{i)  als  eine  zur  Gruppe  F  hez.  zum  Fundamental- 
hereiche P  gehörende  automorphe  Function  benannt  iverden  soll. 

Die  Bedeutung  der  letzten  Forderungen  werden  wir  aber  in  der 
Weise  darlegen  können,  dass  wir  die  Gestalt  der  Potenzreihenentivicklung 
aufweisen,  welche  cp(t)  in  der  Umgebung  der  einzehien  Stelle  ^^  des 
Fundamentalbereichs  zulassen  soU. 

Liefert  t«  nicht  gerade  einen  Randpunkt  von  P,  so  setzen  Avir: 

(2)  t  =  t  —  to    bezw.     t  =  -^> 

je  nachdem   ^o   endlich   oder   oo   ist.     Es  soll   dann  in  der  Umgebung 
dieser  Stelle  die  Darstellung  durch  eine  daselbst  convergente  Potenzreihe: 

gelten,    wobei    a^^O    ist   und    m    eine    endliche    ganze    positive  oder 
negative  Zahl  oder  null  bedeutet.     Für  m  ^  0  verhält  sich  (f  (i)  offen- 
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bar  an  der   Stelle   t^  regulär,  während  bei  m<0  die  Function  (f{^) 
daselbst  eine  polare  Unstetigkeit  besitzt. 

Dieser  Ansatz  wird  unverändert  gültig  bleiben,  falls  t^  einen  von 
einer  festen  Ecke  verschiedeneu  Randpunkt  des  Fundamentalbereichs 
darstellt.  Was  wir  in  diesem  Falle  unter  der  „Umgebung  der  Stelle  to 
des  Fundamentalbereichs"  zu  verstehen  haben,  wird  aus  Darlegungen 
des  nächsten  Paragraphen  hervorgeheii.  Einstweilen  wolle  man  sich 
nur  erinnern,  dass  jeder  Randpunkt  der  fraglichen  Art  durch  „erlaubte 
Abänderung"  von  P  in  einen  inneren  Punkt  dieses  Bereiches  verwandelt 
werden  kann. 

Was  endlich  die  festen  Eckpunkte  des  Polygons  P  angeht,  so 
dürfen  wir  nach  I  pg.  128  P  so  gewählt  denken,  dass  dieselben  aus- 
schliesslich elliptisch  oder  parciboliscli  sind.  Der  einfachen  Ausdrucks- 
weise halber  gestalten  wir  P  des  näheren  so,  dass  bei  der  einzelnen 
solchen  Ecke   die  beiden   an  sie  heranragenden  Polygonseiten  einander 

durch  die  betreffende  Erzeugende  V 
zugeordnet  sind;  d.  h.  diese  Ecke  soll 
nicht  mit  anderen  von  ihr  ver- 
schiedenen Ecken  in  einen  Cyclus 
zusammengehören.  Wir  schneiden 
dann  vermöge  einer  Bahncurve  der 
fraglichen  Substitution  T"  an  der  in 
Rede  stehenden  Ecke  einen  kleinen 
Sector  S  vom  Polygon  P  ab,  wie 
dies  im  parabolischen  Falle  durch 
die  beigefügte  Figur  1  versinnlicht 
wird.  Biesen  Sector  S  bezeichnen  wir 
nh  die  ,.Umgebung  des  festen  Eck- 
puyiktes  t^  im  Fundamentalhereiche" . 
Um  die  Darstellung  von  (p(J^ 
in  dieser  Umgebung  zu  charakteri- 
sieren, handeln  wir  hier  sogleich  von  der  Ahhddiing  der  fragJicJwn 
Umgebung  auf  die  Fläche  eines  einfach  wid  vollständig  bedeckten  Kreises. 
Liegt  eine  elliptische  Ecke  t^  vor,  so  bringt  man  die  zugehörige 
Substitution  c'=  F(0  auf  die  Gestalt: 


(4) 


b  ?0  ^  —  fco 


WO  ^Q  der    zweite  Fixpunkt  und  /   die  Periode    von   V  ist.     Bei    einer 
parabolischen  Ecke  t^  haben  wir  entsprechend  für   V  die  Gestalt: 
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hier    wird  y  mit   dem   dritten  Coefficienten   in  der    ursprünglichen  Ge- 
stalt    V  =  {    '  \)  der  Substitution  identisch  sein,   falls  man  letztere  in 
\y,  d) 

Übereinstimmung  mit  a  ~\-  8  =  2  wählt.     Jetzt  wird  die  gedachte  Um- 
gebung der  festen  Ecke  einfach  durch: 


(«'  '<Wi 


bezw.    t  =  e  Y      :-?o 


in  der  t  -  Ebene  auf  die  Fläche  eines  Kreises  um  den  Nullpunkt  ^  =  0 
abgebildet*). 

Die  einzelne  unserer  automorphen  Functionen  (p{i)  wird  jetzt  in 
der  Umgebung  jener  Ecke  vermöge  des  in  (6)  gegebenen  t  eine  Ent- 
wicklung von  der  Gestalt  (3)  zulassen  sollen,  wo  wieder  0^=^  0  und  m 
endlich  und  ganzzahlig  ist.  Unsere  Forderung  kommt  also  einfach 
darauf  hinaus,  dass  q){^)  als  Function  von  t  aufgefasst  in  der  Umgebung 
von  ^  =  0  regulär  oder  doch  nur  polar  unstetig  sein  soll. 

Durch  die  Forderung  der  Entwickelbarkeit  in  einer  Reihe  (3)  an 
der  einzelnen  Stelle  ^^  des  Fundamentalbereichs  sind  die  beiden  am  95  (^) 
zuletzt  gestellten  Bedingungen  vollständig  zum  Ausdruck  gebracht, 
sofern  P  einen  einfach  zusammenhängenden  Bereich  vorstellt.  Ist  dies 
nicht  der  Fall,  so  kann  die  Function  (p(^),  obschon  sie  unverzweigt 
ist,  innerhalb  P  gleichwohl  mehrdeutig  sein;  denn  die  Fortsetzung 
über  solche  in  P  verlaufende  geschlossene  Wege,  die  sich  innerhalb 
dieses    Bereiches   nicht    auf  Punkte    zusammenziehen    lassen,    braucht 


*)  Loxodromische  und  hyperbolische  Ecken  treten  bei  geschickter  Auswahl 
des  Polygons  P,  wie  schon  im  Texte  bemerkt  wurde,  nicht  auf.  Man  hat  von 
diesem  Umstände  nicht  immer  Gebrauch  gemacht,  vielmehr  anfänglich  auch 
Polygone  mit  Zipfeln  der  genannten  Art  zugelassen.  Hierbei  ist  dann,  wie  man 
heute  weiss,  der  Satz  fundamental,  dass  zwar  die  Umgebung  einer  loxodro- 
mischen,  nicht  aber  die  einer  hyperbolischen  Ecke  auf  eine  Kreisfläche  abbild- 
bar ist.  Diese  Ausnahmestellung  der  hyperbolischen  Zipfel  wurde  jedoch  anfangs 
nicht  hinreichend  beachtet,  was  gelegentlich  zur  Quelle  von  unrichtigen  Auf- 
fassungen und  Beweislücken  wurde;  cf.  Comptes  rendus,  Bd.  93  pg.  582  (1881) 
und  Mathem.  Annalen  Bd.  19  pg.  558  ff.  (1881).  Man  sehe  hierüber  die  ausführ- 
lichen Darlegungen  von  Klein  in  der  Abhandlung  „  CT«-  den  Begriff  des  functionen- 
theoi-etischen  Fundamentalbereichs",  Math.  Ann.  Bd.  40  pg.  130  (1891)  oder  auch  die 
Erörterung  in  I  pg.  143  ff. 
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nicht  notwendig  die  anfänglichen  Functionswerte  zu  reproducieren. 
Durch  unsere  Festsetzung  sind  jedoch  derartige  unverzweigte,  aher 
mehrdeutige  Functionen  ausdrücklich  ausgeschlossen. 


§  2.    Herstellung  eines  zum  Fundamentalbereich  gehörenden 
Elementarpotentials  zweiter  Gattung. 

Den  Existenzheweis  der  automorphen  Functionen  liefert  Po  ine  are*) 
dadurch,  dass  er  dieselben  direct  analytisch  bildet;  und  zwar  durch 
Quotienten  gewisser  convergenter  Beihen,  mit  denen  wir  uns  imten  im 
dritten  und  vierten  Kapitel  ausführlich  zu  beschäftigen  haben.  Klein**) 
gründet  seine  parallel  gehenden  Betrachtungen  auf  die  allgemeinen 
Miemann' seilen  Existenztheoreme,  wo  alsdann  bei  den  genauen  Nach- 
weisen dieser  Theoreme  die  Methoden  von  Schwarz  und  Neu  mann  zur 
Geltung  kommen,  die  wir  bereits  in  „M."  I  pg.  508ff.  heranzuziehen 
hatten***).  Diese  Betrachtungen  in  „M."I  bezogen  sich  auf  eine  ge- 
schlossene Riemann'sche  Fläche.  Hier  tritt  an  deren  Stelle  unser 
Fundamentalbereich  P.  Es  wird  sich  zeigen,  dass  dieser  Unterschied 
ein  unwesentlicher  ist. 

Wir  untersuchen  zunächst  nicht  complexe  Functionen  von  2;=  |  -f  ?'r/, 
sondern  die  reellen  Bestandteile  derselben,  die  für  sich  genommen 
logaritJimisclie  Potentiale  darstellen.  Für  diese  Potentiale  gebrauchen 
wir  allgemein  die  Bezeichnung  u{^,  j,).  Dieselben  besitzen  die  in 
„M/'I  pg.  504  ff.  dargelegten  Grundeigenschaften.  Insbesondere  sind  sie 
eindeutig  und  eindeutig  fortsetzbar  innerhalb  derjenigen  Bereiche,  für 
welche  wir  sie  erklären,  sowie  im  allgemeinen  daselbst  überall  stetig. 
Doch  werden  wir  sogleich  auch  mit  Potentialen  zu  thun  haben,  die 
an  einer  vorgeschriebenen  Stelle  t^  polar  unstetig  wie  der  reelle  Be- 
standteil von  .  _      werden. 

S        fco 


*)  Siehe  insbesondere  die  Abhandlungen  „  Memoire  sur  les  fonctions  fuchsienries  " 
und  „Memoire  sur  les  groupes  kleimens",  Acta  math.  Bd.l  pg.  193  und  Bd.  3  pg.  49 
(1882  und  83),  sowie  die  vorangehenden  Noten  Poincare's  in  Bd.  93  und  94  der 
Comptes  rendus  (1881  und  82). 

**)  Man  vergl.  den  Aufsatz  „Neue  Beiträge  zur  JRiemann' sehen  Functionen- 
theorie",  Math.  Ann.  Bd.  21  pg.  141  (1882). 

***)  E.Ritter  behandelt  den  Existenzbeweis  der  automorphen  Functionen  im 
Anschluss  an  Klein  und  zwar  für  das  Geschlecht  p  =  0  in  dem  Aufsatze  „Die 
eindeutigen  automorphen  Formen  vom  Geschlechte  null",  Math.  Ann.  Bd.  41  pg.  1 
(1892),  für  beliebiges  Geschlecht  ^9  in  der  Abhandlung  „Die  muHiplicativen  Formen 
auf  algeh-aischen  Gebilden  etc.",  Math.  Ann.  Bd.  44  pg.  349  (1893). 
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Die  Herstellung  geeigneter  Potentiale  u{^,  ri)  gründet  sich  erstlich 
auf  die  Lösung  der  sogenannten  Bandtvertaufgahe  („M."I  pg.ölOund  513), 
welche  direct  nur  für  kreisförmige  Bereiche  durchgeführt  wird,  nämlich 
vermöge  des  Poisson  sehen  Integi-als.  Hierbei  haben  wir  die  Darstellung 
von  „M/'I  erst  noch  in  gewisser  Hinsicht  zu  ergänzen. 

Es  spielen  nämlich  erstens  die  festen  Ecken  des  Fundamental- 
bereichs P  eine  ähnliche  Ausnahmerolle,  wie  in  „M."I  pg.  510  die 
Verzweigungspunkte  einer  mehrblättrigen  Riemann'schen  Fläche.  Wir 
ziehen  für  die  einzelne  feste  Ecke  wieder  einen  dreieckigen  Sector  S 
heran,  wie  wir  ihn  im  vorigen  Paragraphen  vermöge  einer  Bahncurve 
der  zugehörigen  Substitution  V  abschnitten  (cf.  Figur  1  pg.  6).  Durch 
die  in  (6)  pg.  7  erklärte  Function  t  wird  dieser  Sector  S  auf  eine 
Kreisfläche  der  ^  Ebene  abgebildet.     Nachdem  wir  für  diese  Kreisfläche 


Fig.  2. 


Fig.  3. 


die  Randwertaufgabe  gelöst  haben,  übertragen  wir  die  Werte  des  ge- 
wonnenen Potentials  rückwärts  auf  den  Sector  S.  Für  den  Sector  S 
ist  somit  die  Randwertaufgabe  in  folgendem  Sinne  lösbar:  Auf  der 
durch  die  Bahncurve  von  V  gelieferten  Seite  von  S  ist  eine  stetige 
Wertefolge  in  der  Art  aufgetragen,  dass  in  den  beiden  Endpunkten 
dieser  Seite  gleiche  Werte  stattfinden.  Dann  gieU  es  auf  S  ein 
und  nur  ein  überall  stetiges  Potential  tt(|,  ij)  unserer  Art,  welches  stetig 
in  die  aufgetragenen  Bandwerte  ülergeht,  längs  der  beiden  von  der  festen 
Polygonecke  auslaufenden  Seiten  von  S  in  corresjmidierenden  Punkten 
gleiclie  Werte  hat  und  bei  Fortsetzung  über  eine  dieser  Seiten  in  dem  zum 
henachbaiien  Polygon  P^  gehörenden  entsprechenden  Sector  S^  die  äqui- 
valente Werteverteilung  zu  der  in  S  aufweist. 
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Wir  betrachten  zweitens  eine  Kreisfläclie,  die,  ohne  eine  Ecke 
von  P  zu  erreichen,  über  eine  Seite  dieses  Polygons  in  ein  benach- 
bartes Polygon  Pj  hineingreift.  Die  Kreisfläche  wird  durch  diese 
Polygonseite  in  zwei  zweieckige  Sectoren  S  und  S\  zerlegt,  deren 
letzterer  in  P^  liegen  mag  und  mit  dem  Sector  S'  des  Ausgangs- 
polygons P  äquivalent  sein  soll.  In  Figur  2  ist  ein  solches  Sectoren- 
paar  S,  S'  gezeichnet*). 

Wir  nehmen  gleich  auch  noch  den  dritten  Fall  hinzu,  dass  eine 
Kreisfläche  eine  zufällige  Ecke  von  P  umschliesst.  Ist  dieser  Eckpunkt 
im  Polygonnetze  insgesamt  von  v  Polygonen  umgeben,  so  wird  man  den 
fraglichen  Kreis  sofort  in  v  dreieckige  Sectoren  S,  S',  .  .  .,  *S'<'~^^  des 
Fundamentalbereichs  auseinanderlegen.  Man  veranschauliche  sich  dies 
an  Figur  3  (pg.  9),  wo  v  =  4  ist. 

Wir  fassen  nun  gleich  beide  Fälle  zusammen,  indem  wir  v  >  2 
nehmen.  Auf  diejenigen  v  Sectorenseiten,  welche  von  der  ursprünglichen 
Kreisperipherie  herrühren,  trage  man  stetige  Randwertfolgen  in  der  Art 
auf,  dass  in  je  zwei  correspondierenden  Seitenendpunkten  gleiche  Werte 
vorliegen.  Dann  giebt  es  in  dem  aus  den  v  getrennten  StücJcen 
S,  S',...,  /S^*"""^'  bestehenden  Bereiche  ein  und  nur  ein  überall  stetiges 
Potential  m(|,  r]),  tvelches  stetig  in  die  aufgepflanzten  Mandwerte  übergelit, 
in  je  .zwei  zugeordneten  Punlden  solcher  Sectorenseiten,  die  von  Seiten  des 
Bereiches  P  herrühren,  gleiche  Werte  annimmt  und  hei  Fortsetzung  über 
eine  Seite  dieser  Art  in  dem  daselbst  anliegenden  Sector  S^^  des  benach- 
ha/rten  Bereiches  P/,  dieselbe  Werteverteilung  annimmt,  wie  in  dem  mit 
Si?  äquivalenten  Sector  S^'^  von  P. 

Nunmehr  setzt  die  „Methode  des  Grenzüherganges  durch  alter- 
nierendes Verfahren''  ein  (cf.  „M.^'I  pg.  511  und  514).  Sind  zwei  zum  Teil 
in  Deckung  befindliche  Bereiche  gegeben,  und  ist  die  Randwertaufgabe 
für  jeden  einzelnen  dieser  Bereiche  lösbar,  so  gelingt  auf  Grund  jener 
Methode  die  Lösung  dieser  Aufgabe  auch  für  den  aus  den  beiden  ge- 
gebenen Bereichen  durch  Verschmelzung  entspringenden  neuen  Bereich. 
Die  Sectoren  bezw.  Sectorencyclen  sind  hierbei  in  der  angegebenen 
Weise  gerade  so  gut  als  Bereiche  brauchbar,  wie  die  in„M."I  pg.  512ff. 
gebrauchten  Kreisscheiben. 

Des  näheren  wird  man  bei  der  Composition  der  Bereiche  etwa  so 
verfahren,  dass  man  zunächst  den  Rand  von  P  vollständig  mit  Sectoren 


*)  Die  ,,dem  Fundainentalbereich  angehörende"  Umgebung  eines  von  einer 
Ecke  verschiedenen  Raudpunktes  von  P  wird  immer  aus  zwei  in  dieser  Art  ein- 
ander correspondierenden  Sectoren  S,  S'  bestehen. 
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bedeckt.  In  Figur  4  ist  dies  für  ein  kanonisches  Polygon  von 
Charakter  (0,4)  a^usgeführt.  Zunächst  sind  an  den  vier  festen  Ecken 
Sectoren  aufgelagert.  Von  diesen  Ecken  abgesehen  haben  wir  noch 
weitere  fünf  Sectorencyclen;  die  zusammengehörenden  Sectoren  sind 
jedesmal  mit  derselben  Nummer  versehen.  Für  diesen  gürtelförmigen 
Bereich  würden  die  Randwerte  längs  des  inneren,  stark  markierten 
Randes  aufzutragen  sein.  In  je  zwei  correspondierenden  äusseren  Rand- 
pnnkten  finden  dann  gleiche  Werte  u{^,  t?)  statt,  und  bei  Fortsetzung 
über  diesen  Rand  zeigt  m^,  '/)  das  schon  mehrfach  ausgesprochene 
Verhalten,  in  Nachbarpolygonen  eine  mit  P  äquivalente  Werte- 
verteilung' zu  zeigen.  Ist  der  Bereich  P  als  solcher  mehrfach  zu- 
sammenhängend, so  wird  man  natürlich  zur  Belegung  des  gesamten  Randes 
mehrere  Sectorenketten 
nötig  haben. 

Wir  überdecken 
endlich  zur  Fortführung 
des  alternierenden  Ver- 
fahrens auch  noch  das 
gesamte  Innere  von 
P  dachziegelartig  mit 
Kreisscheiben  und  wer- 
den bei  diesem  Process 
stets  mit  endlich  vielen 
Kreisscheiben  und  Sec- 
toren ausreichen. 

Übrigens     müssen 
wir  gerade  wie  in  „M."  I 
pg.51  iSorge  tragen,  dass 
das  schliesslich  heraus- 
kommende Potential  an 
einer     beliebig     wähl- 
baren Stelle  to  des  Fundamentalbereichs  unendlich  wird,  wie  der  reeUe 
Bestandteil   von    a^^,)-'^      Hier   gilt   die    SteUe  to   als    endUch   und 
von  einer  festen  Ecke  verschieden;   andernfalls  müssten  wir  (g  —  ^o) 
durch  g  bezw.  durch  t-^  ersetzen,    wo  t  durch  die    erste    oder  zweite 
Formel  (6)  pg.  7  gegeben  ist.    Wir  erreichen  das  genannte  Ziel,  indem 
wir   für    alle    an  ^o    beteiligten  Kreisscheiben   bezw.  Sectorencyclen  an 
Stelle  des  überall  endlichen  Potentials  immer  dasjenige  wählen,  welches 
bei  ^0  iii  vorgeschriebener  Weise  unstetig  wird.    In  der  That  bekommt 
das  am  Schlüsse  entspringende  Potential  ni^,v)  selbst  auf  diese  W^eise 
an  der  Stelle  t^    den  gewünschten  Unstetigkeitspunkt;    hierdurch    aber 


Fig.  i- 


J2  I.  Engere  Theorie  der  eindeutigen  automorphen  Functionen. 

ist  die  für  die  Weiterentwicklung  erforderliclie  Gewähr  dafür  geschaffen, 
dass  ti(i,,rj)  nicht  mit  einer  Constanten  identisch    ist. 

Üben  wir  jetzt  auf  P  und  u(t,  r^  alle  Substitutionen  der  Gruppe  F 
aus,  so  gewinnen  wir  für  sämtliche  Polygone  P,  P^,  P.2,  .  ■  .  des  Netzes 
eindeutig  definierte  Potentiale.  Dabei  ist  es  nun  gerade  der  Erfolg  des 
eingehaltenen  Verfahrens,  dass  die  analytische  Fortsetzung  des  im 
einzelnen  Polygon  aufgetragenen  Potentials  über  den  Rand  hin  in 
ein  benachbartes  Polygon  von  selbst  zu  dem  dort  erklärten  Potential 
hinführt.  Bas  Potential  u(i,ri)  ist  für  den  gesnmten  Bereich  des 
zusammenhängenden  Netzes  N  der  Polygone  P,  P^,  P^,  . .  .  eindeutig  o-- 
Tdärt  und  zeigt  die  Haupteigenschaft  der  automorphen  Functionen,  in 
äquivalenten  Punkten  der  Polygone  P,  P^,  P^,  ■  .  .  gleiche  WeHe  zu  be- 
sitzen: ui^,  Ti)  ist  ein  „automorphes  Potential". 

Wenn  wir  das  so  gewonnene  Potential  11(^,1])  als  ein  ,,zum 
Fundamentalher  eiche  P  gehörendes  Elementarpotential  zweiter  Gattung" 
bezeichnen,  so  ist  diese  Ausdrucksweise  nach  „M."I  pg.  506  insofern 
gerechtfertigt,  als  u(^,rj)  an  einer  und  nur  einer  Stelle  des  Funda- 
mentalbereichs in  der  oben  bezeichneten  Weise  unstetig  wird,  sich  also 
genau  so  verhält,  wie  auf  der  Riemann'schen  Fläche  ein  zur  Herstellung 
eines  Integrals  zweiter  Gattung  dienendes  Elementarpotential. 


§  3.    Herstellung  automorpher  Functionen  der  Gruppe  F. 

Es  ist  jetzt  ein  Leichtes,  vom  Elementarpotential  zweiter  Gattung 
u  (^,  7j)  aus  für  unsere  Gruppe  F  automorphe  Functionen  selber  zu  ge- 
winnen. Wir  bilden  zunächst  das  zu  u  (t,  rj)  conjugieHe  Potential 
(cf.„M."Ipg.505):  (.,^^ 

(1)  '^^^^n)=f{j^dri-^^dl), 

{^0 ,  ';o) 
wo  wir  die  feste  untere  Grenze  (|q,  r^^  etwa  innerhalb  P  wählen  und 
die  Intesrationsbahn  gänzlich  im  Innern  des  Netzes  verlaufen  lassen. 
Aus  dem  automorphen  Charakter  von  u  {t ,  rf)  und  der  Conformität 
der  Abbildung  der  verschiedenen  Polygone  des  Netzes  auf  einander  folgt 
nun  zunächst  nur  erst,  dass  das  Differential  von  v: 

T/c,      N         du    -j  du    li. 

dv (t,  f})  =  ^v  drt  — ^v—  aS 

automorphen  Charakter  hat.  Für  t;  ( S,  rf)  selber  ergiebt  sich  dieser 
Charakter  allgemein  noch  keineswegs,  ja  wir  können,  falls  das  Netz  ^" 
einen  mehrfach  zusammenhängenden  Bereich  darstellt,  nicht  einmal  auf 
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die  Eindeutigkeit  von  v  schliessen.  Vielmehr  wird  sich  das  Potential 
v(t,ri)  hei  Fortsetzung  vmi  irgend  einer  Stelle  bis  zu  einer  äquivalenten 
Stelle  oder  (hei  mehrfachem  Zusammenhange  des  Netzes)  bis  zur  Anfangs- 
stelle zurück,  allgemein  zu  reden,  nur  erst  his  auf  eine  reelle  additive 
Constante  reproducieren. 

Für  die  Fortsetzuns;  der  Untersuchuncr  ist  der  Gebraucli  der  zum 
Fundamentalbereich  P  gehörenden  geschlossenen  Fläche  F  zweckmässig, 
deren  Beziehung  auf  P  und  das  Folygonnetz  N  wir  bereits  in  I  pg.  178  ff. 
erläuterten.  Die  geschlossenen  Wege  im  Polygonnetze  und  ebenso  die 
Wege  zwischen  äquivalenten  Punkten  in  N  ergaben  auf  F  geschlossene 
Umläufe:  und  umgekehrt  liefert  der  einzelne  solche  Umlauf  auf  F 
etwa  von  einer  in  Betracht  kommenden  Stelle  des  Ausgangspolvgons  P 
aus  einen  eindeutig  bestimmten  Weg  der  gekennzeichneten  Arten  in  N, 
wenn  man  nur  diejenigen  n  Stellen  auf  F  meiden  will,  welche  den 
festen  Ecken  von  P  correspondieren.  Für  diese  Stellen  nehmen  wir 
übrigens  die  im  ersten  Bande  gebrauchte  Bezeichnung  e^,  e.^,  .  .  .,  Cn 
wieder  auf. 

Wir  überzeugen  uns  nunmehr  leicht,  dass  ein  auf  F  geschlossener 
Umlauf,  der  sich  auf  einen  Punkt  zusammenziehen  lässt,  im  Polygonnetz 
stets  einen  Weg  mit  rersclnvindendem  Integrahvert  fdv(^,i])  liefert. 
Eine  stetige  Deformation  des  Umlaufs  auf  F,  bei  der  wir  die  Stellen 
e^,  e.2,  .  .  .,  Cn  meiden,  liefert  nämlich  eine  eindeutig  bestimmte  stetige 
Deformation  des  entsprechenden  Weges  im  Polygonnetz,  bei  welcher 
das  zugehöricre  Integral  fdv  unverändert  bleibt.  Man  wolle  nur  be- 
achten,  dass,  falls  es  sich  im  Polygonnetze  um  einen  offenen  Weg 
handelt,  Anfangs-  und  Endpunkt  in  ihren  bezüglichen  Polygonen  äqui- 
valente Bahnen  beschreiben,  wobei  dann  die  Unveränderlichkeit  des 
Integrals  aus  dem  automorphen  Charakter  von  dv  {i,,  tj)  ersichtlich 
ist.  Wir  ziehen  daraufhin  auf  F  den  Umlauf  auf  eine  Reihe  beliebig 
kleiner  Kreise  um  Punkte  e  zusammen*).  Für  den  einzelnen  solchen 
Kreis  ist  alsdann  einfach  fdv  =  0;  denn  man  wolle  nur  bemerken,  dass 
sich  die  Umgebung  des  einzelnen  Punktes  e,  bezw.  der  entsprechende 
Sector  von  P  vermittelst  einer  der  oben  erklärten  Functionen  t  in  der 
^- Ebene  auf  eine  Kreisfläche  abbildet,  in  welcher  ü  (|,  rj)  ein  überall 
stetiges  eindeutiges  Potential  ist. 


*)  Da  es  sich  im  Texte  um  Potentiale  zweiter  Gattung  handelt,  so  dürfen 
wir  nach  bekannten  Sätzen  die  Integrationsbahn  ohne  Änderung  des  Integralwertes 
über  die  Unstetigkeitsstelle  unseres  Potentials  hinwegschieben.  Der  Einfachheit 
halber  ist  die  Ausdrucksweise  in  den  nächst  folgenden  Zeilen  so  gewählt,  dass 
jener  ünstetigkeitspunkt  nicht  gerade  in  einer  festen  Polygonecke  liegt. 


J^4  !•  Engere  Theorie  der  eindeutigen  automorphen  Functionen. 

Ist  nuu  das  Geschlecht  p  der  Gruppe  F  gleich  null,  so  gelangen 
wir  zu  einem  höchst  einfachen  Resultate.  In  diesem  Falle  lässt  sich 
nämlich  jeder  Umlauf  auf  F  stetig  auf  einen  Punkt  zusammenziehen; 
jetzt  haben  wir  also  auch  in  v  (|,  ?/)  ein  Potential  mit  automorphem 
Charakter.  Ist  das  Geschlecht  p  der  Gruppe  V  gleich  mdl,  so  geivinnen  tvir  in: 

(2)  <pa)  =  **(i.>/)  +  ^'Ki.o 

einen  mit  allen  Kennzeichen  einer  automorphen  Function  versehenen  Aus- 
druck; diese  automorphe  Function  ^(0  von  F  Jiat  überdies  noch  die  Eigen- 
schaft, an  einer  ivilllcUrlich  getvählten  Stelle  des  Fundamentalhereichs  P  einen 
Pol  erster  Ordnung  zu  besitzen,  idjrigens  aber  in  P  (dlenthalben  stetig  zu  sein. 
Ist  das  Geschlecht  p  >  0,  so  giebt  es  bekanntlich  stets  Umläufe 
auf  F,  die  sich  nicht  auf  Punkte  zusammenziehen  lassen;  und  jeder 
solche  Umlauf  lässt  sich  aus  2  p  elementaren  Umläufen  herstellen. 
Dementsprechend  wird  der  Ausdnick: 

(3)  Z  =  m(|,  7^)  +  /KI,  >,) 

auf  der  geschlossenen  Fläche  F  den  Charakter  eines  „Elementarintegrals 
zweiter  Gattung"  zeigen,  welches  nur  an  einer  willkürlich  zu  wählenden 
Stelle  von  F  einen  Pol,  und  zAvar  einen  solchen  der  ersten  Ordnung, 
besitzt  und  übrigens  auf  der  Fläche  rein  imaginäre  Perioden  aufweist. 
Von  hier  aus  aber  gelangen  wir  auf  dieselbe  Weise  zu  automorphen 
Functionen,  wie  wir  in  „M"I  pg.540  aus  den  IntegTalen  zweiter  Gattung 
einer  Riemann'schen  Fläche  deren  algebraische  Functionen  herstellten. 
Wir  wählen  zunächst  irgend  ^  Pole  auf  F  aus  und  construieren  uns 
die  (i  zugehörigen  Functionen  (3),  welche  wir  Z-^^,  Z.^,  .  .  .,  Z^^  nennen. 
Demnächst  setzen  wir  mit  Constanten  c  den  Ausdruck  an: 

(4)  c,Z,^c,Z.^  +  ---  +  c^Z^ 

und  wollen  diese  Constanten  c  so  bestimmen,  dass  der  Ausdruck  (4), 
über  irgend  einen  geschlossenen  Weg  auf  jP  fortgesetzt,  sich  reproduciert. 
Es  genügt,  diese  Forderung  für  die  oben  gedachten  2p  elementaren 
Umläufe  aufzustellen.  Damit  aber  ergeben  sich  für  die  c^,  c^,  .  .  ..  c^ 
im  ganzen  2p  lineare  homogene  Gleichungen  mit  reellen  Coefficienten. 
Wir  werden  hiemach  jedenfalls  brauchbare  Systeme  nicht  durchgängig 
verschwindender  Zahlen  c  angeben  können,  wenn  wir  a  ausreichend 
gross,  z.  B.  ^>2^  wählen.  Für  jedes  solclie  System  erlcennen  wir  im 
Ausdruck  (4)  eim  automorphe  Function  (p(^  unserer  Grujjpe,  ivelche 
mindestens  ztvei  Pole  im  Fundamentalbereiche  besitzt  (insofern  mindestens 
zivei  Coefficienten  c  von  0  verschieden  sind),  und  ivelche  demnach  geiviss 
nicht  mit  eigner  Constanten  identisch  ist. 

Wir  haben  damit  für  jede  unserer  Gruppen  V  den  Existenzbeu-eis 
zugehöriger  automorplier  Functionen  geführt. 
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§  4.     Abbildung  des  Fundamentalbereiclis  P  auf  eine 
geschlossene  Riemann'sche  Fläche. 

Eine  einzelne  der  bisher  construierten  automorphen  Functionen  <jp(g) 
hat  im  Fundamentalbereich  P  nur  einfache  Pole.  Die  Anzahl  der 
letzteren  wollen  wir  fi  nennen;  und  wir  nehmen  wieder  der  einfachen 
Ausdrucksweise  halber  au,  dass  keiner  derselben  in  einer  festen  Polygon- 
ecke gelegen  ist.  Wir  stellen  die  Aufgabe,  die  Gesamtanzahl  v  der 
NullpnnMc  von  (p{i)  im  Fundamentalhereiche  P  zu  bestimmen. 

Zu  diesem  Zwecke  benutzen  wir  die  wohlbekannte  Regel: 

1      Aqpa) 
(1)  ^-."  =  2^/   ^ÖT' 

wo  das  mit  dem  Index  (P)  versehene  Integral  im  positiven  Sinne  über 
den  gesamten  Rand  des  Bereiches  P  zu  erstrecken  ist.  Ist  P  mehrfach 
zusammenhängend,  so  hätte  man  freilich  erst  noch  durch  Anbringimg 
geeigneter  Querschnitte  einfachen  Zusammenhang  herzustellen.  Indessen 
werden  die  auf  die  beiden  Ufer  des  einzebieu  solchen  Querschnitts  be- 
zogenen Integrale  sich  gegenseitig  aufheben,  so  dass  wir  von  diesen 
Querschnitten  auch  von  vornherein  absehen  können. 

Man  muss  Sorge  tragen,  dass  (p{t)  längs  der  Integrationsbahn 
nirgends  verschwindet  oder  unendlich  wird.  lu  dieser  Hinsicht  macheu 
nur  die  festen  Ecken  von  P  Schwierig- 
keit; denn  übrigens  können  wir  nötigen- 
falls durch  erlaubte  Abänderung  von  P 
erreichen,  dass  der  Polygonrand  weder 
durch  einen  Pol  noch  durch  eiuen  Null- 
punkt von  qp(^)  hindurchläuft. 

Liegt  aber  in  einer  einzelnen  festen 
Ecke  ein  NuUpunkt  der  Ordnung  v',  so 
sehneiden  wir  daselbst  wieder  wie  oben 
einen  Sector  vermöge  einer  zugehörigen  Fig.  5. 

Bahncurve  ab  und  wählen  diesen  Sector 

so  klein,  dass  abgesehen  von  der  Ecke  selbst  auf  ihm  kein  weiterer 
Nullpunkt  oder  Pol  von  (p{^)  vorkommt.  Die  Integration  leiten  wir 
jetzt,  wie  Figur  5  vermöge  der  stark  markierten  Bahn  anzeigt,  unter 
Vermeidung  der  fraglichen  Ecke  gleich  über  die  den  Sector  abschneidende 
Bahncurve  weiter. 

Wir  bestimmen  sogleich  den  Anteil,  welchen  diese  zum  ab- 
geschnittenen Sector  gehörende  Bahncurve  für  unser  Integral  liefert. 
Letzteres  transformieren  wir  zu  diesem  Ende  auf  die  Gestalt: 
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C^)  2i7cJ  dt  ^^' 

unter  t  verstehen  wir  hierbei  die  zu  unserer  Ecke  gehörende  Func- 
tion (6)  pg.  7,  durch  welche  der  Sector  auf"  eine  Kreisfläche  abgebildet 
wird.  Da  sieh  die  Integration  in  (2)  im  negativen  Sinne  auf  den  Rand 
dieser  Kreisfläche  bezieht,  so  haben  wir  als  Integralwert  —  v',  unter  v', 
wie  festgesetzt,  die  Ordnung  des  Nullpunktes  von  cp  (^)  in  der  frag- 
lichen Ecke  verstanden. 

Diese  Betrachtung  bleibt  übrigens  uneingeschränkt  gültig,  falls 
v' =  0  ist,  d.  h.  falls  g>{t)  in  der  gedachten  festen  Ecke  keinen  Null- 
punkt hat. 

Möcren  nun  in  den  n  festen  Ecken  Nullpunkte  der  Ordnungen 
Vi,  Vg,  .  .  -,  Vn  von  (p{^)  gelegen  sein,  wobei  natürlich  v^.  =  0  zu  nehmen 
ist,  faUs  q)  (^)  in  der  Z;**""  Ecke  nicht  verschwindet.  Von  diesen  Ecken 
abgesehen  aber  mögen  insgesamt  noch  v^  Nullpunkte  vorliegen.  Wir 
schneiden  alsdann  an  allen  festen  Ecken  in  der  beschriebenen  Weise 
Sectoren  ab  und  nennen  den  Restbereich  P'.  An  Stelle  von  (1)  tritt 
unter   diesen  Umständen   die  genauere  Formel: 


(3)  t^n-.U  =  ^/--(^) 


'iit  I     (f{l 

wo  das  Integral  im  positiven  Umlaufssinn  über  den  Rand  von  P'  zu 
erstrecken  ist. 

Die    n    an    den    festen   Ecken    liegenden    Bahncurven   liefern    für 

die  rechte  Seite  von  (3),  wie  wir  sahen,  den  Betrag  {—  v^  —  v^ v«)- 

Der  übrige  Teil  des  Randes  von  P'  setzt  sich  aus  lauter  Paaren  von 
je  zwei  mit  einander  äquivalenten  Curven  zusammen.  Dabei  ist  die 
eine  der  beiden  Curven  des  einzelnen  Paares  immer  in  der  entgegen- 
gesetzten Richtung  wie  die  andere  zu  durchlaufen.  Die  Folge  ist,  dass 
sich  die  Integi-albeträge  der  Curven  des  einzelnen  Paares  gerade  fort- 
heben: die  Integration  in  (3)  rechter  Hand  führt  somit  zu: 

Vq—  ^  =  —  V^—  V.^  —  -  ■  ■—  Vn, 

SO  dass  die  Gesamtanzahl  v  aller  Nullpunkte  gleich  der  Gesamtanzahl  fi 
aller  Pole  ist.  In  bekannter  Weise  erweitern  wir  dieses  Ergebnis 
sofort  zu  folgendem  Theorem:  Unsere  automorphe  Function  (jp(t),  u'dche 
im  Fundamentalbereiche  fi  einfache  Pole  hat,  nimmt  jeden  beliebig  vor- 
geschriebenen complea:en  Wert  insgesamt  an  (i  Stellen  des  Bereiches  P  an, 
die  natürlich  in  irgend  welchen  Zusammenordnungen  coincidieren  dürfen. 
Wir  wollen  diese  für  (p(^)  charakteristische  Anzahl  |U  fortan  als  die 
„WeHigJceit"  der  automorphen  Function  90  (^)  bezeichnen. 


I,  1.  Begriff,  Existenz  und  Eigenschaften  der  automorphen  Functionen.     17 

Das  erhaltene  Resultat  wollen  wir  jetzt  in  e,ne  geometrische  und 

für  die  Folge  höchst  wichtige  Ausdi-ucksform  kleiden.     Wrr  sohre.ben: 

Ld  wollen  den  Fundamentalbereich  P  anf  die  Ebene  der  dadnreh  er- 
kKrten  Variabel  ..  conform  abbilden.  Indem  correspond>ereude 
^dpunkte  von  P  gleiche  Werte  ..  liefern,  gelangen  w,r  z„  ernenr 
beschlossenen  Abbilde,  welches  eindenfag  auf  P  bezogen  is  und 
welches  nach  dem  gerade  bewiesenen  Satze  die  ..-Ebene  allenthalben 
:tch  bedeckt.  Bei  .  =  CO  verlaufen  die  ,  Blätter  getrennt.  An  emer 
L  Endlichen  gelegenen  Stelle  .,  tv.tt  dann  und  nur  dam.  em  Ve  - 
Iweigung  ein,  ^enn  in  der  im  Sim>e  von  (3)  pg.5  zu  verstehenden  Ent- 
wicklung: , 

(5)  .8  -  2„-  «»'(«o-f  »1«  +  "■2'--  +  -  ■  ■) 

der  Exponent  ,n  >  1  ist  Solche  Verzweigungsstellen  kommen  aber  nur 
tenSer  Anzahl  vor.  Gäbe  es  nämUch  unendlich  viele,  so  wurden 
Letten  sich  wemgstens  an  einer  Stelle  .,  häufen;  dem  aber  w.der- 
t   ht  m  bekannter  Weise   die  Thatsache,  dass  ..  m  der  Umgebung 

•X  Stelle  des  Fundamentalbereichs  eine  convergente  Entwicklung  (5) 

apstattet  und  also  reguläres  Verlialten  zeigt. 

' "rwir  zusammenfassen,  sind  wir  zu  folgendem  grundlegenden 

Satze  «langt:  Der  Fmdamenüdberäck   P  wM  durd,   d,e  .mUmorpUe 

ZTesoLlecXl  a^emU;  diese  AmUun,  ist  eine  -f"-.  '-» 
„«  .»  de,^  n  festen  Pol!,go,^chn  und  den  m  -^'-'^ ..  ff«^  "^ 
tretende  1W«>«»,.,m.*»  .(,..*.  D.e  8-«-»;  J^;"^^  ^^^^zen 
jeder  Beziehung  die  bisher  gebrauchte  geschlossene  Flache  F  eiset  en 
welche  wir  nur  erst  im  Sinne  der  analysis  sitns  stetig,  aber  noch  nicht 
rotfoniiTuf  den  Fundamentalbereich  P  bezogen  hatten^  Wir  werden  die 
Riemamx-sche  Fläche  selbst  dieserhalb  fortan  durch  F  oder,  wemi  wu 
ihre  Blätterzahl  andeuten  wollen,  durch  F,  bezeichnen. 

§  5  von  der  GesamtHeit  aller  .u  einer  Gruppe  r  gehörenden 
automorphen  Functionen  und  deren  Haupteigenschaften. 
Auf  Grund  der  bewiesenen  Abbildbarkeit  des  Polygons  ^  h^^-  &^- 
Polygomietzes  N  auf  eine  Riemann'sche  Fläche  F  ist  es  leicht  üb« 
2  Sxistenz  und  Beschaffenheit  aller  zur  Gruppe  T  bez.  zum  Funda- 
mentaftereich P  gehörenden  automorphen  Functionen  eine  Reihe 
^de'nder  Aussagen  zu  machen.  Wir  wollen  hierbei  die  soeben 
frlbbildung  benutzte  Function  .  =  ^(0  kurz  .©  nennen  um  das 
SymL  ^(ö    für   eine   beliebige    unserer  automorphen  Functionen  be- 

Fricke-Klein,  Automorphe  runctionen.  II. 
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nutzen  zu  können;  die  zu  z(^)  inverse  Function  werden  wir  durch 
^(z)  bezeichnen.  Um  übrigens  die  Eindeutigkeit  der  Beziehung  von  P 
auf  F  besonders  deutlich  hervorzuheben,  könnte  man  sich  die  Fläche 
mit  demjenigen  Querschnittsystem  versehen  denken,  welches  dem  Rande 
des  Polygons  P  entspricht. 

Man  benutze  jetzt  einfach  die  bekannte  Beziehung  zwischen  der 
Fläche  F  und  dem  Netze  N,  nach  welcher  den  gesamten  geschlossenen 
Umläufen  auf  F  gerade  die  gesamten,  äquivalente  Punkte  verbindenden 
Wece  in  N  correspondieren.  Man  betrachte  eine  beliebige  automorphe 
Function  ^(^)  unseres  Fundamentalbereichs  P  als  Function  9[t(^)] 
auf  der  Riemann'schen  Fläche  F.  Da  q:[s)  in  P  eindeutig  und  ohne 
wesentliche  Singularitäten  ist,  so  gilt  dasselbe  von  9^[^(.?)]  auf  F. 
Da  q)(^)  bei  Fortsetzung  über  Wege  zwischen  äquivalenten  Punkten 
sich  reproduciert,  so  erweist  sich  qp[^^)]  bei  beliebigen  Umläufen 
auf  der  unzerschnittenen  Fläche  als  eindeutig.  Nach  einem  wohl- 
bekannten functionentheoretischen  Grundsatze  (cf.  „M.^^  I  pg.  499)  er- 
giebt  sich:  (f{t{zy]  ist  eine  zur  Riemann'schen  Fläche  F  gehörende 
algebraisclte  Function. 

Ist  umgekehrt  iv(/)  eine  beliebige  algebraische  Function  von  F, 
so  betrachte  man  ■M^[^(t)]  als  Function  von  ^.  Dieselbe  ist  offenbar 
innerhalb  P  eindeutig  und  frei  von  wesentlichen  Singularitäten;  bei 
Fortsetzung  über  einen  Weg  zwischen  äquivalenten  Punkten  aber  wird 
sie  sich  reproducieren.  Somit  ist  w[ß{t)^  eine  automorphe  Function  von  P 
im  Sinne  der  von  uns  festgesetzten  Definition. 

Wir  sind  auf  diese  Weise  zum  folgenden  „allgemeinen  Existenz- 
theorem der  automorphen  Functionen"  gelangt:  Die  Gesamtheit  aller 
zur  Gruppe  F  hezw.  zum  Fundamenialbereich  P  gehörender  automorpher 
Functionen  (f(^)  ivird  gerade  von  der  Gesamtheit  aller,  der  Riemann- 
schen  Fläche  F  angehörender  algehraisclier  Functionen  w{z)  geliefert, 
indem  wir  die  letzteren  durch  Vermittlung  von  z{^)  als  Functionen 
w[z{^y]  von  ^  ansehen.  Wir  wollen  dementsprechend  im  Anschluss  an  die 
Bezeiclinung  „algebraisches  Gebilde"  die  Gesamtheit  der  automorphen 
Functionen  der  fraglichen  Gruppe  als  ein  „automorpihes  Gebilde"  be- 
nennen. Späterhin  werden  wir  auch  noch  „Formen"  und  „Integrale" 
als  dem  automorphen  Gebilde  zugehörig  zu  betrachten  haben. 

Das  gewonnene  Ergebnis  ist  nach  beiden  Seiten  hin  fundamental. 
Einmal  ist  es  besonders  interessant,  dass  wir  in  der  Angabe  des 
Fundamentalbereichs  P  (gerade  so  gut  wie  in  einer  geschlossenen  Rietnann- 
schen  Fläche)  die  Definition  eines  eindeutig  bestimmten  zugehörigen  al- 
gebraisclien  Gebildes  besitzen.  Der  Fundamentalbereich,  der  vermöge  der 
Zusammengehörigkeit  seiner  Randcurven  als  ein   geschlossenes  Gebilde 
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auMasst  werden  kann,  ist  sozusagen  eine  neue  Gestalt  der  Riemann- 
s^f  Fläche.  Andrerseits  übertragen  sieh  die  bekannten  Grundsatze 
über  die  Functionen  eines  algebraischen  Gebildes  ohne  werteres  aut 
die  Functionen  des  automorphen  Gebildes,  d.h.  auf  d.e  automorphen 
Functionen   unseres  Fundamentalbereiches  bezw.    des    ganzen  Polygon- 

°'" Idem  wir  zunächst  den  letzten  Ansatz  verfolgen  erkennen  wir 
erstlich  dass  jede  mmrer  autm„orphm  Fusionen  vÜ)  eine  mMicU 
W*  ,  W»»m«,  rceW.e  ansieht,  an  roie  vielen  Stdlen  des  tun- 
flLereiL  .(0  ^U  eine.  Mm,  ...».*e,Wm  coj^- 
Werte  aleich  wird.  Ist  insbesondere  das  Geschlecht  p  =■  0,  so  giebt 
eT>lie"  Functionen,  welche  wir  auch  ais  .^»f«— ^' 
beze  ebnen  woUen.  Diese  Hauptfunctionen  betreffend  hefern  die  Er- 
6  e~  l  ,M."Ipg.534  das  Theorem:  Ist  das  GesehlecU  p  des 
tI:Zalreickes  P  gläck  null,  so  <,iM  es  ^'  «— -. 
u7l  sich  in  einer  unter  ihnen,  VÜ),  »^  Une^r-geire^cheue  Funa,men. 

(1)  "c»{9  +  d 

mit  nicht-verschwindender  Determinanie,  orf  -  6c  +  0,  darstellen. 

Ist   «>0,    so    kommen   nur   für    ^  2^  2    automorphe   Functionen 

vor     und    zwar   wird    die    untere  Grenze  ^-2   bei  p  =  1   und  i- -  2 

Itets  "deicht    für  i,  >  2  aber  nur  dann,  wenn  da«  durch  P  detorertc 

gebrXhe  Gebilde  hyperellipfsch  ist.  Allgemein  aber  gelten  über  die 

Miimalwerte  von  ^  die  in  „M."Ipg.556  entwickelten  Regeln. 

Shld  <p  (i)  und  „,(«  irgend  zwei  automorphe  Functionen  unserer 
Grupp^r,!]   sind'     U  ,..    die    Wertigkeiten   derselben     so    gd 
folgender   Satz:   Die  Fundionen   ^„  ^.  sirul   an   einander   dureh  e^n. 
algebraische  Belation: 

gebunden,  .elehe  in  ^.  de,^  Grad  ,,  und  in ^..  den  (^'^^^Jl^^^ 
Diese  Relation  ist  entweder  ii-reducibel  und  dann  vom  Geschlechte  ft 
oder  es  stellt  (?(^„  ^.)  eine  höhere  als  erste  Potenz  emer  irreducibelen 

'^""lian  TL  bei  gewähltem  „,  die  Function  <f,  immer  leicht  so  be- 
stimmen, dass  die  Gleichung  (2)  irreducibel  wird.  M  aber  G(y,,  ?,) -« 
teducM,  so  msst  sieh  jede  automorpU  Function  unserer  Gruppe  F 
:     ««0«;^  Funäion  B(^.,  ^,)  der  leiden  .«i^:*«/— l«;-;^ 

darstellen.  Umgekehrt  liefert  -ft^t-^t^^'-V  7^  pfuI  ka!^ 
eine  automorphe  Function  unseres  Gebddes.  Im  niedersten  Falle  kann 
man   an   SteUe   dieses    Satzes   den  noch   einfacheren  treten  lassen:  Ist 
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das  Geschlecht  p  des  Ftmdamentcdhereichs  P  gleich  null,  so  lässt  sich  jede 
Function  unseres  automorphen  Gebildes  als  rationale  Function  B{q)) 
einer  Hauptfunction  cp  darstellen. 

Weitere  Angaben  beziehen  sich  auf  die  Abhängigkeit  der  auto- 
morphen Functionen  von  t.  In  der  nächsten  Umgebung  jedes  Grenz- 
punktes vom  Polygonnetz  N  drängen  sich  die  Polygone  P^  hi  unend- 
licher Anzahl  zusammen.  Da  eine  automorphe  Function  qp(^)  einen 
vorgeschriebenen  complexen  Wert  im  einzelnen  Polygon  ^i  Male  an- 
nimmt, so  wird  (p(X)  öiiiö^  behebig  gewählten  Wert  in  nächster  Nähe 
des  Grenzpunktes  noch  unendlich  oft  annehmen.  Es  ergiebt  sich: 
Jeder  Grenspunkt  des  Folygomietses  N  ist  ein  ivesentlich  singulärer  Punkt 
der  einseinen  aidomorphen  Function  cp{t). 

Hat  das  Netz  N  eine  oder  unendlich  viele  Grenzcurven,  so  ist 
jede  derselben  überall  dicht  mit  wesentlich  singulären  Punkten  von  ^(^) 
besetzt.  Bei  der  analytischen  Fortsetzung  von  (p(^)  können  wir  der 
einzelnen  Grenzcurve  zwar  beliebig  nahe  kommen;  aber  wir  können 
sie  nicht  eiTeichen,  geschweige  denn  überschreiten.  Vielmehr  werden 
sich  die  Convergenzradien  der  Potenzreihenentwicklungen  für  (f{^)  bei 
Annäherung  an  die  Grenzcurve  dem  Werte  0  nähern.  Nach  „M."I 
pg.  110  drücken  wir  dies  kurz  so  aus:  Die  Grenzcurve  hez.  alle  unend- 
lich vielen  Grenzcurv&n  des  Netzes  N  stellen  eine  „natürliche  Crrense" 
für  jede  zugehörige  automorphe  Function  (f(^)  dar. 

Eine  besondere  Rolle  spielen  die  parabolischen  Polygonspitzen, 
wie  bereits  in  „M."I  pg.  235ff.  besprochen  wurde.  Die  einzelne  para- 
bolische Spitze  gehört  zu  den  Grenzpunkten ;  gleichwohl  gewinnen  wir, 
wenn  wir  uns  dem  parabolischen  Punkte  nicht  gerade  tangential  zu 
den  zugehörigen  Bahncurven  annähern,  einen  bestimmten  Grenzwert 
der  Function*). 

Im  Innern  des  Netzes  X  ist  (p{t)  unbegrenzt  analytisch  fortsetzbar 
und  besitzt  als  automorphe  Function  in  jedem  Polygon  P/,  die  äquivalente 
Werteverteilung  wie  in  P.  Daraus  folgt:  Nicht  nur  in  P,  sondern  im 
ganzen  Netze  N,  d.  i.  im  gesamten  Defhiitionshereiche  ist  die  einzelne 
unserer  auiomorphen  Functionen  (p{^)  eine  eindeutige  Function  ihres 
Argumentes  ^.  Wir  erkennen  den  merkwürdigen  und  später  noch 
weiter  zu  verfolgenden  Satz:   Die  algebraiscJien  Functionen  der  Riemann- 


*)  Überspannt  das  Polygonnetz  die  ganze  J- Ebene  (bis  auf  isoliert  liegende 
Grenzpunkte),  so  ragt  dasselbe  an  den  einzelnen  parabolischen  Punkt  immer  von 
zwei  entgegengesetzten  Seiten  heran.  Die  beiderseits  zu  erreichenden  Grenzwerte 
einer  einzelnen  Function  werden  hier  nur  dann  identisch  sein  müssen,  wenn  die 
einander  gegenüberliegenden  parabolischen  Polygonzipfel  bezüglich  F  äqui- 
valent sind. 


I     1.  Begriff,  Existenz  und  Eigenschaften  der  automorphen  Functionen.     21 

sehen  Fläche  F,  ivelche  in  s  im  allgemeinm  „mehrdeutig''  sind,  iverden,  falls 
man  t  ^^(r  miahhängigen  Variahelen  macht,  „eindeutige"  Fimctione>i  dieses 
Argumentes  g.  Der  bekannte  Satz  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen, 
dass  die  algebraischen  Functionen  einer  Riemann'schen  Fläche  vom 
Geschlechte  "l  eindeutige  Functionen  des  zugehörigen  überall  endlichen 
Integi-als  sind,  ordnet  sich  dabei,  wie  wir  bald  noch  weiter  verfolgen, 
als  Specialfall  ein.  Schon  hier  ermessen  wir  die  weitgehende  Be- 
deutung, welche  die  automorphen  Functionen  für  die  Theorie  der 
algebraischen  Gebilde  besitzen. 

Endlich  kommen  wir  hier  nochmals  auf  den  allgemeine  Fall  einer 
Gruppe  r  zurück,  bei  welcher  ein  einzehies  Netz  N  eines  ist  unter 
zwei  oder  unendlich  vielen  äquivalenten  N,  N'  bez.  N,  N',  N",  .  .  . 
Haben  wir  (p{^)  für  N  construiert,  so  giebt  es  ja  in  allen  weiteren 
Netzen  N',  N",  . .  .  Functionen  mit  der  äquivalenten  Werteverteilung. 
Würden  wir  (was  allerdings  dem  von  Weierstrass  festgestellten  Grund- 
begriffe einer  analvtischen  Function  widersprechen  würde)  den  Inbegriff 
aUer  dieser  Functionswerte  als  eine  Function  <jp(0  ansehen,  so  würde 
diese    gegenüber  allen  Substitutionen  von  F  invariant  sein. 

Es"  liegt  nahe,  etwa  unter  Vermittlung  der  Polyeder  des  ^Halb- 
raumes  nach  einer  analytischen  Verbindung  zwischen  den  Functions- 
werten  in  den  verschiedenen  Netzen  zu  suchen.  Nähere  Untersuchungen 
hetzen  hierüber  aber  noch  nicht  vor. 

§  6.    Classification  und  nähere  Betrachtung  der  elementaren 
automorphen  Functionen. 

Die  Classification  aller  Gruppen  F  in  I  pg.  164  u.  f.  geschah  nach 
.rruppentheoretisch-geometrischen  Principien.  Daneben  werden  für  die 
Classification  der  automorphen  Functionen  natürUch  auch  functionen- 
theoretische  Gesichtspunkte  maßgeblich  sein,  so  dass  die  beiden 
Classificationen  einander  nicht  ganz  genau  parallel  gehen  werden.  Wir 
behandehi  hier  zunächst  nur  erst  die  „elementaren''  automorphen 
Functionen.  Hierunter  soUen  nicht  nur  solche  automorphe  Functionen 
verstanden  werden,  welche  rational  und  im  gewöhnlichen  Sinne  elementar- 
transcendent  sind;  sondern  wir  rechnen  hierher  auch  diejenigen  auto- 
morphen Functionen,  welche  doppeltperiodische  Functionen  oder  mit 
diesen  verwandte  Functionen  darstellen.  In  der  That  ist  ja  die  Theorie 
der  doppeltperiodischen  Functionen,  soweit  wir  sie  hier  zu  benutzen 
haben,  längst  allseitig  durchforscht. 
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I.  Cjclische  Functionen. 

In  diese  Kategorie  reclmeii  wir  alle  automorphen  Functionen  q){t), 
welche  zu  cyclischen  Gruppen  F  gehören. 

1.  Functionen  cyclischer  Gruppen  von  elliptischen  oder 
parabolischen  Substitutionen. 

Die  hierher  gehörenden  Functionen  werden  wir  leicht  erledigen. 
Dem  Fundamentalbereiche  der  einzelnen  Gruppe  dieser  Art  giebt  man 
nach  „M."I  pg.  190  und  188  die  Gestalt  einer  Kreissichel,  deren  Spitzen 
specieU  im  parabolischen  Falle  an  ein  und  denselben  Punkt  t^  von 
entgegengesetzten  Seiten  heranragen.  Das  Geschlecht  p  ist  beide  Male  0. 
Die  zugehörigen  Hauptfutictionen  haben  wir  bereits  oben  (pg.  7)  in 
der  Gestalt: 

(1)      ^^^^=(i^y  ^""^-  ^(0=«^'^^» 

kennen  gelernt,  als  wir  vermöge  dieser  Functionen  einzehie  Zipfel  der 
Kreissicheln  (nämlich  elliptische  oder  parabolische  Polygonecken)  auf 
Vollkreise  abbildeten. 


2.   Functionen    cyclischer  Gruppen    von   hyperbolischen    oder 
loxodromischen  Substitutionen. 

Die  erzeugende  Substitution  Feiner  loxodromischen  Gruppe  bringe 
man  auf  die  Normalgestalt: 


(2) 


und  rechne   den  hyperbolischen  Fall  als  Specialfall   0-  =  0  hier  gleich 
mit  ein.     Dem  Fundamentalbereich  verleihen  wir  nach  I  pg.  66  die  Ge- 
stalt     eines     Kreisringes, 
dessen  Ränder  demjenigen 
Kreisbüschel        angehören 
sollen,  welches  die  beiden 
Fixpunkte    ^q,    t\  von  F 
zu  Grenzpunkten  hat.    Im 
hyperbolischen  Falle  sind 
diese    Kreise    die   Xiveau- 
curven  von  F.    Man  sieht, 
dass  gegenwärtig   das  Ge- 
schlecht p  =  1  vorliegt. 
Um  die  zugehörigen  Functionen  zu  bilden,  schneiden  wir  die  ^-Ebene 
längs    einer    doppelspiraligen    bezw.    kreisförmigen   Balmcurve     von    F 


Fig.  6. 
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durcli    (cf.  Figur  6)  und  bilden    die   zerschnittene  Ebene   vermöge    der 
Function:  /  ?•_?  \ 

(3)  " = '"g  (H-) 

auf  einen  von  zwei  parallelen  Geraden  begrenzten  Streifen  der  ?<- Ebene 
ab,  wie  ihn  Figur  7  darstellt.  Der  zerschnittene  ringförmige  Fundamental 
bereich  bildet  sich  auf 
ein  geradliniges  Parallelo- 
gramm der  Ecken 

I(q-\-  \ogy.  +  (&, 

ifo  +  log>c+  i(&  +  27t) 

ab,  wo  log  X  reell  zu 
nehmen  ist.  Die  Gegen- 
seiten des  Parallelogramms 
sind  auf  einander  bezogen  durch  die   Substitutionen: 


h?^  y-^'" 


Fig.  7. 


(4) 


u  -f  2i7t,     u'  =  u  4  logK  -f  li)-, 


von  denen  die  zweite  der  Erzeugenden  V  und  die  erste  einem  Umlauf 
um  to  entspricht.  Wir  schliessen  hieraus  ohne  weiteres  auf  folgendes 
Resultat:  Die  zur  in  Hede  stellenden  cyclischen  Gruppe  gehörenden  auto- 
morphen Functionen  (p(^)  sind  die  eindeutigen  doppeltperiodisclien  Func- 
tionen des  Argumentes  u  und  der  Perioden  ojj,  0.2,  iveldie  gegeben  sind 
durch: 

u  =  log  (  ^_y  j ,     «1=2  i7t,     »2  =  log ;{  +  id^. 

Der   hyperholische    Specialfall    ist    dabei   durch  ein  rein  imaginäres 
Periodenverhältnis  ausgezeichnet *) . 


*)  Auf  den  loxodromischen  Fall  bezieht  sich  noch  folgende  beiläufige  Aus- 
führung. Grenzt  man  durch  zwei  vermöge  V  auf  einander  bezogene  doppel- 
spiralige  Niveaucurven  einen  Bereiche  ab,  so  wird  derselbe  in  der  «-Ebene 
auf  einen  durch  zwei  parallele  Gerade  eingegrenzten  Streifen  abgebildet,  der 
den  Streifen  der  Figur  7  senkrecht  überkreuzt,  und  dessen  Gegenseiten  durch 
die  zweite  parabolische  Substitution  (4)  mit  einander  correspondieren.  Demgemäss 
wird  der  Bereich  J5  vermöge  der  Function: 


f  ^  glog  >«  4-  i  ^  ^  glog  X  -i-  »■  9 


log 


m 


auf  die  Vollebene  t  abgebildet.  Schneiden  wir  jetzt  von  B  veiTaöge  einer  Bahn- 
curve  von  V  einen  an  f^  heranragenden  loxodromischen  Zipfel  ab,  so  wird 
letzterer  sich  auf  eine  Kreisfläche  der  i- Ebene   abbilden.     Die  Möglichkeit  dieser 
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II.  Fnnctionen  der  regulären  Körper. 

Die  eUiptischcn  liotationsgnqjpen  oder  Gruppen  der  regulären 
Körper  sind  bekanntlich  die  einzigen  nicht -cyclischen  Gruppen  von 
endlicher  Ordnung.  Wir  haben  hier  erstlich  die  Gruppen  vom 
Diedertypus,  sodann  die  Teti-aedergruppe,  die  Oktaedergruppe  und  die 
Ikosaedergruppe.  Die  Structur  dieser  Gruppen  und  die  ihnen  zu- 
gehörigen Einteilungen  der  ^- Ebene  in  Netze  endlich  vieler  Kreis- 
bogendreiecke sind  in  „Ikos.^^  und  „M."  I  hinreichend  besprochen. 

Die  zu  diesen  Gruppen  gehörenden  automorphen  Functionen 
nennen  wir  kurz  „Functionen  der  regulären  Körper'';  sie  stellen 
rationale  Fnnctionen  von  ^  dar,  welche  in  „Ikos."  Abschnitt  I,  einer 
allseitigen  algebraisch -fnnctionen  theoretischen  Untersuchung  unter- 
worfen sind. 

UI.  Doppeltperiodigche  Functionen. 

1.  Functionen  mit  additiven  Perioden. 

Unter  diese  Rubrik  gehören  die  automorphen  Functionen  der 
paraholischcn  liotafionsgruppen  oder  doppcliperiodischen  Gruppen.  Jede 
solche  Gruppe  hat  einen  einzelnen  Grenzpunkt.  Wird  g  so  gewählt, 
dass  dieser  Grenzpunkt  bei  t  =  oo  Hegt,  so  hat  der  Fundamental- 
bereich die  Gestalt  eines  „Periodenparallelogramms",  und  andrer- 
seits liefert  jedes  Periodenparallelogramm  einen  geeigneten  Funda- 
mentalbereich von  der  hierher  gehörigen  Art  (cf.  Figur  8).  Es  ordnen 
sich  demnach  die  geivölmlichen  doppdtperiodisclien  Functionen  als  eine 
specielle  Aii  elementarer  automorpher  Functionen  hier  ein.  Die  Betrach- 
tungen von  §  2  ff.  gewinnen  damit  auch  für  die  Theorie  der  doppelt- 
periodischen Functionen  eine  grundlegende  Bedeutung,  insofern  sie  den 
Existenzbeweis  dieser  Functionen  bei  gegebenen  Perioden  enthalten: 
in  deu  bezüglichen  Lehrbüchern  pflegt  man  diesen  Beweis  gewöhnlich 
durch  Bildung  der  Thetareihen  oder  der  Productentwicklung  der 
Sigmafunction  zu  führen.  Die  Yariabele  t,  wird  natürlich  für  das 
einzelne  elliptische  Gebilde  zum  üherall  endlichen  Integral,  in  dem  die 
algebraischen  Functionen  des  Gebildes   sowie   zum  Teil   auch  noch  die 


Abbildung  für  einen  loxodromischen  (nicht -hyperbolischen)  Zipfel  teilten  wir  oben 
(pg.  7)  bereits  mit. 

Werden  wir  bei  dieser  Sachlage  t(X)  als  eine  Hauptfunction  des  Funda- 
mentalbereichs B  vom  Geschlechte  0  bezeichnen,  so  darf  man  gleichwohl  in  i(^) 
keine  eindeutige  automorphe  Function  sehen.  B  ist  gar  kein  gruppentheoretischer 
Discontinuitätsbereich,  und  entsprechend  ist  f(J;)  eine  unendlich  vieldeutige  Function 
von  l.  Man  vergl.  die  Erörterungen  über  mehrdeutige  automoi^phe  Functionen 
am  Schlüsse  des  Kapitels. 
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Integrale  eindeutig  sind,   was  im  Zusammenhang  unserer  späteren  Be- 
trachtungen noch  deutlicher  hervortreten  wird. 

Die  in  I  pg.  222  ff.  besprochenen  speciellen  parabolischen  Rotations- 
gi uppen  mit  elliptischen  Substitutionen  entstehen  sämtlich  durch  höchst 
einfache  Erweiterungen  aus  Gruppen  der  eben  gemeinten  Art,  die 
Parallelogramm atische  Discontinuitätsbereiche  haben.    Wir  werden  dem- 


Fig.  8. 

nach  auch  jene  umfassenderen  parabolischen  Rotationsgi'uppen,  welche 
übrigens  sämtlich  dem  Geschlechte  jj;  =  0  angehören,  hier  ohne  weiteres 
als  erledigt  ansehen  dürfen. 

2.  Functionen  mit   multiplicativen  Perioden. 

Hierher  gehören  schliesslich  die  automorphen  Functionen  der  in 
I  pg.  236  betrachteten  Polygongruppen  mit  zicei  Grenzpunkten.  Legen 
wir  die  letzteren  nach  ^  =  0  und  t,  =  oc,  so  haben  die  beiden  Erzeugenden 
der  Gruppen  die  Gestalt  ^' =  a^^,  ^' =  a^^.  In  diesem  Siime  nennen 
wir  die  zugehörigen  Functionen  (p{^)  miäUplicativ -periodisch*).  Im 
übrigen  haben  wir  hier  keineswegs  mit  wesentlich  neuen  Functionen 
zuthun;  es  handelt  sich  einfach  um  gewöhnliche  additiv-doppeltperiodische 
Functionen  des  Argumentes  «  =  log^  und  der  Perioden  o}.,^=loga^, 
Wo  =  log  «o. 


*)  Diese  Functionen  sind  vielfach  betrachtet  worden.  Man  vergl.  z.B.  den 
sechsten  Abschnitt  in  0.  Rausenberger's  „Lehrbuch  der  Tlieorie  der  periodischen 
Functionen  einer   Variahein  ii.s.v:."  (Leipzig,  1884;. 
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§  7.    Vorbereitungen  zur  Classification  der  höheren 
automorphen  Functionen. 

Um  die  Classification  der  noch  übrig  bleibenden  automorphen 
Functionen  späterhin  nicht  unterbrechen  zu  müssen,  schicken  wir  eine 
Untersuchung  voraus,  welche  die  hyperhoUschen  JRotationsgruppen  oder 
Hauptkreisgruppen  betrifft. 

Die  ausführliche  Theorie  dieser  Gruppen,  welche  man  in  I  pg.284ff. 
findet,  haben  wir  auf  die  in  der  projectiven  Ebene  gelegenen  kanonischen 
Polygone  gestützt.  Der  Existenzbeweis  der  Functionen  9>(^)  knüpfte 
an  die  Polygone  der  ^- Ebene.  Wir  müssen  demnach  die  Beziehung 
dieser  letzteren  Polygone  zu  denen  der  projectiven  Ebene  erst  noch 
etwas  näher  betrachten. 

Dem  einzelnen  in  der  projectiven  Ebene  gelegenen  Polygon,  welches 
als  solches  immer  einen  einfach  zusammenhängenden  Bereich  darstellt, 
kommt  vermöge  seiner  Seitenzuordnung  ein  gewisses  Geschlecht  p  zu, 
und  dasselbe  besitzt  eine  bestimmte  Anzahl  n  fester  Ecken.  Wir  er- 
teilten alsdann  dem  Polygon  das  Symbol  {p,n)  als  „Charakter".  Hin- 
fort wollen  wir  an  Stelle  dieser  Bezeichnungen  lieber  p' ,  n',  (p',  n') 
brauchen  und  das  Polygon  selber  P'  nennen,  um  die  Bezeichnungen 
P)  **?  {P}  **)>  -P  fii^  ^6^  correspondierenden  Fundamentalbereich  der 
^- Ebene  vorzubehalten.  P'  dürfen  wir  übrigens  als  geradliniges  Polygon 
von  (2«'-f  4/)')  Seiten  annehmen,  dessen  genauere  Gestalt  in  I  pg.  310ff. 
besprochen  ist. 

Unter  den  n'  festen  Ecken  mögen  ^  hyperbolische  sein,  die  in 
das  Äussere  der  absoluten  Ellipse  hinausreichen.  Die  übrigen  v  =  n'—  a 
Ecken  werden  dann  elliptisch  oder  parabolisch  sein. 

Für  die  ^- Ebene  wird  jedenfalls  nur  der  Teil  von  P'  in  Betracht 
kommen,  welcher  im  Innern  der  Ellipse  liegt.  Aber  wir  müssen  uns 
dieses  Innere  doppelseitig  denken  und  beide  Seiten  längs  der  Ellipse 
zusammenhängen  lassen.  Indem  wir  den  Hauptkreis  in  der  2; -Ebene  mit 
der  reellen  ^-Axe  zusammenfallen  lassen,  wird  etwa  die  obere  Seite  des 
Ellipseninneren  der  positiven,  die  imtere  der  negativen  ^- Halbebene 
entsprechen.  Auf  beiden  Seiten  denken  wir  genau  unter  einander 
Exemplare  des  Polygons  P'  gelagert;  offenbar  liefern  dieselben  zwei 
einander  längs  der  reellen  ^-Axe  symmetrische  Abbilder. 

Es  macht  nun  einen  durchgreifenden  Unterschied  aus,  ob  die 
Anzahl  ju  =  0  oder  >■  0  ist. 

Im  ersten  Falle,  d.h.  wenn  keine  hyperbolischen  Ecken  bei  P'  auf- 
treten, stehen  die  beiden  eben  gemeinten  einander  bezüglich  des  Haupt- 
kreises (der  reellen  g-Axe)   symmetrischen  Abbilder  ausser  Zusammen- 
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hang,  und  eines  unter  ihnen,  etwa  das  in  der  positiven  Halbebene 
liefert  den  Fundamentalbereich  P.  Ist  ^i  =  0,  d.  h.  giebt  es  keine 
hyperholischen  Ecken  an  P',  so  ist  der  Fimdamentalbereich  P  auf  das 
projective  Polygon  P'  eindeutig  belogen  und  hat  den  gleichen  Charakter 
p=p',  n  =  n';  der  Hauptkreis  ist  in  diesem  Falle  nach  seiner  ganzen 
Ausdehnimg  ein  Grenzkreis. 

Ist  iti  >  0,  so  hängen  die  auf  den  beiden  Seiten  des  Ellipseninneren 
aufgelagerten   Polygone    P'    in   ^   endlieh   ausgedehnten   Strecken   der 


Fig.  9. 


Ellipse  zusammen.  Entsprechendes  wird  von  den  beiden  Abbildern 
in  der  ^-Ebene  gelten,  welche  nunmehr  erst  zusammengenommen  den 
Fundamentalbereich  P  darstellen.  Hat  das  Polygon  P'  {i>0  hyperhoUsclm 
Ecken,  so  ist  das  projective  Polygon  P'  auf  den  Fundamentalhereich  P 
1-2 -deutig  bezogen;  letzterer  stellt  einen  sich  selbst  längs  der  reellen 
l-Axe  symmctriscJien,  (i-fach  zusammenhängenden  Bereich  vor.  Figur  9 
erläutert  den  Fall  j/  =  1,  n'  =  2,  (ti  =  2.  Die  zu  P  gehörende 
Riemann'sche  Fläche  F  gestattet,  dem  Übergange  von  t,  zum  conjugiert 
complexen  Werte  entsprechend,  eine  symmetrische  Umformung  in  sich, 
bei  der  eine  aus  ft  getrennten  Zügen  bestehende  Symmetrielinie  auftritt. 
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Um  im  letzteren  Falle  den  Charakter  {p,  '»)  des  Fundamental- 
bereichs  P  aus  demjenigen  des  projectiven  Polygons  P'  zu  bestimmen, 
bemerke  man  erstlich,  dass  P  offenbar  v -=  n' —  fi  Faare  symmetrisch 
liegender  fester  Ecken  bekommt;  es  gilt  also: 

(1)  n  =  2(«'-/a)  =  2k 

Zur  Bestimmung  von  2^  knüpfen  wir  an  die  Gestalt  von  J-", 
welches  ein  Polygon  von  (2w'4-  4p')  Seiten  mit  einem  Cyclus  zufälliger 
im  Innern  der  Ellipse  liegender  Ecken  darstellt.  Entsprechend  hat  P 
^wei  solche  Eckencyclen,  denen  auf  der  zu  P  gehörenden  geschlossenen 
Fläche  F  zwei  symmetrische,  etwa  durch  Ä  und  j5  zu  bezeichnende 
Punkte  correspondieren.  Wir  denken  uns  diese  Punkte  Ä,  B,  ausser- 
dem aber  die  2v  den  festen  Ecken  von  P  ents])rech enden  Stellen  der 
Fläche  F  als  „Randpunkte"  derselben  markiert.  Sehen  Avir  von  allen 
weiteren  Querschnitten  zunächst  ab.  so  stellt  die  solcherweise  „berandete" 
Fläche  einen  (2p  +  2v  +  2) -fach  zusammenhängenden  Bereich  dar. 
Durch  Zusatz  derjenigen  Querschnitte,  welche  dem  Rande  von  P  ent- 
sprechen, wird  der  Grad  des  Zusammenhanges  auf  ^  herabgemindert. 
Es  sind  dies  die  folgenden  Querschnitte: 

1.  p'  Paare  conjugierter  Querschnitte  a^t,  b^,  deren  einzelner 
in  Ä  beginnt  und  ebenda  endigt: 

2.  p'  Paare  von  Querschnitte,  die  zu  den  ebeugenannten 
symmeti'isch  liegen,  und  deren  einzelner  eben  deshalb  in 
B  beginnt  und  eben  dort  endigt: 

3.  V  Quersclmitte  von  A  nach  Stellen,  die  festen  Poly- 
gonecken correspondieren; 

4.  V  zu  jenen  symmetrische  Querschnitte  von  B  aus: 

5.  /t  Querschnitte  von  Ä  nach  B. 

Eine  bekannte  Grundcrleichung  der  analvsis  situs  liefert  damit: 
(2p  -h  2 1;  -f  2)  -  4p'-  2v  -  (1  =  ^, 
woraus  sich  für  das  Geschlecht  p  berechnet: 

(2)  p  =  2p'4-  ft  -  1. 

Wir  merken  hiernach  als  Resultat  an:  Hat  P'  (u  >  0  hypo-holische  EcJcen, 
so  ist  der  Charakter  des  Fiindamentalbereiclis  P  durch: 

(2p'+i^-l,     2n'-2fi) 

gegeben,  falls   (j}\n')  derjenige  von  P'  ist. 
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Eine  weitere  Bemerkung  bezieht  sich  auf  alle  Polygongruppen  F 
bez.  die  ihnen  zugehörigen  automorphen  Gebilde. 

Es  mögen  zwei  Gruppen  F,  F'  vorgelegt  sein,  von  denen  die  eine 

durch  die  Substitution  S{t)  =  ^fö"  i^  ^^^  andere  transformiert  wird, 
p'^  S-^FS-^  wir  sagen  dann,  Tund  F'  gehören  der  gleichen  „Classe" 
an.  Dabei  gewinnen  wir  aus  den  Functionen  cp(^)  von  F  einfach  in 
q)[S(t)]  diejenigen  von  F'.  Alle  Gruppen  ein  und  derselben  Classe 
liefern  nicht  ivesentlich  verschiedene  automorphe  Gebilde;  speciell  corre- 
spondiert  ihnen  ein  und  dasselbe  algebraische  Gebilde. 

Für  die  Classification  der  Functionen  (jp(g)  ist  übrigens  auch  hier 
wieder  diejenige  der  Gruppen  in  I  pg.  165  nicht  endgültig  maßgebend.  So 
z.  B.  ist  die  a.  a.  0.  für  die  Hauptkreisgi-uppen  durchgeführte  Einteilung 
in  zwei  Typen  als  für  die  functionentheoretische  Untersuchung  nicht  be- 
sonders wesentlich  bei  Seite  gelassen.  Haben  Avir  eine  Gruppe  F,  Avelche 
auch  Substitutionen  enthält,  die  die  beiden  g- Halbebenen  austauschen,  so 
giebt  es  in  F  eine  Untergruppe  Fg  des  Index  2,  die  die  einzehie  Halbebene 
immer  nur  wieder  in  sich  selbst  transformiert.  Von  den  Functionen 
der  r.  wird  man  dann  leicht  zu  denen  der  Gruppe  F  übergehen*). 

§  8.    Classification  und  nähere  Betrachtung  der  höheren 
automorphen  Functionen. 
Auf   Grund    der    vorausgesandteu    \'orbereitungen    schreiten    wir 
nunmehr  zur  Classification  der  höheren  automorphen  Functionen  selbst. 

I.  Hauptkreisfnnctionen. 

1.  Functionen  mit  Grenzkreis. 
An   dieser  Stelle    ordnen  sich  die  Functionen    der    hyperbolischen 
Rotationsgruppen  mit  ^u  =  0  ein.    Weitere  Einteilungsprincipien  für  diese 
Art  automorpher  Functionen  sind: 

a)  Ehiteilung  in  „Geschlechter''  nach  der  Zahl  p. 

b)  Einteilung  aller  automorphen  Gebilde  des  einzehien  Geschlechtes 
in  „Gattmifjen"  nach  der  Zahl  n  der  festen  Ecken.  Wie  in  I  pg.  261ff. 
ist  {p,n)  „Gattungscharakter".  Wir  erinnern  daran,  dass  für  ^^  =  0 
die  Anzahl  n'^d,  für  p  =  \  entsprechend  n>l  sein  muss,  während 
für  p  >  2  die  Zahl  n  irgend  eine  nicht- negative  ganze  Zahl  sein  kann. 

*)  Dies  soll  natürlich  nicht  hindern,  dass  wir  vorkommendenfalls  auch  einmal 
Gruppen  r  solcher  Art  als  Beispiele  verwerten.  So  werden  wir  z.  B.  am  Schlüsse 
des  ersten  Paragraphen  im  nächsten  Kapitel  die  zum  Geschlechte  null  gehören- 
den Gruppen  der  besprochenen  Art  betrachten. 
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c)  Einteilung  aller  automorphen  Gebilde  der  einzeluen  Gattung  in 
„Familien",  deren  einzelne  eine  bestimmte  „Signatur"  {j),n]\,l.2,  .  .  .,  In) 
bekommt.  Die  l  sind  ganze  Zahlen  >  1  oder  oo;  sie  geben  die 
Perioden  der  zu  den  festen  Ecken  gehörenden  erzeugenden  Substitutionen 
an.  Zwei  Combinationen  von  Zahlen  l,  welche  abgesehen  von  der 
Reihenfolge  der  l  übereinstimmen,  liefern  ein  imd  dieselbe  Familie. 
Nach  I  pg.  389  gilt  der  wichtige  Satz :  I)ie  einzelne  Familie  stellt  ein 
„Contimmm"  von  (Xi^'^  +  ^p  —  ^  tvesentlich  verschiedenen  automorphen  Gc- 
hilden  dar.  Daneben  tritt  der  Satz:  Zwischen  den  verschiedenen  Familien 
besteht  Icein  continuierlicher  tlbergang^). 

Wir  reihen  hieran  sogleich  die  Besprechiing  einiger  wichtiger 

Specialfälle. 

a)  Das   Geschlecht  null   der  Functionen  mit  Grenzkreis. 

Wie  schon  erwähnt,  gilt  in  diesem  Falle  w  ^  3.  Die  einzelne 
Familie  (0, 7^;  l^,  l^,  .  .  .,l,i)  umfasst  oo^""^  Gebilde.  Im  niedersten 
Falle  w  =  3  ist  die  Dimension  dieser  Mannigfaltigkeit  null;  wir  wissen 
aus  I,  dass  sich  die  Familie  (0,  3;  l^,  \,  l^)  auf  eine  einzige  (iruppenclasse 
und  damit  im  wesentlichen  auf  ein  Gebilde  reduziert.  Nach  I  pg.  287 
ist  eine  Gruppe  dieser  Art  stets  der  Erweiterung  durch  Spiegelungen 
fähig.  Auf  diese  Weise  gelangen  wir  zu  den  wohlbekannten  regidär- 
symmetrischen  Netzen  von  Kreisbogendreiecken  mit  GrenzJcreis  (cf.  „M."I 
pg.93);  die  in  Rede  stehenden  Functionen  (p(X)  nennen  wir  demnach  auch 
„Functionen  der  Kreisbogendreiecke"  oder  kurz  „Dreiecksfunctionen". 

Für  w  >  4  stellt  die  Möglichkeit  der  Erweiterung  durch  eine 
Spiegelung  V  stets  eine  Besonderheit  vor.  Findet  sie  statt,  so  wollen 
wir  sogleich  die  Wirkung  der  Transformation  V  auf  eine  zugehörige 
Hauptfunction  z{^)  feststellen.  In  z\^  =  ^'CFCO]  ^^^  e^ie  "^on  t,  ab- 
hängende complexe  Variabele  vor,  welche  zwar  in  aUen  äquivalenten 
Funkten  ^  gleiche  Werte  hat.  Aber  erst,  wenn  wir  z'  durch  seinen 
conjugierten  Wert  ¥'  ersetzen,  erhalten  wir  in  ~z\t)  eine  automorphe 
Function  im  gewöhnlichen  Sinne**).  Oifenbar  ist  z'  wieder  eine  Haupt- 
function und  als  solche  linear  in  Z]  dann  aber  wird  z'  linear  in  ¥ 
sein,    wo    'z    den    zu   z    conjugiert    complexen   Wert    bedeutet.     Also 


*)  Wenigstens  innerhalb  des  für  uns  allein  maßgeblichen  Gebietes  der  ein- 
deutigen automorphen  Functionen. 

**)  z'{i)  würde  eine   conforme  Abbildung  „mit  ümlegung   der  Winkel"  ver- 
mitteln. 
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folgt:   Der  Spiegelung  V  entsprechend  erfährt  die  Hauptfunction  z  selber 
eine  lineare  Substitution  stveiter  Art: 

(1)  .'=  "^'-^^ 


cz-^d 


Diese  Substitution  besitzt  (den  Punkten  des  Symmetriekreises  von 
V  entsprechend)  unendlich  viele  Fixpunkte;  sie  stellt  nach  „M."I  pg.  198 
somit  selber  eine  Spiegelung  mit  reellem  Symmetriekreise  dar. 

Weiterhin  hat  man  zwei  Fälle  zu  unterscheiden:  Entweder  liegen 
die  n  den  festen  Polygonecken  entsprechenden  Stellen  der  ^- Ebene 
sämtlich  auf  jenem  Symmetriekreise,  oder  diese  Stellen  sind  teilweise 
oder  durchgängig  bezüglich  jenes  Kreises  zu  Paaren  symmetrisch  ge- 
legen. Der  erste  Fall  liefert  ein  besonders  elegantes  Ergebnis:  Hier 
wird  das  Innere  (und  natürlich  auch  das  Äussere)  des  Symmetrie- 
kreises  der   ^- Ebene   auf  ein   Kreisbogen-« -eck   der  ^- Halbebene  von 

den  Winkeln  yi  y->  •  •  •?  j    abgebildet,    und    der    ganze    Fundamental- 

bereich   P    kann    aus    zwei    symmetrischen   Polygonen    dieser  Art   auf- 
gebaut werden*). 

/3)  Die  Familie  (i),  0)  der  Functionen  mit  Grenzkreis. 

Die  für  jedes  |)  ^  2  eintretende  Gattung  {p,  0)  enthält  nur  eine 
einzige  Familie  und  stellt  ein  Continuum  von  00^^  "~^  automorphen 
Gebilden  dar.  Das  Besondere  ist  hier,  dass  jetzt  der  einzelne  Funda- 
mentalhereich  P  eine  Biemann' sehe  Fläche  F  liefert,  hei  der  die  Umgehung 
jeder  Stdle'^"^)  „ausnahmslos^''  ein-eindeutig  auf  die  ^-Halbebene  bezogen  ist. 
Man  kann  dies  auch  dahin  aussprechen,  dass  ^  auf  jener  Riemann' sehen 
Fläche  F  eine  „unverzweigte"  linear -polijmoiphe  Function  darstellt. 

Für  den  niedersten  Fall  p  =  2  ist  das  zu  Grunde  liegende 
kanonische  Achteck  P '  und  seine  Transformationstheorie  in  I  pg.  333 
ausführlich  entwickelt. 

2.  Hauptkreisfunctionen  mit  isoliert  liegenden 
Grenzpunkteu. 

Für  alle  noch  nicht  genannten  Hauptkreisfunctionen  hat  das  pro- 
jective    Polygon  ju,  >  0   hyperbolische    Ecken.     Diese  Functionen  (p{^ 


*)  Siebe   übrigens    die    -weitergehenden    Erörterungen    in    §  1    des    nächsten 
Kapitels. 

**)  Die    Umgebung   eines   Verzweigungspunktes    ist   selbstverständlich  mehr- 
blättrig zu  denken. 
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sind  dann  aus  der  einen  ^-Halbebene  in  die  andere  über  die  reelle 
Axe  (den  Hauptkreis)  analytisch  fortsetzbar;  sie  existieren  also  in  der 
ganzen  t,-Ebem,  nur  tverden  sie  auf  dem  Haujitkreise  unendlich  viele  iso- 
liert liegende  Grempunhte  haben.  Bei  der  weiteren  Classification  wird 
wieder  die  Rücksichtnahme  auf  den  functionentheoreti sehen  Funda- 
mentalbereich  P  voranstehen;  wir  haben  analog  wie  unter  1.  folgende 
Classificationsprincipien : 

a)  Einteilung  in  „GescJüechter"  nach  der  Zahl  p  des  Fundamental - 
bereichs  P. 

b)  Einteilung  aller  automorphen  Gebilde  des  einzelnen  Ge- 
schlechtes in  „Gattungen"  nach  der  Anzahl  «  =  2^  der  festen  Ecken; 
(p,  n)  oder  (p,  2v)  heisse  wieder  der  „CluiraJäer"  der  Gattung. 
Hierbei  ist  v  eine  nicht -negative  ganze  Zahl  und  also  n  eine  eben- 
solche gerade  Zahl.  Nur  muss  für  7^  =  0  stets  v  >  1  und  für  i?  =  1 
entsprechend  v  >  0  genommen  werden;  denn  die  hiermit  aus- 
geschlossenen Combinationen  würden  für  das  projective  Polygon  P' 
die  Werte  jj'=  0,  n'  <  3  liefern,  die  auszuschliessen  sind. 

c)  Die  Gebilde  der  einzelneu  Gattung  {p,  2v)  zerfallen  nach  dem 

Zahlwert  von  ^j'  in  endlich  viele,  nämlich  1  +  \^y  Abteilungen,  die 

wir  als  „Stämme"  bezeichnen  wollen.    In  der  That  sind  zufolge  (2)  pg.28 

für  p^  nur    die  Werte  0,  1,  2,  .  .  .,  |§     zulässig,    wo   wir  unter   dem 

Symbol  [JL]  die  grösste  in  A  enthaltene  ganze  Zahl  verstehen*).  Der 
einzelne  Stamm  bekommt  den  „Charalder'^  (/;,  2v,p')  oder  Q;,  n,p'').  Der 
Grad  ^  des  Zusammenhangs  von  P  und  die  Eckenanzahl  n'  von  P' 
bestimmen  sich  jetzt  zu: 

(2)  a=^l -^p-2p\     n'=l  +  \n+p-2p\ 


*)  Die  Einteihmg  der  einzelnen  Gattung  in  1  -|-  I  -5-  1  Stämme  entspricht  ge- 
nau der  Einteilung  aller  „  orthosymmetrischen "  Riemann'schen  Flächen  gegebenen 
Geschlechtes  p  \\\  1  -|-  I  ~  1  Arten  nach  der  Anzahl  w  der  Übergangs  -  oder  Sym- 
metrielinien. Man  vergl.  die  folgenden  Schriften  und  Abhandlungen  von  Klein 
.J'ber  Biemami's  Theorie  der  algebraischen  Functionen  und  ihrer  Integrale", 
pg.  72  (Leipzig,  1882),  ,j7ber  conforme  Abbildung  von  Flächen",  Math em.  Ann. 
Bd.  19  (1881),  „Über  die  Eealitätsverhältnisse  bei  der  einem  beliebigen  Geschlechte 
zugehörigen  Normalcim-e  der  qp ",  Math.  Ann.  Bd.  42  (1892) ,  sowie  die  Untersuchung 
von  G.  Weichold,  „Über  symmetrische  Riemann'sche  Flächen  und  die  Periodicitäts- 
modnln  der  zugehörigen  Ahel'schen  Normalintegrale  erster  Gattung",  Zeitschrift  f. 
Math.  u.  Phys.,  Bd.  28  S.  321  (1883). 
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d)  Einteüung  aller    automorphen    Gebilde    des   einzelnen  Stammes 

in    Fcmüien^',  deren  einzelne  eine  „Signatar-  {p,  2v,  p  ;  k,  k,  •  -  Vv) 

bekommt.     Hierbei    sind    dxe    Zahlen   \,k,...,l.^    genau  m   derselben 

Bedeutung  gebraucht,  wie  bei  den  Functionen  mit  (>renzkreis. 

Für  den  Umfang  der  einzebien  Familie  ist  wieder  da.  Theorem 
von  Ipg.389  maßgeblich.  Die  Anzahl  (3n'-  v  +  6i>'-  6)  drückt  sich 
mit  Rücksicht  auf  (2)  so  aus: 

3»i'  -  V  +  6i/-  6  =  n  +  'ip  -  3. 
Merken   wir  demzufolge   den  Satz  an:    Bio   einzelne  Famüie   stellt   ein 
'Continuum  von   oo"  +  3.-3   anterscliiedemn  cmtomorpheu    Gehüden   dar. 
ZwiscJwn   den   verschiedenen    Familien   UsteM    kein   contmtuerUcher  Zu- 

samnienJiang.  •  i  j.    j-      n^cfoif 

Die   Fundamentalbereiche    haben    hier    überaU   nicht    die    Grestalt 

kanonischer  Polygone.  Man  kami  aber  nach  den  in  I  Pg-l^^ä-  «n  " 
wickelten  Regehi  diese  Gestalt  wieder  gewinnen,  wemi  man  kem  be- 
sonderes Gewicht  auf  die  kreisförmige  Gestalt  der  Polygonseiten  legt, 
lls  einen  besonders  wichtigen  Specialfall  merken  wir  den  für 
jedes  p^2  eintretenden,  nur  eine  einzige  Familie  umfassenden  htamm 
mit  1}'=  0,  w  =  0.     Wir  haben 

in  diesem  lalle  n'=  JJ  +  1,  und  ^-.-^I^^^^T^^ 

übrigens   entspricht    diesen  Be-  v:/yrvA^"^^\ 

dingungen    ein    Continuum  von  //^^  /  A  /? 

oo=*^-^  automorphen  Gebilden.  /<  /      \  /    \^ 

Einem  kanonischen  Polygon  P  ^/    1%       A^      /         \   /'        \ 

vom    Charakter    (0,  n')     gaben  jK  °      /         j      ' 

wir    in   I  pg.  305    die    Gestalt  U  /  > 

eines  geradlinigen  2w'-ecks  mit  X    \^     r  J^~/ 

lauter    concaven  Winkehi;    die  NC\  J'  i / 

a.  a.  0.  mitgeteilte  Figur  ist  hier  ^^^d^^J/C—-"'^^' 

als   Figur  10  reproduciert.     Im  '',     ^  .^^  ^^ 

vorliegenden     Falle     sind     die 

festen   Ecken  e^,e^,  .  .  .,e„'  oSi^  ,       -r.„.  ,  r>ip   bpwe^- 

hyperbolisch  und  also  ausserhalb  der  Elhpse  gelegen.  Die  beweg 
liehe  Ecke  E  dachten  wir  zwar  gewöhnlich  im  Innern  der  Ellipse, 
aber  nichts  hindert,  den  Punkt  E  i.  I^ern  äes  »n^Jo 
der  Figur  über  die  EUipse  hinüber  z.  B.  m  den  an  e .'  heran 
ralender  Zipfel  treten  zu  lassen.  Man  vergegenwärtige  sich  unter 
iCn  UmsLden  die  Lage  des  in  der  ^^f^'^'^l^^^l^^^^ 
2n'-ecks  Keine  einzige  Ecke  liegt  mehr  auf  oder  innerhalb  der 
EUipse;  die  beiden  von  ..  auslaufenden  Seiten  liegen  gänzlich  ausserhalb 

Fricke-Klein,  Automorphe  Vuuctionen.  11. 
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der  EUipse  und  gehen  demnach  für  die  ^Ehene  überhaupt  verloren, 
die  übrigen  (2w'-  2)  Seiten  haben  demgegenüber  je  ein  mittleres  im 
Ellipseninneren  verlaufendes  Stück.  Es  ergiebt  sich,  dass  der  zugehörige 
Fundamentalhereich  P  von  2n'-2  =  2p  getrennt  verlaufenden  und 
paarweise  einander  zugeordneten  VolUcreisen  begrenzt  ist,  wobei  immer 
zwei  einander  correspondicrende  Vollhreise  benachbart  sind.  Figur  11  er- 
läutert den  Fall  ^  =  3. 


Fig.  11. 


II.  Höhere  automorphe  Functionen  ohne  Hauptkreis. 

Bei  der  genaueren  Einteilung  der  Functionen  ohne  Hauptkreis  macht 
sich  der  Mangel  einer  ausführlichen  Kenntnis  der  Nichtrotationsgruppen 
hinderlich  geltend.  Wir  müssen  uns  hier  mit  wenigen  Andeutungen 
begnügen  und  teilen  mit  Rücksicht  auf  die  Natur  des  Grenzgebildes 
zunächst  etwa  so  ein: 

1.  Functionen  mit  unendlich  vielen  isoliert  liegenden 

Grenzpunkten-, 

2.  Functionen   mit    einer    (nicht-analytischen)    Grenz- 
curve; 

3.  Functionen    mit    unendlich    vielen    (kreisförmigen 

oder  nicht-analytischen)   Grenzcurven. 
Innerhalb  jeder  dieser  Kategorien  wird  man  dann  ferner  nach  dem 
Geschlecht   p   und    der    Anzahl   n   fester    Ecken    in    „Gattungen'',    die 
Gattungen  aber  weiter  in  „Famüien"  einteilen. 
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Wir  maclien  hier  nur  noch  aufmerksam  auf  zwei  besonders  wichtige 
Spccialfälle: 

a)  Automorphe  Gebilde  des  Geschlechtes  0. 

Die  hierher  gehörigen  automorphen  Gebilde  ordnen  wir  wieder  in 
Familien  zusammen^  wobei  der  einzelnen  Familie  analog  wie  bei  den 
Hauptkreisfunctionen  eine  Signatur  (0,n-^  h>^2:  •  •  •?  ^«)  zuerteilt  wird. 
Der  Fundamentalbereich  P  ist  in  der  kanonischen  Gestalt  von  2w 
paarweise  einander  zugeordneten  Randcurven  eingegrenzt*)  und  hat  n 
feste,  sowie  n  zufällige,  zu  einem  Cyclus  gehörige  Ecken.  Die  Anzahl  n 
muss  hierbei  >  3  sein,  doch  haben  wir  bereits  für  n  =  4  Niclit- 
rotationsgruppen. 

Ein  besonderer  Fall  ist  wieder  der,  dass  sich  der  Fundamental- 
bereich aus  zwei  einander  symmetrischen  Kreisbogen -■>!- ecken  der  Winkel 

Tt  7t  Tt 

X'  7, '  '"'hl 
aufbauen  lässt.  Regulär -symme- 
trische Vierecknetze  dieser  Art 
wurden  in  I  pg.  399  ff.  ausführlich 
studiert.  Die  damaligen  Entwick- 
lungen ergaben  uns  insbesondere 
den  Satz,  dass  solche  von  regulär - 
syynmetrischen  Vierechietzen  gelie- 
ferten automorphen  Gebilde  in  allen 
drei  soeben  unter  1.  2.  und  3.  je 
nach  der  Natur  der  Grensmannig- 
faltiglieit  unterschiedenen  Kategorien  vorkommen  können. 

Es  braucht  kaum  bemerkt  zu  werden,  dass  die  pg.  30  unter  a  ge- 
nannten Hauptkreisfunctionen  mit  |)  =  0  sich  hier  als  Specialfall 
einordnen. 

ß)  Automorphe  Gebilde  von  Fundamentalbereichen  mit 
2p  getrennt   verlaufenden  geschlossenen  Randcurven. 

Die  hier  gemeinten  Gebilde  stellen  die  Verallgemeinerung  derjenigen 
pg.  34  besprochenen  Gebilde  vor,  deren  Bereich  P  durch  p  Paare  ein- 
ander zugeordneter  Vollkreise  mit  Hauptkreis  berandet  waren.  Hierher 
gehören    die    automorphen    Gebilde    solcher    Fundamentalbereiche,    bei 


Fig.  12. 


*)  Ob  sich  dieselben  stets  als  2n  Kreisbogen  fixieren  lassen,  muss  dahin- 
gestellt bleiben.  Die  Normalpolygone  (cf.  I  pg.  123  fif.)  für  die  in  Rede  stehenden 
Gruppen  sind  zwar  ausschliesslich  von  Kreisbogen  berandet;  doch  ist  die  Anzahl 
der  Seiten  bei  ihnen  im  allgemeinen  ^  2  >t. 

3* 
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denen  kein  Hauptkreis  vorzuliegen  braucht,  und  die  an  Stelle  von 
Kreisen  durch  2^?  getrennt  verlaufende  geschlossene,  paarweise  äquivalente, 
übrigens  aber  irgend  wie  gestaltete  Curven  (cf.  Figur  12j  berandet  sind.*) 
Es  handelt  sich  somit  um  Gebilde  der  Gattung  (p,  0),  und  zwar  gehören 
dieselben  durchweg  in  die  erste  der  eben  unterschiedenen  drei  Kategwien, 
d.  h.  wir  haben  Fandionen  mit  unendlich  vielen  isolied  liegenden  Grenz- 
pimlden. 

Als  einen  Specialfall  haben  wir  zunächst  den  anzusehen,  dass  die 
p  erzeugenden  Substitutionen  ausschliesslich  liyperbolisch  sind.  Hierher 
gehören  dann  wiederum  im  speciellen  als  besondere  Fälle  diejenigen 
Gruppen,  wdche  sich  aus  {p  +  1)  Spiegelungen  an  isoliert  verlaufenden 
VoUhreisen  erzeugen  lassen.  In  diesem  Falle  lässt  sich  der  Fundamental- 
bereich P  aus  zwei  einander  symmetrischen  Bereichen  aufbauen,  deren 
einzelner  von  jenen  (p  +  1)  Vollkreisen  berandet  ist.  Natürlich  ordnen 
sich  hier  als  Specialfälle  auch  wieder  Hauptkreisgruppen  ein,  bei  denen 
die  (p  -r  1)  Yollkreise  einen  gemeinsamen  Orthogonalkreis  haben. 

§  9.    Von  den  Integralen  der  automorphen  Gebilde. 

In  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  besteht  der  wichtige 
Satz,  dass  ein  beliebiges  Integral  zweiter  Gattung  eine  eindeutige  Func- 
tion vom  zugehörigen  Integrale  erster  Gattung  ist.  Es  ist  dies  nur 
ein  Specialfall  eines  allgemeinen  auf  automorphe  Gebilde  bezüglichen 
Theorems,  das  jetzt  abgeleitet  werden  soll. 

Für  irgend  ein  vorgelegtes  automorphes  Gebilde  denken  wir  den 
Fundamentalbereich  P  sogleich  in  die  kanonische  Gestalt  gesetzt,  um 
das  zugehörige  System  der  erzeugenden  Operationen  in  der  in  I  pg.  186 
verabredeten  Gestalt  benutzen  zu  können.  Auf  der  zugehörigen 
Riemann'schen  Fläche  F  sind  die  algebraischen  oder  Abel'schen  Inte- 
grale des  Gebildes  allgemein  durch  den  Ansatz: 

(1)  J=  JR(w,  z)dz 

gegeben  (cf.  „M."I  pg.  501).  Wir  wollen  jetzt  das  einzelne  solche  Integral 
auf  Grund  der  Beziehung  der  Riemami'schen  Fläche  auf  das  Polygon- 
netz cds  Function  von  l,  auffassen.  Wir  bezeichnen  dasselbe  in  diesem 
Sinne  durch  J(^)  und  nennen  es  „ein  zum  vorgelegten  automorphen  Ge- 


*)  Die  Randcurven  dürfen  selbstverständlich  auch  Vollkreise  darstellen;  nur 
müssen  wir  -wieder  dahingestellt  sein  lassen,  ob  man  in  jedem  Falle  durch  erlaubte 
Abänderung  den  2p  Randcurven  Kreisform  geben  kann.  Bildet  man  nach  I  pg.  123  ft'. 
ein  zugehöriges  Normalpolygon ,  so  sind  zwar  die  Randcurven  ausschliesslich  Kreis- 
bogen, aber  das  Auftreten  zufälliger  Ecken  scheint  alsdann  nicht  ausgeschlossen 
zu  sein. 
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bilde  gehörendes  Integral'^  Es  ist  von  vornlierein  deutlich,  dass  ge- 
mäss der  Weierstrass' sehen  Begriffsbestimmung  der  anah/tiseJirn  Function 
ein  solches  Integral  J(^)  eine  nur  für  den  Bereich  des  Polygonnetzes  N 
definierte  Function  darstellt  und  jeden  GrenzpunM  des  Netzes  zum  tvesent- 
lich  singulären  Punkt  hat. 

Um  jetzt  sogleich,  die  Frage  der  Vieldeutigkeit  der  Function  J(t) 
zu  discutieren,  setzen  wir  zunächst  voraus,  dass  das  Polygonnetz  N 
eine  Grenzcurve  besitze  und  somit  einen  einfach  zusammenhängenden 
Bereich  darstellt*).  Unter  diesen  Umständen  ist  auch  der  Bereich  P 
einfach  zusammenhängend:  er  möge  den  Charakter  {p,  n^  besitzen. 
Hier  liegen  dann  folgende  grundlegenden  Verhältnisse  vor:  Jeder  im 
Netze  N  geschlossene  Weg  ist  innerhalb  desselben  auf  einen  Punkt 
zusammenziehbar;  ihm  wird  demnach  auf  der  Fläche  F  ein  geschlossener 
Umlauf  entsprechen,  der  gleichfalls  auf  einen  Punkt  zusammenziehbar 
ist.  Jedem  eigentlichen  Periodenwege  auf  i*'  (der  nicht  auf  einen 
Punkt  zusammengezogen  werden  kann)  muss  umgekehrt  ein  offener 
Weg   im   Netze   zwischen    zwei   äquivalenten   Punkten   correspondieren. 

Die  Anwendung  dieser  Angaben  auf  die  Integrale  erster  und 
zweiter  Gattung  des  automorphen  Gebildes  ist  sofort  vollzogen.  Die 
Fortsetzung  des  einzelnen  solchen  Integrals  J(J^  über  einen  im  Netze 
geschlossenen  Umlauf  führt  stets  zum  Anfangs  werte  J(^)  zurück,  da 
diesem  Umlauf  auf  der  Fläche  kein  eigentlicher  Periodenweg  entspricht. 
Wir  gewinnen  den  Satz:  Hat  das  Polygonnets  N  eine  und  nur  eine 
Grenzcurve.  so  sind  die  automorphen  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung 
„eindeidige''  Functionen  von  ^**).  Dieselben  bleiben  gänzlich  unverändert 
gegenüber  den  n  elliptischen  und  imrahoUschen  Fr  zeugenden  V^^,  V^,  .  .  . ,  V„; 
bei  Ausübung  einer  der  übrigen  2p  Erzeugenden  Vg^,,  Yb,.  nimmt  das 
einzelne  Integral  J{^)  einen  additiven  Periodenzuivachs  an.  Die  Aus- 
übung einer  elliptischen  oder  parabolischen  Substitution  kommt  in  der 
That  auf  einen  einfachen  Umlauf  um  einen  der  Punkte  e^,  e^,  .  .  .,  e« 
der  Fläche  F  hinaus;  auf  die  Wirkung  der  Vaj.,  Vbj.  kommen  wir  unten 
nochmals  zurück. 

Bei  den  Integralen  dritter  Gattung  liegen  die  Verhältnisse  etwas 
comphcierter.  Ein  solches  Integral  besitzt  auf  der  Fläche  F  logarith- 
mische Unstetigkeitspunkte,  und  die  Umkreisung  eines  einzelnen  solchen 


*)  Auch  der  Fall  der  doppeltperiodischen  Functionen  ordnet  sich  hier  ein. 
Das  zugehörige  Polygonnetz  N  hat  einen  einzigen  Grenzpunkt  und  bedeckt  somit 
einen  einfach  zusammenhängenden  Bereich. 

**)  Dieses  Theorem  ist  von  Klein  in  der  Abhandlung  „Nene  Beiträge  zur 
Blemann' sehen  Functionentheorie'-  Abschn.  V,  Mathem.  Ann.  Bd.  21  (1882)  angegeben 
worden. 
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Punktes  liefert  einen  Periodenzuwachs.  Trifft  sich  jedoch  insbesondere, 
dass  einem  solchen  Unstetigkeitspunkte  eine  parabolische  Ecke  des  Be- 
reiches P  entspricht,  so  werden  alle  beliebig  vielfachen  Umläufe  um 
jenen  Punkt  von  F  offene  Wege  im  Netze  liefern.  Man  gewinnt  den 
Satz:  Unter  der  Bedingung  eines  einfach  zusammenhängenden  Netzes  N 
werden  von  den  Integralen  dritter  Gattung  J(t)  diejenigen,  aber  auch 
nur  diejenigen  eindeutige  FunJctionen  von  t,  liefern,  deren  logarithmische 
Unstetigl'eitspunkte  ausschliesslich  in  paraholischen  Folggonccken  liegen. 
Gegenüber  den  zugehörigen  parabolischen  Erzeugenden  Vi  ivird  die  einzelne 
solche  Function  J(^)  sich  um  eine  additive  Constante  ändern,  übrigens 
aber  die  vorhin  genannten  Figenschaften  der  Integrale  erster  und  zweiter 
Gattung  teilen. 

Ist  das  Netz  JSl  mehrfach  zusammenhängend,  so  giebt  es  in  ^ 
stets  geschlossene  Wege,  welche  sich  auf  F  nicht  auf  Punkte  zu- 
sammenziehen und  demnach  eigentliche  Periodenwege  darstellen.  Jetzt 
werden  demnach  die  Integrale  J(^,  allgetnein  zu  reden,  nicht  mehr  ein- 
deutige, sondern  unendlich  vieldeutige  Functionen  von  t,  liefern. 

Aber  es  giebt  von  dieser  allgemeinen  Regel  in  speciellen  Fällen 
Ausnahmen.  Wenden  wir  uns  z.  B.  zu  einem  automorphen  Gebilde 
von  der  pg.  35  unter  ß  besprochenen  Art  mit  einem  Bereiche  F,  der 
von  ^p  getrennt  verlaufenden  geschlossenen  Randcurven  begrenzt  ist! 
Diese  2p  Randcurven  Kefern  auf  der  Fläche  F  p  Rückkehrschnitte, 
die  wir  als  Schnitte  a^,  a.2,  .  .  .,  a^  wählen.  Die  allgemeine  Theorie  der 
Erzeugenden  (cf.  I  pg.  184ff.)  gestaltet  sich  hier  im  speciellen  so,  dass 
die  Substitutionen  F^, ,  .  .  .,  Vi,  sämtlich  gleich  1  werden;  als  Erzeugende 
der  Gruppe  restieren  nur  noch  die  Substitutionen  Va,.  .  .  .,  Va  ,  zwischen 
denen  eine  Relation  nicht  existiert. 

Nun  giebt  es  nach  ,,M.''I  pg.  531  Normalintegrale  zweiter  Gattung, 
welche  bei  Fortsetzung  über  die  p)  Wege  O/,  keine  von  0  verschiedene 
Periodenzuwüchse  erfahren.  Also  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  die 
Nichtexistenz  einer  Relation  zwischen  den  F«^.  der  Satz:  Bei  einem 
Fundamentalbereich  P  mit  2p  getrennt  verlaufenden  Bandcurven  giebt  es 
stets  „eindeutige"  Integrale  ziveitcr  Gattung  J{t)'  -^us  den  in  „M.''  I 
pg.  531  weiter  über  diese  Integrale  gemachten  Angaben  folgt  noch: 
Speciell  giebt  es  Integrale  J(^)  dieser  Art,  ivelche  nur  an  einer  willkür- 
lich ivähTbaren  Stelle  ^q  des  Fundamentalbereichs  unstetig  wie  {t,—  to)~-^ 
werden;  das  einzelne  solche  Integral  ist  durch  seine  ünstetigkeitsstelle  bis 
auf  eine  additive  Constante  eindeutig  bestimmt.  Im  Verlaufe  des  vierten 
Kapitels  werden  wir  solche  Integrale  als  Functionen  von  ^  durch  con- 
vergente  Reihen  darstellen  und  ausführlicher  untersuchen. 
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Wir  kommen  jetzt  nochmals  auf  den  zuerst  betrachteten  Fall  eines 
Gebildes  mit  einer  Grenzcurve  zurück,  beschränken  uns  jedoch  auf  die 
zugehörigen  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  J{t),  welche  unter 
allen  Umständen  eindeutig  sind.  Ein  einzelnes  derartiges  Integral  J(t) 
habe  den  Erzeugenden  V,,^,  ....  Va  ,  F^^,  .  .  ..  V,,  entsprechend  die 
Perioden  a^^,  .  .  .,  a^p,  co^^,  .  ■  .,  co^p.  Eine  beliebige  Substitution  V  der 
Gruppe  r  führt  alsdann  J  in: 

(2)  J'=  J-\-  m^ aj,i-F f-  m^^a^j,-]-  n^ cogi-f h  «;,«2p 

über.  Die  Bedeutung  der  hierbei  auttretenden  ganzen  Zahlen  m,  n 
ergiebt  sich,  wenn  man  die  zur  Ausübung  gebrachte  Substitution  V 
symbolisch  als  Product: 

(3)  F=n(F„....F„,  F,,...,  F,^) 

schreibt.  Alsdann  ist  offenbar  m^  die  Summe  der  in  (3)  rechter  Hand 
auftretenden  Exponenten  von  Va^.,  und  entsprechend  sind  die  w^,  .  .  .,  Up 
zu  definieren. 

Für  p  =  0  ist  J(^)  einfach  eine  automorphe  Function  der  Gruppe  F. 
Hat  man  jedoch  j^  ^  0?  so  treten  unendlich  viele  Transformationen  (2) 
auf,  die  in  ihrer  Gesamtheit  offenhar  eine  AheVsclie  Gruppe  G  mit  ein- 
ander vertauschbarer  parabolischer  Substitutionen  bilden.  Aus  den  vorauf- 
gesandten Überlegungen  entspringt  dann  sofort  der  Satz:  Die  Abel' sehe 
Gruppe  G  stellt  zur  Gruppe  F  in  der  Beziehung  des  \- ^d  -  deutigen  Homo- 
morphismus*). Hierbei  entspricht  der  identischen  Substitution  innerhall) 
G  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  F^  des  Index  cc  in  F.  Diese  F^ 
umfasst  alle  Substitutionen  V,  welche  die  gesamten  Integrale  erster  und 
zweiter  Gattung  unverändert  lassen;  es  werden  diese  Substitutionen  aber 
con  allen  denjenigen  symbolischen  Produäen  (3)  geliefert,  bei  denen  die 
Summe  aller  Exponenten  der  einzelnen  Erzeugenden  Va^,  Fö^.  in  jedem 
Producte  gleieJi  null  ist**). 

Eine  bemerkenswerte  Folgerung  ziehen  wir  noch  für  den  Fall 
eines  automorphen  Gebildes  mit  Grenzkreis.  Die  Gruppe  7'  des 
Charakters  (p,  n)  hatten  wir  in  diesem  Falle  (cf.  I.  pg.  313ff.)  durch 
Composition  hergestellt  aus  p  Gruppen  des  Charakters  (1,  1)  und  einer 
Gruppe    vom  Charakter    (0,  n  +  yj),    wobei    sich    diese    Charaktere    auf 


*)  Wegen   der  Benennungen  „Homomorphismus"  und   „Isomorphismus"  der 
Gruppen  vergleiche  man  die  Xote  in  I.  pg.  194. 

**)  Für  einen  der  Theorie  der  Modulfunctionen  angehörenden  Specialfall 
sind  die  Ansätze  des  Textes  in  der  Abhandlung  des  Verf.  „Über  ausgezeichnete 
Untergruppen  in  der  Gruppe  der  ellipti><chen  Modulfunctionen"'  (Mathem.  Ann. 
Bd.  31,  1887)  weitergeführt. 
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die  projectiven  Polygone  beziehen.  Letztere  Gnippe  hatte  die  (n  +  p) 
Erzeugenden: 

Diese  Substitutionen  gehören  nun  offenbar  alle  der  eben  betrachteten 
Gruppe  i^^  an;  also  folgt:  Die  zu  7. '  f/eJwrenden  „eindeutigen"  Inf rgrale 
J(t)  bleiben  unverändert  fjegenüher  allen  Sahst itutioneiz  der  gedachten 
Gruppe  vom  Charakter  {0,  n  -\-  p). 

Übrigens  liefert  die  letztere  Gruppe  in  der  ^- Ebene  einen 
Fundamentalb  ereich  des  Geschlechtes  p  —  1,  welcher  durch  den  Haupt- 
kreis in  2?  getrennten  Stücken  durchsetzt  und  solchergestalt  in  zwei 
einander  symmetrische  Hälften  zerlegt  wird.  Auf  der  zu  diesem 
Fundanientalbereich  gehörenden  Riemann'schen  Fläche  sind  die  be- 
trachteten Functionen  zwar  eindeutig,  aber  sie  besitzen  das  System 
der  p  Symmetrielinien  zur  natürlichen  Grenze. 


§  10.    Allgemeines  Eindeutigkeitsttieorem.     Anwendung 
auf  lineare  Differentialgleichungen. 

Die  Sätze  über  Eindeutigkeit  der  lutegi-ale  J{l)  in  i.  sind  nur 
Specialfälle  eines  allgemeineren  Eindeutigkeitstheorems.  Um  bei  Formu- 
lierung des  letzteren  zu  einfachen  Verhältnissen  zu  gelangen,  beschränken 
wir  uns  jetzt  kurzweg  auf  den  Fall  eines  automorphen  (iehildes  mit 
„eitler"  Grenzcurve.  Unter  dieser  Voraussetzung  gilt  folgender  Satz: 
Eine  Function,  ivelclie  auf  der  Miemann' sehen  Fläche  F.  abgesehen  von 
den  n  den  festen  Tolygoneclten  entsprechenden  Punlien,  überall  regulär 
oder  doch,  nur  polar  unstetig  ist,  und  ivelche  diese  Eigenschaften  bei  un- 
beschränJder  Fortsetzung  iiber  die  Fläche  hin  bewahii,  ist  in  Abhängig- 
Tieit  von  ^  innerhalb  des  Polygonnetzes  N  eine  eindeutige  Function,  falls 
sie  mir  die  eine  Forderung  befriedigt,  sich  bei  einem  Irfachen  Umlauf 
um  jede  solche  Stelle  der  Fläche  zu  reproducieren,  tcelche  einer  elliptischen 
Folygoneclie  der  Periode  l,  entspricJd.  Man  bemerke,  dass  hier  betreffs 
der  Mehrdeutigkeit  der  Function  gegenüber  Periodenwegen  auf  der 
Fläche,  sowie  auch  gegenüber  den  Umläufen  um  die  den  parabolischen 
Polygonecken  entsprechenden  Punkte  keinerlei  beschränkende  Voraus- 
setzungen gemacht  sind. 

Zum  Beweise  unseres  Theorems  führen  wir  im  Netze  N  einen 
beliebigen  geschlossenen  Umlauf  aus  und  denken  uns  den  correspon- 
dierenden  Weg  auf  F  construiert.  Jener  Umlauf  und  sein  Abbild 
auf  der  Fläche  F  sollen  alsdann  zusammengezogen  werden;  jedoch 
sollen    Hinwegschiebuugen    über    feste    Polygonecken    hierbei    verboten 
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sein  Unter  diesen  Umständen  wird  sich  der  geschlossene  Weg  auf 
eine  Reihe  schleitentörmiger  Umläufe  um  elliptische  Polygoneckeu 
zusammenenziehen  lassen.  Eine  einfache  solche  Schleife  wird  aber  auf 
der  Fläche  F  ein  /,-facher  Umlauf  um  den  correspondierenden  Punkt. 
Zufolge  unserer  Annahme  wird  sich  die  vorgelegte  Function  bei  diesem 
Umlauf  und  also  überhaupt  bei  dem  ursprünglich  gewählten  ge- 
schlossenen Wege  reproducieren,  d.  h.  sie  ist  in  t,  eindeutig*). 

Man  kennt  nun  ausser  den  Integralen  J®  ^^i^eres  automorphen 
Gebildes  noch  eine  ausgedehnte  Classe  von  Functionen,  auf  welche  das 
aufcrestellte  Eindeutigkeitstheorem  Anwendung  findet.  Es  sind  dies  die 
L-Ö^imgcn  solcher  Jinearer  homogener  DifferetiUakjleic'Jimgen  behebiger 
OrdnuncT  m,  deren  Coefficienten  abgebraische  Functionen  der  Fläche  F 
sind  o'abei  müssen  freilich  wegen  der  singulären  Punkte  der  Differential- 
gleichungen gewisse  gleich  noch  näher  zu  formulierende  Voraus- 
setzungen gemacht  werden. 

Indem  wir  F  als  Riemami'sche  Fläche  über  der  ,5-Ebene  anordnen 
(cf.pg.  17),  geben  wir  der  fraglichen  Differentialgleichung  die  Form: 

(1)     '^^E,i^v,.)^-^BA^^■,^y^+■■■+^^Au,^ 

.  Ein  „Fimdamentalsystem"  von  Lösungen  dieser  Gleichung  sei 
durch  Z„  Z,, . . .,  Z,,  gegeben**).  Dieses  Functionssystem  hat  alsdann  die^ 
Grundeigenschaft,  sich  hei  Miebigen  geschlossenen  Umläufen  auf  F 
linear-homogen  zu  substituieren.  Geht  also  beim  einzelnen  Umlauf 
Z,  in  Z',  über,  so  hat  man  für  die  Z[,  Z'„  .  .  .,  Z,..  die  Darstellung: 

Zi  =  «11  i^i  +  «la^^g  H \-  «im^/n, 

Z!^  =  «21  Z^i-  a.,,Z.-i h  «2 mZ,„ , 


(2) 


Z',n  =  a»<  1  Zi  +  Km  2  Zo  -f  •  "   •  +  «mTxi  Z„ 


*)  Das  im  Texte  behandelte  Eindeutigkeitstheorem  hat  bereits  bei  den 
ersten  Untersuchungen  von  Poincare  und  Klein  über  automorphe  Functionen 
eine  hervorragende  Rolle  gespielt.  In  allgemeiner  Gestalt  ist  dasselbe  von  Klein 
in  der  Abhandlung  „Kme  Beiträge  zur  Biemavn' sehen  Functionenthem-ie" , -^^i\^^^- 
AnnalenBd.21,  pg.  214  (1882)  ausgesprochen  worden.  Poincare  hat  m  seinen 
ersten  Noten  in  den  Comptes  rendus  Bd.  92  (1881)  und  Bd.  93  (1882)  namentlich 
auch  das  im  Texte  sogleich  zu  betrachtende  Beispiel  der  linearen  Differential- 
gleichungen  behandelt. 

**)  Die  hier  zu  benutzenden  elementaren  Sätze  aus  der  Theorie  der  linearen 
Differentialgleichungen  findet  man  ausführlich  behandelt  in  L.  Schlesinger, 
Handbuch  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen'',  Bd.  1  {Leiv^ig  1S95). 
Siehe  auch  L.  Heffter  „Einleitung  in  die  Them-ie  der  Ivnearen  Differentialgleich- 
ungen" (Leipzig   1894)  oder  die  modernen  Lehrbücher  über  höhere  Analysis. 
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mit  ni^  Constanten  Coefficienten  t<;,;t  einer  uichtversch windenden  Deter- 
minante. Für  die  geschlossenen  Umläufe  kommen  dabei  aber  nicht 
nur  die  eigentlichen  Periodenwege  auf  F  in  Betracht,  sondern  auch 
noch  Umläufe  um  einzelne  „singulare  PunJde"  der  Differentialgleichung, 
die  wir  in  der  Anzahl  v  voraussetzen.  Die  zu  diesen  singulären 
Punkten  gehörenden  Substitutionen  (2)  nennen  wir  symbolisch  *S\,  S^,-..,  S,., 
während  den  2p  elementaren  Periodenwegen  %,  b/.  die  Substitutionen 
Saj^,  Sbf.  unseres  Fundamentalsystems  entsprechen  sollen. 

Indem  wir  von  der  Riemann'schen  Fläche  zum  Fundamental - 
bereiche  P  zurückgehen,  haben  wir  betreffs  der  Lage  der  singulären 
Punkte  die  Bedingungen  zu  formulieren:  Die  singulären  PunJäe  sollen 
in  P  ausschliesslich  in  feste  Eden  fallen.  Somit  muss  die  Anzahl  der 
singulären  Stellen  v  <  w  sein.  Liegt  aber  insbesondere  in  der  einzelnen 
elliptischen  Ecke  mit  der  Periode  Z,-  eine  singulare  Stelle  der  Differential- 
gleichung, so  setzen  wir  weiter  voraus,  dass  die  zugehörige  Suhstitution 
Si  ihrerseits  auch  von  einer  endlichen  Periode  Xi  ist,  und  dass  Xi  ein 
leiler  der  Zahl  l-  ist. 

Unter  diesen  Umständen  sind  offenbar  die  Vorbedingungen  für 
die  Gültigkeit  unseres  Eindeutigkeitstheorems  erfüllt.  Wir  gewiimen 
den  Satz:  Jedes  Integral  Z  der  Bijferefitialgleichung  (1)  stellt  innerhalb 
des  Netzes  N  eine  „eindeutige"  Function  Z(^)  dar;  dahei  werden  sich 
die  vom  Fundamentedsystem  der  Gleichung  (1)  gelieferten  eindeutigen 
Functionen  Z^{1),  Z^{^),  .  .  .,  Z,„(^)  gegenüber  den  Substitutionen  V  der 
Gruppe  r  linear -liomogen  substituieren. 

Die  Gesamtheit  dieser  Substitutionen  &ex  Z^,  .  .  .,  Z,n  wird  wieder 
eine  Gruppe  G  bilden,  welche  die  oben  mit  >S\,  .  .  .,  ,S',,,  S^^,  .  .  .,  So_ 
bezeichneten  Substitutionen  zu  Erzeugenden  hat.  Diese  Gruppe  steht 
zur  Gruppe  /'  in  einer  nach  der  einen  Seite  hin  eindeutigen  Beziehung. 
Li  der  That  entspricht  jedem  V  ein  eindeutig  bestimmtes  S]  so  corre- 
spondieren  den  F„^,,  V^^  die  Substitutionen  Sa^.,  S(,;.,  und  wir  lassen  den 
Fj,  F2,  .  .  .,  Vy  die  Si,  S2,  .  .  .,  Sp  entsprechen,  während  für  n  >  v  den 
F^^.!,  .  .  .,  F„  übereinstimmend  die  identische  Substitution  S  =  1  zu- 
gehört. Auch  umgekehrt  kann  einem  >S'  ein  F  eindeutig  zugeordnet 
sein;  notwendige  Bedingungen  sind  hierzu,  dass  v  =  n  ist,  und  dass  die 
oben  mit  X;  bezeichneten  Perioden  den  li  genau  gleich  sind.  Merken 
wir  somit  an:  Die  Gruppen  F  und  G  stehen  jedenfalls  in  der  Be- 
ziehung des  einseitig  eindeutigen  „Homomorphismus":  doch  hann  in  be- 
sonderen Fällen  auch  „Isomorphismus"  vorliegen. 

Wir  kommen  in  einem  späteren  Abschnitte  des  vorliegenden 
Werkes  auf  diese  Ansätze  noch  ausführlich  zurück  und  werden  uns 
dort    insbesondere     auch    mit    Systemen    convergenter  Reihen,    welche 
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solche    Functionsscharen    Z^(^),  ZJ^Q,   .  .  .,    Zm{t)    darstellen,    zu    be- 
schäftigen haben. 


§  11.  t.  als  linear -polymorphe  Function.  Die  Fundamentalprobleme. 
Haben  wir  soeben  die  Functionen  der  Riemann'schen  Fläche  F  in 
Functionen  von  t,  umgewandelt,  so  wollen  wir  jetzt  umgekehrt  den 
Wertvorrat  der  auf  das  Netz  N  beschränkten  Variabelen  t,  auf  die 
geschlossene  Riemann'sehe  Fläche  F  übertragen.  Die  letztere  denken 
wir  dabei  als  mehrblättrige  Fläche  über  der  Ebene  einer  zur  vorgelegten 
Gruppe  F  gehörenden  automorphen  Function  z  =  cp  (^).  Wir  erhalten  so 
die  zur  automorphen  Function  ^  =  (jp  (c)  inrersc  Fandion  t,  =  f{z), 
welche  wir  nach  der  pg.  1  verabredeten  Sprechweise  als  „linear -poly- 
morphe" oder  kurz  „polymorphe"  Function  auf  der  Pdemann' sehen 
Fläche  F  bezeichnen  wollten.  In  der  That  ist  ja  die  Function  t;  =  f{z) 
auf  F  vicldeutifj,  und  zwar  von  einigen  elementaren  Fällen  abgesehen 
unendlich  vieldeutig;  und  es  ist  jeder  bei  einem  heliehi(/en  umlaufe  auf 
der  Fläche  zu  erreichende  Ziveig  l'  dieser  Function  eine  lineare  Fundion 
des  Äusgangszu-eiqes  t: 

Wir  bezeichneten  oben  (pg.  29)  automorphe  Gebilde,  die  in  einander 
transformierbar  waren  und  also  zu  einer  und  derselben  ,,Classe"  ge- 
hörten, als  nicht  wesentlich  verschieden.  Üben  wir  auf  t,  die  damals 
mit  S  bezeichnete  Substitution: 


(2)  r=>S(0  = 


ct-\-d 


mit  beliebigen  complexen  Coefficienfen  nicht- verschwindender  Determinante 
{cid  —  bc)  aus,  so  erhalten  wir  eine  neue  polymorphe  Function  t'=S{t), 
welche  wir  als  mit  t,  zu  der  gleichen  „Classe"  gehörig  bezeichnen.  Da 
die  Coefficienten  a,  b,  c,  (/  von  S  nur  in  ihren  Quotienten  zur  Geltung 
kommen,  so  umfasst  die  einzelne  so  definierte  Classe  oo^  polymorphe 
Fundionen  t,  (insofern  der  Wertbereich  einer  complexen  Variabelen  als 
zweifach  unendlich  zu  gelten  hat). 

Um  das  Verhalten  einer  particulären  Function  t  der  Classe  au 
der  einzelnen  Stelle  der  Fläche  näher  darzulegen,  müssen  wir  auf  die 
Angaben  von  pg.öfP.  zurückgreifen.  Der  damaligen  Entwicklungsgrösse  t 
stellen  wir  jetzt  eine  entsprechende  Grösse  t  gegenüber,  welche  wir 
für  eine  im  Endlichen  gelegene  Stelle  ^'^  der  Fläche  durch: 

(3)  X  =  z  —  Zq     oder     t  =  Yz  —  Zq 
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definieren,  je  nachdem  es  sich  um  eine  gewölmliche  Stelle  oder  einen 
w^- blättrigen  Verzweigungspunkt  2\^  handelt;  für  die  unendlich  fernen 
Punkte  der  Riemann'schen  Fläche  tritt  entsprechend: 

?n     1 — 

\^  T  =  —     bezw.     T  =1/  — 

ein.  Alsdann  haben  wir  an  jeder  Stelle  der  Fläche  ohne  Ausnahme 
für  die  pg.  5  bezw.  7  definierte  Grösse  t  eine  Entwicklung: 

^  =  T(crjj-|-  «jT  +  «jT-'H )     mit     «0=1=0. 

In  diesem  allgemeinen  Ansätze  sind  folgende  speciellen  Darstellungen 
enthalten: 

1.  Für  einen  Punkt  der  Fläche,  der  nicht  einer  elliptischen  oder 
parabolischen  Polygonecke  entspricht,  giebt  es  eine  particuläre  Function  ^ 
der  Classe,  welche  die  Darstellung  gestattet: 

(5)  g  =  r(l  +  «iT  +  a.T-+  ffgT-^H ). 

2.  Für  einen  elliptischen  Eckpunkt  mit  dem  Winkel  -y-  giebt  es 
an  der  entsprechenden  Stelle  der  Fläche  in  der  Classe  eine  besondere 
Function  %  mit  der  Entwicklung: 

1 

(6)  t  =  r"'"(l  +  /i,r  +  /ir^'+  ^3fH  . . .). 

3.  Endlich  hat  mau  für  eine  solche  Stelle  der  Fläche,  welche 
einer  parabolischen  Ecke  entspricht,  ein  specielles  t.  mit: 

(7)  ^  =  log  T  +  {y^x  +  72T-+  y^■r•^ )• 

Die  übrigen  polymorphen  Functionen  der  Classe  sind  dann  jedes- 
mal nach  (2)  linear  in  dem  dargestellten  t  ausdrückbar.  Übrigens  soll 
natürlich  keineswegs  behauptet  sein,  dass  es  eine  und  dieselbe  Function  C 
sei,  auf  welche  sich  die  Darstellungen  (5),  (6)  und  (7)  beziehen. 

Wir  merken  endlich  noch  den  Satz  an :  Die  ^polymorphen  Functionen 
sind  nur  an  denjenigen  n  Stellen  der  Fläche  F  verz^ceifft,  tvelche  den 
festen  Polygoneclcen  entsprechen;  die  eUiptisclien  Eclcen  liefern  endlich- 
hlättrige,  die  paraholischen  oo-hläUrigc  Verziveigungspmikte.  Wir  wollen 
diese  n  Yerzweigungsstellen  wieder  durch  s  =  e-^^,  s  ==  e.2,  .  ■  .,  z  ^=  e^ 
näher  bezeichnen;  natürlich  liegt  der  einzelne  Yerzweigungspunkt  nur 
in  einem  bestimmten  Blatte  der  Riemann'schen  Fläche  bei  s  =  Ck- 

Die  Classification  der  polymorphen  Functionen  ist  mit  derjenigen 
der  automorphen  Gebilde  unmittelbar  mitgegeben;  wir  brauchen  dem- 
nach hierbei  nicht  ausführlich  zu  verweilen. 
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Als  besonders  zugänglich  und  eben  deshalb  hervorragend  wichtig 
haben  wir  jedenfalls  die  „polymorphen  Functionen  mit  Hauptkreis"  zu 
bezeichnen.  Natürlich  findet  bei  dieser  Kategorie  von  polymorphen  Func- 
tionen wieder  die  fundamentale  Fallunterscheidung  statt,  ob  der  Haupt- 
kreis ein  Grenzkreis  ist  oder  nicht.  Hier  giebt  es  dann  immer  parti- 
culäre  Functionen  ^  =  fX^),  für  welche  die  sämtlichen  bei  analytischer 
Fortsetzung  eintretenden  Sahst ifutionen  (1)  ., reelle"  Coeffieienten  a,  ß,  y,  Ö 
aufweisen. 

Wir  nennen  weiter  als  bemerkenswerten  Specialfall,  dass  feste 
Polygonecken  fehlen;  hier  gelangen  Avir  zum  Begriff  der  „imverziveigten 
polymorphen  Function^'.  Dabei  kann  insbesondere  ein  Grenzkreis  vor- 
liegen oder  auch  ein  Hauptkreis,  der  kein  Grenzkreis  ist.  Auch  kann 
eine  Function  dieser  Art  die  zersclinitteue  Fläche  auf  ein  Polygon  ohne 
Hauptki-eis  abbilden.  Im  letzteren  Fall  ist  wiederum  der  Specialfall 
besonders  wichtig,  dass  das  abbildende  Polygon  von  2p  geschlossenen 
Curven  begi-enzt  ist,  die  durch  p  loxodromische  oder  vielleicht  im 
speciellen  hyperbolische  Substitutionen  auf  einander  bezogen  sind. 
Diesem  Specialfalle  kommt  der  grosse  Vorteil  zu,  dass  die  Beziehung 
der  Kiemann'schen  Fläche  auf  das  Polygon  besonders  durchsichtig  ist: 
die  2p  Randcurven  des  Polygons  entsprechen  den  Ufern  eines  Systems 
von  ;)  Rückkehrschnitten  auf  der  Fläche  F. 

Die  Einführung  unserer  polymorphen  Functionen  t,  =  f{s)  auf  der 
Kiemann'schen  Fläche  F  erscheint  ganz  besonders  wichtig  mit  Rück- 
sicht auf  die  pg.  37  ff.  behandelten  Eindeutigkeitstheoreme,  nach  denen 
nicht  nur  die  algebraischen  Functionen,  sondern  auch  noch  zahlreiche 
weitere  auf  der  Fläche  existierende  Functionen  in  i,  eindeutig  sind.  Es 
haben  sich  denn  auch  die  Untersuchungen  von  Klein  und  Poincare 
gleich  anfangs  der  fundamentalen,  unserem  bisherigen  Entwicklungs- 
gange gewissermaßen  inversen  Fragestellung  zugewandt,  ob  vielleicht 
auf  jeder  Riemann'schen  Fläche  polymorphe  Functionen  geeigneter 
Beschaffenheit  existieren  möchten.  Wir  wollen  in  dieser  Hinsicht  schon 
hier  wieder  unter  Bevorzugung  der  Hauptkreisfälle  folgende  Fragen 
formulieren,  die  wir  ..FimdamentcäproUeme^'  nennen,  und  deren  Lösungen 
die  später  zu  behandelnden  „Fimdamentaltheoreme"  liefern  werden. 

I.  Sind  auf  einer  heliehiy  gegebenen  Riemann'schen  Fläche  des  Ge- 
schlechtes p  über  der  z- Ebene  n  willkürlicJi  gewählte  Verziveigimgs- 
stellen  e^e.^,  .  .  .,e„  marhieti,  so  fragen  wir  'nach  der  Existenz  einer  an 
diesen  Stellen  verztveif/ten  polymorphen  Function  t  =  fiß),  ivelche  die 
kanonisch  zers(Mittene  Fläche  (cf.  I  pg.  182  ff.)  auf  ein  Polygon  unserer  Art 
mit  Grenzkreis  und  von  der  Signatur  {p,n;  l^,k,  .  ■  .,  l,)  abbildet,  unter 
den  l;  Ijeliebige  ganze  Zahlen  >  1  oder  oo  verstanden. 
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II.  Es  sei  eine  orthosymmetrische  Rieniann' sehe  JJläclie  heliebiffen 
Geschlechtes  p  über  der  z- Ebene  gegeben,  deren  Symmetrielinie  ans  fi  ge- 
schlossenen Zügen  besteht;   alsdann  ist  ft  eine  der  Zahlen  p-\-l,  p  —  1, 

p  —  ^,  .  .  .,  und  also  ist p'=  ~  (p  —  fi  -^1)  eine  ganze  Zahl  aus  der  Beihe 

0,1,2,  ..  .A~\-   Wenn  wir  nun  n  =  2v  paarweise  symmetrische  Stellen 

Ci,  e\,  .  .  .,  e,,,  e'r  willkürlich  markieren,  existiert  alsdann  siets  eine  an 
diesen  Stellen  verziveigte  polymorphe  Function  t,=f{z'),  welche  die  ge- 
eignet zerschnittene  Eläche  auf  ein  Hauptkreispolygon  der  pg.  27  be- 
sprochenen Art  von  der  Signatur  {p,  2v,  p' ;  l^,  l^,  .  .  .,lv)  abbildet,  das 
durch  den  Hauptkreis  in  ix  Strecken  durchsetzt  und  in  zivci  symmetriscJie 
Hälften  zerlegt  wird?  Natürlich  sollen  dabei  wieder  die  ganzen  ZaMen 
h  >  1  oder  oo,  übrigens  aber  willkürlich  geivählt  sein. 

III.  Ist  wieder  eine  beliebige  Fiiemann'sche  Fläche  gegeben,  deren 
Geschlecht  p  jedoch  >  0  sein  soll,  und  ist  diese  Fläche  längs  p  einander 
nicht  treffender  liikkkehrschnitte  zerschnitten,  so  wird  nach  der  Existenz 
einer  unverziveigten  polymorphen  Function  t.  =  f{z)  gefragt,  welche  die 
zerschnittene  Fläche  auf  einen  von  2p  paariveise  einander  zugeordneten 
geschlossenen  Eandcurvcn  begrenzten  Bereich  von  der  pg.  35  unter  (i  be- 
trachteten AH  cdMldet^-). 

Natürlich  kaun  es  sich  auch  in  den  Fällen  I.  und  EI.  um  un- 
verzweigte polymorphe  Functionen  handeln,  man  hat  einfach  die  mit 
n  hezeichnete  Anzahl  =  0  zu  nehmen.  Übrigens  dürfen  selbstverständ- 
lich auch  die  im  Probleme  I.  und  III.  zu  Grunde  gelegten  Flächen 
orthosymmetrisch  oder  auch  diasymmetrisch  sein. 

Auf  polymorphe  Functionen  ohne  Hauptkreis  bezieht  sich  nur 
das  Fundamentalproblem  III.  Man  könnte  in  dieser  Hinsicht  noch 
wesentlich    weiter    sehen,    und    insbesondere  hat  Klein  in  der  dritten 


*)  Siehe  wegen  der  Existenztheoreme  der  polymorphen  Functionen  die  beiden 
gleich  überschriebenen  Noten  von  Klein  .,Lher  eindeutige  Functionen  mit  linearen 
Transformationen  m  sich",  Mathem.  Ann.  Bd.  19  pg.  565,  Bd  20  pg.  49  (1882),  sowie 
die  zusammenfassende  Darstellung  im  Abschnitt  IV  der  Abhandlung  „Neue  Bei- 
träge zur  Biemann' sehen  Functionentheorie" ,  Math.  Ann.  Bd.  20  pg.  206  (1882). 
Bei  den  Gebilden  mit  p  =  0  hatte  Poincare  bereits  etwas  früher  die  fraglichen 
Existenztheoreme  aufgestellt,  worüber  man  seine  Mitteilungen  in  den  Comptes 
rendus  vom  April  und  August  1881,  sowie  die  Abhandlung  „Sur  les  fonctions 
uniformes,  qui  se  reproduisent  par  des  substitutions  lineaires",  Math.  Ann.  Bd.  19 
pg.  553  (1882)  vergleichen  wolle.  Die  Verallgemeinerung  Hess  Poincare  in  viel- 
facher Berührung  mit  den  kurz  voraufgehenden  Untersuchungen  von  Klein  alsdann 
in  den  Comptes  rendus  vom  April  1882  folgen,  sowie  ausführlichst  in  der  Ab- 
handlung „Sur  les  groupes  des  equations  lineaires",  Acta  mathem.  Bd.  4  pg.  201 
(1883). 


t,  1.  Begriif,   Existenz  und  Eigenschaften  der  automorphen  Functionen.     47 

seiner  eben  genannten  Arbeiten  bereits  einen  weit  allgemeineren  Stand- 
punkt eingenommen.  Wir  haben  in  Ipg.  443ff.  aus  v  Polygonen  mit 
Grenzkreisen  von  den  Signaturen: 

18)  {p^,  n,-  1^,1^,... ,1^,  *  =  i,2,...,. 

durch  den  Process  der  Composition  einen  Discontinuitätsbereich  her- 
gestellt, der  als  solcher  (d.  i.  ohne  Hinzufügung  von  Querschnitten) 
einen    v-fach    zusammenhängenden    Bereich    darstellt.     Die  zugehörige 

V 

Riemann'sche  Fläche  ist  vom  Geschlechte  p  =  2^ pi,  und  sie  trägt  dem 

(=1 

Rande  des  Discontinuitätsbereichs  entsprechend  v  verschiedene  kanonische 
SchnittsTsteme  von  dem  in  I  pg.  183  besprochenen  Typus,  wobei  aber 
ihr  Zusammenhang  noch  ein  t'-facher  bleibt. 

Denken  wir  jetzt  eine  Riemann'sche  Fläche  des  Geschlechtes  p  mit 
einer  derartigen  Zerschneidung  willkürlich  gewählt  und  schreiben  wir 
für  die  einzelnen  Signaturen  (8)  beliebige  ganze  Zahlen  ?  >  1  oder  oc 
vor,  so  handelt  es  sich  um  die  Existenz  einer  polymorphen  Function 
auf  dieser  Riemann'schen  Fläche,  welche  die  Abbildung  der  Fläche 
auf  einen  Discontinuitätsbereich  der  oben  bezeichneten  Art  leistet.  Klein 
lässt  a.  a.  0.  an  der  Composition  neben  den  Hauptkreisgruppen  auch 
noch  irgend  welche  cyclische  nicht  - loxodromische  Gruppen,  sowie 
elliptische  und  parabolische  Rotationsgruppen  teilnehmen;  auf  diese 
Weise  gelangt  er  zu  einem  noch  etwas  allgemeineren  Fundamental- 
probleme, dem  die  Betrachtungen  in  Absclmitt  IV  der  genannten 
Arbeit  gewidmet  sind. 

Die  weitere  Behandlung  der  aufgestellten  Fundamentalprobleme 
soll  hier  einstweilen  hinausgeschoben  werden.  Wir  haben  uns  mit 
denselben  im  zweiten  Abschnitte  ausführlichst  zu  beschäftigen;  ihre 
volle  Erledigimg  ist  einer  der  Hauptzielpunkte  des  vorliegenden  Werkes. 

§  12.   Differentialgleichung  dritter  Ordnung  für  die  polymorphen 

Functionen. 
Wir  kommen  hier  noch  beiläufig  auf  den  bekannten  „Schivarz' sehen 
DifferefdialaHsdrucJi"  ^^  ^  2 

(1)  m.    "^      ^    ^'' 


d^ 

dl  2" 

d2 


dl 

dz 


dritter   Ordnung   zurück,    welcher   bereits  in  „Ikos."  pg.  74  und  „M."  I 
pg.  97  und  63  betrachtet  wurde*).    Die    Grundeigenschaft  dieses  Aus- 

*)  Wegen  der  Litteratur  des  Ausdrucks  (1)  sehe  man  die  Angaben  in  „Ikos." 
pg.  74. 
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drucks  ist,  dass  er  unverändert  bleibt,  wenn  man  t,  durch  eine  be- 
liebige linear- gebrochene  Function  seiner  selbst  ersetzt: 

(2)  .  [^]  =  ra.. 

Verstehen  wir  demnach,  anter  t,  eine  polymorphe  Function  miserer 
Art  auf  einer  Riemann' sehen  Fläche  über  der  s-Ebene,  so  ivird  [t],  eine 
eindeutige  Function  auf  der  Fache  darstellen. 

Um  das  Verhalten  dieser  eindeutigen  Function  an  irgend  einer 
Stelle  Sq  der  Fläche  in  Untersuchung  zu  ziehen,  dürfen  wir  für  t,  eine 
beliebige  particuläre  unter  den  oo  ^  polymorphen  Functionen  der  Classe 
eintragen.  Um  von  den  Reihenentwicklungen  (5)  ff.  pg.  44  Gebrauch 
machen  zu  können,  rechnen  wir  uns  zunächst  die  Relation  aus  (cf. 
„Ikos."  pg.  75): 

(3)  ra^—ra^lS  +  w- 

Andrerseits  stellen  wir  bei  Gültigkeit  der  Entwicklung  (5)  pg.  44 
für  [^]r  folgende  Entwicklung  fest: 

(4)  \i\  =  6(a,  -  a^)  -f  2A{a,  -  2a,cr,  -f  «f)r  +  •  •  •. 

Man  betrachte  jetzt  zunächst  solche  Stellen  der  Fläche,  an  denen 
t,  nicht  verzweigt  ist.  Ist  z^  eine  im  Endlichen  gelegene  Stelle  dieser 
Art,  die  zugleich  keinen  Verzweigungspunkt  der  Fläche  darstellt,  so 
ergiebt  sich  aus  (4)  sofort,  dass  [t]^  in  der  Umgebung  dieser  Stelle 
regulär  ist. 

Haben  wir  aber  einen  im  Endlichen  gelegenen  >w -blättrigen  Ver- 
zweigungspunkt der  Fläche,  so  brauchen  wir  r  im  Sinne  der  zweiten 
Formel  (3)  pg.  43  und  finden: 

(5)  [a="^^-="  +  i--^-+^'[a- 

An  dieser  Stelle  der  Fläche  hat  somit  [^]r  einen  Fol  der  Ord- 
nung 2  m. 

Bei  z  =  oo  dürfen  wir  die  Fläche  als  unverzweigt  annehmen: 
alsdann  geht  aus  (3)  sofort  hervor,  dass  [gj^  im  einzelnen  Blatte  bei 
s  =  :>o  einen  Nullpunkt  vierter  Ordnung  besitzt. 

Indem  wir  jetzt  zur  Untersuchung  der  elliptischen  und  parabo- 
lischen Verzweigungsstellen  der  Fläche  schreiten,  nehmen  wir  (was 
keine  Schwierigkeit  hat)  letztere  so  gewählt  an,  dass  mit  keiner 
dieser  Stellen  ein  unendlich  ferner  Punkt  oder  ein  Verzweigungs- 
punkt der  Fläche  coincidiert.  Bei  Gebrauch  der  Entwicklungen  (6) 
resp.  (7)  pg.  44  werden  wir  somit  t  =  z  ~  s^^  und  also  [^]j  =  [t]t  zu 
nehmen  haben.     Im  Falle  (6)  pg.  44  ist  aber: 
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(6)        mr=  ^  (i  -  f^)^""'+  "-1^"'+  ''o+  ''^^  +  ■  ■  •' 

und  diese  Formel  gilt  im  parabolisclieu  Falle  (7)  pg.  44  sogleich  mit, 
wemi  man  l  =  co  einträgt.  Wir  constatiereu  an  jeder  der  fraglichen 
Stellen  einen  Pol  zweiter  Ordnung  für  [t]:- 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  begründen  das  Ergebnis:  Die 
polymorphen  Fmdionen  der  vorgelegten  Classe  mul.  Integrale  einer 
Diff'erentialgleichitng  dritter  Ordnung  von  folgender  Gestalt: 


dH  (  dn  ^^ 


dz^'         3 

dz 


dz"" 


V    dz    ) 


=  R{iü,  z), 


deren  rechte  Seite  eine  bestimmte  algebraische  Function  der  Fläche  ist; 
und  man  kann  sagen,  dass-^l^das  allgemeine  Integral  dieser  Differen- 
tialgleichung ist,  falls  t  ein  paHiculäres  Integral  hedeutet  und  a,  h,  c,  d 
tvillJcürliche  compilexe  Constante  sind. 

Über  die  Function  RCiv,  2)  lassen  sich  folgende  Angaben  machen: 

1.  sie    hat    in   einem   m-hläUrigen   VersiveigungspunUe   der  Fläche 
jeweils  einen  Fol  der  Ordnung  2m, 

2.  sie  iveist  an  denn  Verzweigungsstellen  e^,  e^.  .  .  . ,  e„  der  poly- 
morphen Functionen  je  einen  Pol  zweiter  Ordnung  auf, 

3.  iihrif/ens  ist  B(iv,  z)  auf  der  Fläche  ollentMlhen  regulär  und  be- 
sitzt insbesondere  an  der  Stelle  oo  jedes  Blattes  einen  Nullpunkt  vieHer 
Ordnung. 

Einige  weitere  Angaben  lassen  sich  noch  über  die  Reihenentwick- 
luno-en  von  R(w,  z)  an  den  Stellen  z  =  oo  machen.  Aber  auch  wenn 
wir"  diese  Angaben  hinzunehmen,  ist  R{w,z)  aus  den  aufgezahlten 
Eigenschaften  im  allgemeinen  noch  keineswegs  bestimmt.  Wir  ver- 
folgen diese  Verhältnisse  etwas  weiter  für  den  FaU  des  Geschlechtes 
plo  wo  wir  die  Ebene  einer  zugehörigen  Hauptfunction  z  =  (p{t) 
zu  Grunde  le^en.  In  diesem  FaUe  tritt  an  Stelle  von  R{iv,  ^)  eine 
rationale  Function  von  z,  welche  in  den  n  Stellen  e,-  jeweils  Pole 
zweiter  Ordnung  hat  und  übrigens  aUenthalben  regulär  verlauft.  Da 
die  fracrliche  rationale  Function  überdies  hei  z  =  oc  einen  NnUpunkt 
vierter  Ordnung  hat,  so  ist  sie  gleich  dem  Quotienten  einer  rationalen 

ganzen  Function  {2n  -  4)^-  Grades  und  des  Productes_Q'(^  -  e^\ 
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Um  genauer  die  Gestalt    der   in  Rede   stehenden  Function    zu    er- 

n 

kennen,  bemerken  wir,  dass  [^]^- /  /  {z  —  e,)  gleich  dem  Quotienten  einer 

ganzen  Function  (2w  —  4)*^*^  Grades  und  der  Function  w*^"  Grades: 

{s  -  ej {z  -e^)--- {z  -  e„) 

ist.  Wendet  man  auf  diesen  Quotienten  die  Partialbruchzerlegung  an, 
so  entspringt  ein  Ansatz,  dem  wir  die  Form  geben: 

n  n 

i=l  ,=1        ' 

wo  G„-i{z)  eine  ganze  Function  (w  —  4)'''°  Grades  von  z  ist.  Zur 
Bestimmung  der  Constanten  Ä,-  entwickeln  wir  die  linke  Seite  dieser 
Gleichung  in  der  Umgebung  von  z  =  e,  in  eine  Reihe  nach  x  =  z  —  ei 
und  finden  auf  Grund  von  (6)  sofort: 


Ä 


=  1  (^  ~  T^)  ■  ^-^'~  ^1^  ■  ■  ■  ^^'~  ^'-"^  '^^'^  e;  +  i)---  {e-  e„). 


Wir  sind  auf  diese  Weise  zu  dem  Ergebnisse  gelangt:  Legt  man 
im  Falle  p  =  0  eine  Hauptfandion  z  =  €p(^)  zu  Grunde,  so  ist  die  zu 
ihr  inverse  polymorphe  Function  t,  =  f{z)  ein  Integral  einer  Lifferential- 
gleichung  dritter  Ordnung  von  folgender  Gestalt: 


« =  1 

+2 ^^i — ^^'~^'^"  -(«—e,-  ,)(e~e,  + 1)-  •  -(e—e«)  )  • 

Die  (ji  —  3j  Coefficienten  der  ganzen  Function  G„-i{z)  sind  zunächst 
noch  unbekannte  complexe  Constaitte.  Im  niedersten  Falle,  ?^  =  3,  tritt 
keine  Function  G  auf;  hier  also  ist  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (8) 
endgültig  bestimmt.  In  den  höheren  Fällen,  ?i  >  3,  werden  wir  die 
(n  —  3)  zunächst  unbekannt  bleibende  Constanten  als  die  accessori sehen 
Parameter  der  Dijßferentialgleichung  bezeichnen;  wir  kommen  auf  die- 
selben bei  der  Behandlung  der  Fundamentaltheoreme  zurück. 

Die  in  „M."  I  pg.  63  unter  (5)  für  n  =  3  angegebene  Differential- 
gleichung subsumiert  sich  übrigens  nicht  direct  unter  den  eben  ge- 
wonnenen Ansatz  (8),  weil  bei  der  damaligen  Gleichung  einer  der  drei 
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Punkte  e  nach  ^=00  fällt.     Führen  wir  dieser  Annahme  entsprechend 
z'  =  (s  —  e^~^  ein,  so  liefert  die  Formel  (3),    da  offenbar  \ß\'  =  0  ist: 


ra.  =  m.(^)  =  [a(^-e3)^ 


Mit  Rücksicht  auf  (6)  findet  man  somit  als  Entwicklung  von  [^J/  bei 
^  =  63  bezw.  z'  =  <x>: 

so  dass  an  dieser  Stelle  ein  Nullpunkt  zweiter  Ordnung  liegt.  Lassen 
wir  den  Index  an  z'  fortan  wieder  fort  und  legen  übrigens  die  beiden 
im  Endlichen  verbliebenen  Verzweigungsstellen  e^  und  e^  nach  z  =  0 
und  z=-\,  so  wird  offenbar  \i\:Z'^{z  —  1)-  eine  rationale  Function 
in  Z]  wir  erteilen  derselben  die  Gestalt: 

\ilz\z  -ly^Aiz-  lf+  Bz'-+  Cz{z  -  1). 

Zur  Bestimmung  der  Coefficienten  A,  B,  C  dienen  die  Anfangsglieder 
der  Reihenentwicklungen  von  [^]r  für  die  Umgebungen  von  z  =  0, 
1  und  00;  wir  finden  als  specielle  Gestalt  der  Differentialgleichung 
dritter  Ordnung  für  diesen  Fall: 

was  mit  Gleichung  (5)  in  „M."  I  pg.  63  übereinstimmt*). 

§  13.    VeraUgemeinerung  des  Begriffs  der  automorplien  Functionen. 

Die  Eindeutigkeit  unserer  automorphen  Functionen  ist  eine  Grund- 
eigenschaft derselben,  welche  namentlich  für  die  im  dritten  Kapitel  zu 
betrachtenden  analytischen  Darstellungen  dieser  Functionen  von  gi-und- 
legender  Bedeutung  sein  wird.  Demgegenüber  verdient  es  bemerkt  zu 
werden,  dass  die  meisten  bislang  aufgestellten  Begi'iffsbestimmungen, 
sowie  die  benutzten  Methoden  ihre  Gültigkeit  auch  für  die  Behandlung 
mehrdeutiger  automorpher  Functionen  bewahren. 

Wir  wollen  in  dieser  Hinsicht  an  folgenden  ganz  allgemeinen 
Ansatz  anknüpfen.  Es  sei  in  der  3- Ebene  durch  endlich  viele  Rand- 
curven     ein     beliebiger     einfach     oder     mehrfach     zusammenhängender 


*)  Über  die  Gestalt  der  DifFerentialgleichuug  (8)  und  der  mit  ihr  zusammen- 
hängenden homogenen  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  (die  wir 
späterhin  betrachten)  sind  mehrere  invariantentheoretische  Untersuchungen  an- 
gestellt.    Wir  nennen   die  betreffenden  Abhandlungen   unten  im  Zusammenhang. 
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Bereich  P  festgelegt,  der  auch  in  irgend  einer  Weise  mehrblättrig 
über  sich  selbst  hinübergreifen  und  dabei  in  seinem  Innern  einzelne 
Verzweigungspunkte  aufweisen  darf.  Die  Randcurven  von  P  sollen 
zu  Paaren  einander  zugeordnet  sein,  in  der  Art,  dass  P  genau  wie 
unsere  oben  betrachteten  Polygone  durch  Zusammenbiegung  auf  ein- 
ander bezogener  Randcurven  in  eine  geschlossene  Fläche  umgewandelt 
werden  kann.  Die  Zuordnung  der  Randcurven  soll  durch  analytische 
Transformationen  t' =  TJ^t),  ^' =  L^),  .  .  .  festgelegt  sein. 

Es  wird  nun  die  Frage  sein,  ob  der  so  defmieHe  Bereich  P  fds 
„Fundämentalhereich"  für  ein  Gebilde  analytischer  Fimciionen  von  t,  an- 
gesehen werden  Jcunn,  die  dann  als  antomorpliß  Functionen  der  aus  den 
T^,  T^,  ...  zu  erzeugenden  Transformationsgruppe  zu  bezeichnen  sein 
KMrden.  Hier  zeigt  sich  nun,  dass  die  pg.  8  ff.  zum  Existenzbeweis 
eindeutiger  automorpher  Functionen  benutzte  Methode  in  der  That 
brauchbar  bleibt.  Gelingt  es,  den  Bereich  P  tvie  damals  (pg.  11)  dach- 
ziegelüiiig  mit  endlich,  vielen  Kreisscheiben  und  Kreissedoren  vollständig 
zu  überdecken  und  kann  man  die  Rand  icerf  auf  gäbe  für  die  einzelnen 
überdecJienden  StücJce  lösen,  so  lässt  sich  der  Existenzbeu-eis  der  eben  ge- 
meinten Functionen  nie  früher  erledigen.  Offenbar  werden  hierbei  nur 
diejenigen  Sectoren  bez.  Sectorencyclen  in  nähere  Untersuchung  zu 
ziehen  sein,  welche  an  den  ,,festen'^  Ecken  von  P  liegen,  wo  die  Frage 
der  Abbildbarkeit  solcher  Sectoren  auf  Kreisscheiben  zu  behandeln 
sein  würde.  Alle  übrigen  im  Innern  von  P  gelegenen  Kreisscheiben 
(auch  diejenigen,  welche  innere  Verzweigungspunkte  umschliessen), 
sowie  alle  am  Rande,  aber  nicht  au  festen  Ecken  liegenden  Kreis- 
sectoren  bieten  keine  Schwierigkeit. 

Dieser  Ansatz  ist  ausser  bei  den  Discontinuitätsbereichen  unserer 
Gruppen  V  nur  erst  für  die  am  nächsten  liegende  Verallgemeinerung 
betrachtet  worden.  Es  handelt  sich  bei  dieser  Verallgemeinerung  darum, 
dass  alle  Transformationen  T  nach  wie  vor  lineare  Substitutionen  sein 
sollen,  und  dass  P  an  festen  Ecken  ausnahmslos  elliptische  oder  para- 
bolische besitzt.  Aber  die  Winkel  in  den  elliptischen  Ecken  dürfen  ganz 
beliebige  sein,  und  es  darf  der  Bereich  P  über  sich  selbst  hinübergreifen 
sowie  das  aus  P  entspringende  Polygonnetz  N  die  t- Ebene  ganz  oder 
teilweise  in  irgend  welcher  Art  beliebig,  ja  unendlich  vielfach  über- 
decken. Wir  erkennen  sofort,  dass  der  gedachte  Bereich  P  cds  Fundamental- 
berrich  ein  Gebilde  zugehöriger  vieldeutiger  „linear"- automorpher  Func- 
tionen definiert. 

Die  einzelne  dieser  Functionen  z  =  (f(t)  bildet  den  Fundamental- 
bereich wieder  auf  eine  gewöhnliche  Riemann'sche  Fläche  über  der 
^-Ebene    ab;    und    auf    dieser    besitzt    die    zu    (f(t)    inverse    Function 
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^  =  fiß)  den  Charakter  einer  linear-polymorphen  Function,  indem  sie 
insbesondere  einer  gewissen  Differentialgleichung  dritter  Ordnung 
[i;].-  =  ^(^'"j  ^)  genügt.  Gerade  von  Seiten  dieser  Differentialgleichungen 
sowie  gewisser  homogener  linearer  Differentialgleichungen  2.  Ordnung, 
welche  wir  alsbald  mit  jenen  Gleichungen  dritter  Ordnung  eng  ver- 
bunden finden  werden,  ist  man  an  das  Studium  der  in  Rede  stehenden 
polymorphen  Functionen  und  ihrer  inversen  unendlich  vieldeutigen 
automorphen  Functionen  herangegangen.  Dabei  bot  bereits  der  niederste 
Fall,  dass  nämlich  der  Fundamentalbereich  P  vom  Geschlechte  null  ist 
und  drei  feste  Ecken  besitzt,  ein  höchst  ausgedehntes  Feld  der  Unter- 
suchung dar.  AVir  weisen  in  dieser  Hinsicht  auf  die  autogi-aphierten 
Vorlesungen  von  Klein  „Über  die  hypergeometrische  Ftinction"  aus  dem 
Wintersemester  1893/94*),  sowie  auf  die  Abhandlung  von  F.Schilling 
„Beiträge  zur  geometrischen  Theorie  der  Schtcar/schen  s- Function"^*)  hin. 


*)  Ausgearbeitet  von  E.  Bitter,  in  Commission  bei  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 
**)   Göttinger  Dissertation  von  1893,   abgedruckt  in   den  Mathemat.  Annalen 
Bd.  44  pg.  162. 


Zweites  Kapitel. 

Forinentheoretische  Ausführungen  für  die  automorphen  Oebilde 
des  Geschlechtes  null. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  ausführlichen  Betrachtung  der  auto- 
morphen Gebilde  des  Geschlechtes  null.  Hierbei  geben  wir  nach  einem 
kurzen  Überblicke  über  die  Gestalten  der  zugehörigen  Fundamental- 
bereiche der  Untersuchung  eine  Wendung,  welche  nach  den  im  Ge- 
biete der  Modulfunctionen  gesammelten  Erfahrungen  besonderen  Erfolg 
verspricht.  In  der  That  war  der  Gebrauch  der  ModuJformen  sowohl 
bei  Auffindung  der  einfachsten  Functionen  eines  vorgelegten  Fundamental- 
bereichs und  der  zwischen  ihnen  bestehenden  algebraischen  Zusammen- 
hänge, als  auch  beim  Studium  analytischer  Darstellungen  in  Gestalt 
unendlicher  Reihen  oder  Producte  von  grundlegender  Bedeutung. 
In  ersterer  Hinsicht  vergleiche  man  z.  B.  die  formentheoretischen 
Entwicklungen  in  „M."  H  pg.  431  ff.,  welche  dort  die  Grundlage  für  die 
Transformation  elfter  Ordnung  der  elliptischen  Functionen  liefern.  In 
letzterer  Beziehung  bemerke  man,  dass  die  zahlreichen  aus  der  Theorie 
der  doppeltperiodischen  Functionen  entnommenen  unendlichen  Reihen 
und  Producte  nicht  direct  Modulfunctionen,  sondern  unmittelbar  erst 
Modulformen  nicht  verschwindender  Dimension  darstellen. 

Diese  bei  den  Modulfunctionen  hervorgetretenen  Verhältnisse  sind 
typisch  für  das  Gesamtgebiet  der  eindeutigen  automorphen  Functionen. 
Erst  durch  Spaltung  der  Variabein  t.  in  den  Quotienten  der  hinären 
Variahehl  c^,  ^o?  ^i®  sie  bereits  in  I  pg.  194ff.  vorbereitet  wurde,  und 
durch  Einfühi'ung  der  in  c^,  t^  homogenen  „automorphen  Formen" 
(p{t^,  ti)  gelangen  wir  zu  den  einfachsten  Grössen  des  einzehien  auto- 
morphen Gebildes.  Auf  der  anderen  Seite  sind  es  die  automorphen 
Formen,  welche  direct  durch  die  unten  ausführlich  zu  betrachtenden, 
von  Poincare  entdeckten  und  nach  ihm  benannten  Reihen  dargestellt 
werden  (siehe  die  Einleitung  und  den  ersten  Paragraphen  im  nächsten 
Kapitel). 

Poiacare  selbst  gründet  seine  Entwicklungen  über  automorphe 
Functionen  resp.  Formen  auf  die    eben  genannten  Reihen.     Im  Gegen- 


I,  2.  Formentheorie  der  automorphen  Gebilde  des  Geschlechtes  null.        55 

Satze  dazu  soll  hier  der  Begriff  der  automorphen  Formen  ohne  jeden 
weitergehenden  Gebrauch  von  Reihenentwicklungen  vermöge  eines 
.,I)iff'eyentiationsi)rocesses"  von  den  im  vorigen  Kapitel  erhaltenen  auto- 
morphen Functionen  aus  aufgebaut  werden.  Dabei  gewinnen  unsere 
Entwickelungen  durch  Aufnahme  der  formentheoretischen  Gesichts- 
punkte ausserordentlich  an  Beziehuugsreichtum,  so  dass  die  zunächst 
in  Aussicht  genommene  Beschränkung  auf  das  Geschlecht  null  gerecht- 
fertigt erscheinen  wird. 

Der  formentheoretische  Standpunkt  wird  uns  Anlass  geben,  neben 
den  polymorphen  Functionen  ^  nun  auch  ..poJiimorplie  Formen"'  t,^,  t,^ 
auf  den  Riemann'schen  Flächen  zu  betrachten;  dieselben  stehen  in  einer 
interessanten  Beziehung  zu  gewissen  homogenen  linearen  Differential- 
gleichungen   zweiter  Ordnung,    welche    wir    unten    betrachten    werden. 

Historisch  ist  das  Studium  der  polymorphen  Formen  in  Riemann's 
principieller  Arbeit  über  die  P-Function*)  und  in  Schwarz'  Unter- 
suchungen über  hypergeometrische  Reihen**)  sogar  früher  gewesen  als 
dasjenige  der  automorphen  Functionen.  Dabei  ist  allerdings  zu  bemerken, 
dass  in  den  genannten  Arbeiten  äusserKch  die  formentheoretische 
Schreibweise  noch  nicht  zur  Benutzung  kommt;  wir  werden  das  frag- 
liche Sachverhältnis  unten  ausführlich  aufzuweisen  haben. 

Auch  Poincare  vermeidet  noch  die  homogene  Betrachtungsweise. 
Dagegen  wird  der  formentheoretische  Standpunkt  consequent  von 
Klein  wie  früher  beim  Ikosaeder  und  den  Modulfunctionen,  so  auch 
in  seinen  functionentheoretischen  Vorlesungen  aus  dem  Anfang  der 
neunziger  Jahre  durchgefülu-t***).  Die  ausgezeichneten  Untersuchungen 
Ritter's,  welche  sich  an  diese  Vorlesungen  anschliessenf),  bekunden  in 
ausführlichster  Weise  die  wesentlichen  Vorteile  der  formentJteoretiscJien 
Methoden. 


*)  Beiträge  zur  Theorie  der  durch  die  Gauss'sche  Beihe  darstellbaren  Functionen", 
Abhandl.   der  Göttinger  Gesell,  d.  Wiss.  von  1857  oder  gesammelte  Werke  pg.  62. 

**)  „Über  diejenigen  Fälle,  in  welchen  die  Gauss'sche  hypergeometrische  Beihe 
eine  algebraische  Function  ihres  vierten  Argumentes  ist",  Journ.  f.  Mathem.  Bd.  75 

(1872). 

***)  Vergl.  die  Zusammenstellung  in  I,  Vorrede  pg.  VL 

t)  In  Betracht  kommt  hier  zunächst  Ritter's  Dissertation  „Z)/e  eindeutigen 
automorphen  Formen  vom  Geschlechte  null,  eine  Bevision  und  Erweiterung  der 
Poincare' sehen  Sätze",  Mathem.  Ann.  Bd.  41  pg.  1  (1892). 
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§  1.    Gestalten  der  Fundamentalbereiclie  bei  den  Gebilden 

des  Geschleclites  null. 
Unsere  weiteren  Überlegungen  knüpfen  wir  zweckmässig  an  die 
,.1canonis(-Jie  Gestalt"  des  Fundamentalbereiclis  an,  welche  nach  I  pg.  182 
in  jedem  Falle  erreichbar  ist.  Wir  haben  dabei  mit  einem  Polygone  F 
von  2n  Seiten  zu  thun,  wenn  der  Charakter  (0,  n)  vorliegt;  Figur  13 
erläutert  schematisch  die  Verhältnisse  für  w  =  5.  Die  n  wie  in  der 
Figur  durch  e^,  s^,  ■  ■  ,  £n  bezeichneten  festen  Ecken  sind  die  Fixpunkte 

der  Erzeugenden  V^,  V^,  .  .  . ,  Y„. 
Die  n  zufälligen  Ecken  E^,E^,...,E„ 
bilden  einen  Cyclus;  ihm  ent- 
spricht die  eine  hier  bestehende 
Relation: 

(1)        r,-v,-Yn^i 

zwischen  den  Erzeugenden.  Zu 
dieser  Gleichung  treten  natürlich 
noch  die  den  Perioden  der  ellip- 
tischen Erzeugenden  entsprechen- 
den Relationen: 

V','  =  1 , 

^^'  sowie  unter  Umständen  auch  noch 

secundäre  Relationen  hinzu. 

In  der  Ebene  einer  zugehörigen  Hauptfunction  5;  =  ^(^)  mögen 
den  festen  Ecken  die  Stellen  e^,  e.2,  .  .  .,  e„  correspondieren;  den  n 
zufälligen  Ecken  entspricht  ein  Punkt  E.  Das  ,, kanonische  Quersclinitt- 
system"  welches  zum  Polygon  der  Figur  13  führt,  besteht  alsdann  in 
bekannter  Weise  aus  11  von  E  nach  den  Stellen  e^,  e^,  ■  ■  .,  e^  hin- 
laufenden Schnitten. 

Das  aus  dem  vorgelegten  Polygone  P  entspringende  Folygonnetz  N 
Mnn  sowohl  einen  Grenzh'eis  oder  eine  nicht -analytische  Grenscurve  be- 
sitzen als  auch  die  ganze  t,-Ebene  his  auf  die  isoliert  liegenden  Grenz- 
pimJde  hedccl'en.  Im  Falle  eines  Grenzkreises  kann  man  die  2n  Seiten 
des  Polygons  stets  als  2n  Kreisbogen  annehmen.  Ob  dies  auch  in  den 
übrigen  Fällen  stets  möglich  ist,  musste  in  1  unentschieden  bleiben. 

Als  Beispiele  von  Fällen  ohne  Hauptkreis  mögen  die  beiden  in 
Figur  14  zusammengestellten  gelten.  Das  linker  Hand  gezeichnete, 
aus  zwei  einander  symmetrischen  Vierecken  bestehende  Polygon  P 
(welches  man  leicht  in  die  kanonische  Gestalt  umsetzen  wird)  hat  die 
Signatur  (0,4;  00,  oo,  oc,  00)  und  ist  aus  der  Figur  156  in  I  pg.  440 
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herausgesclmitten,  wo  das  eine  der  beiden  symmetrischen  Vierecke  die 
Bezeichnung  P'  trägt.  Wie  man  dort  nachsehen  wolle,  gelangen  wir 
hier  zu  einem  Netze  N  7nit  einer  nicM- analytischen  Grenzcurve.  Das 
zweite  in  Figur  14  gezeichnete  Polygon  von  der  Signatur  (0,4;  2,  2,  3,  3) 
entstammt  dem  in  Figur  153  I  pg.  435  dargestellten  Netze;  letzteres 
aber  überdeckt  his  auf  isoliert  liegende  Grenzpunlxte  die  ganze  ^-Ebene. 
Die  Umwandlung  auch  dieses  Bereiches  in  die  kanonische  Gestalt  ist 
leicht  ausgeführt.  Man  wähle  etwa  die  vier  Punkte  fj,  e^,  e^,  e^  zu 
festen  Ecken  eines  kanonischen  Bereiches.    Von  den  zum  so  gedachten 

kanonischen  Bereiche  ge- 
hörenden vier  Erzeugenden 
1\,  Fg,  Fg,  F4  sind  die 
ersten  beiden  die  in 
Figur  14  mit  J\  und  V^ 
bezeichneten  Substitutio- 
nen. Für  die  Substitution 
F'3    der  Figur  gilt: 

V.  —  V  V  —V—^  F - 1 


Fig.  14. 


Wir  lenken  demnächst  die  Aufmerksamkeit  auf  Polygone  mit 
Hauptlreis ,  der  aber  Jiein  Grenzhris  ist.  Polygone  dieser  Kategorie 
haben  wir  pg.  26  ff.  betrachtet  und  müssen,  um  zum  Geschlechte  null 
zu  gelangen,  in  den  damaligen  Formeln  eintragen: 

2)  =  p'  =  0,  jtt  =  1,  n  =  2(n'  —  1). 

Das  dem  Fundamentalbereiche  angehörende  Segment  des  Haupt- 
kreises ist  eine  Symmetriehnie  des  hier  vorliegenden  orthosymmetrischen 
Fundamenfalhereichs ;  wir  können  die  Hauptfunction  s  so  wählen,  dass 
sich  dieses  Segment  des  Hauptkreises  auf  die  reelle  z-Axe  abbildet. 

Es  liegt  im  vorliegenden  Falle  am  nächsten,  die  Stelle  E  auf 
der  reellen  z-Axe  zu  wählen.  Das  kanonische  Polygon  hat  alsdann 
eine  Gestalt,  wie  sie  für  w  =  6  das  Beispiel  der  Figur  15  (pg.  58)  darlegt. 
Das  Charakteristische  ist,  dass  (n  —  2)  unter  den  n  zufälligen  Ecken 
zu  Paaren  auf  dem  Hauptkreise  coincidieren. 
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Diese  Gestalt  des  Polygons  ist  vermöge  der  in  I  pg.  299  ff.  in  der 
projektiven  Ebene  durchgeführten  Betrachtungen  besonders  leicht  ver- 
ständlich. Wir  haben  in  dieser  Ebene  ein  Polygon  vom  Charakter 
(0,  7i'),  welches  eine  feste  (hyperbolische)  Ecke  ausserhalb  der  Ellipse 
besitzt.  Wir  treffen  dann  gerade  die  in  Figur  15  dargelegten  Ver- 
hältnisse, wenn  wir  im  Sinne  der  genannten  Entwicklungen  den  da- 
selbst mit  E  bezeichneten  Punkt  auf  der  Ellipse  wählen.     Lassen   wir 


Fig.  15. 


denselben  sogar  über  die  Ellipse  hinausrücken,  so  verwandelt  sich  das 
eben  betrachtete  Polygon  in  dasjenige  der  Figur  16.  Wir  erkennen, 
dass  sich  unsere  Gruppe  durch  Ineinanderschiebung  von  n'  —  l  =  -^n 
cycliscken  elliptischen  oder paraboliscJien  Gruppen  erzeugen  lässt  (cf.I  pg.  191). 
Die  Erzeugenden  V^,  V^,  .  .  .,  Vi  sind  von  einander  unabhängig;  der 
Pielation  fl)  geschieht  dadurch  Genüge,  dass  für  den  Rest  der  Er- 
zeugenden gilt: 


-y^ 


V  =r: 


Wandert  andrerseits  der  Punkt  E  der  projectiven  Ebene  in  das 
Ellipseninnere  hinein,  so  gelangt  man  zu  der  in  Figur  17  fpg.  60)  gezeich- 
neten Gestalt  des  Fimdamentalbereichs.  Hier  ist  E  sogar  bis  über  die 
Polare  der   hyperbolischen  Spitze  hinausgewandert:   diese  Polare  liefert 
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den  m  Fi-ur  17  punktierten  Kreis.  Man  wolle  nicht  unterlassen,  die  den 
beiden  zuletzt  angegebenen  Gestalten  des  FunclamentalWchs  ent^ 
sprechenden    Zerschneidungen    der    Ebene    der    Hauptfunction    sich    zu 

veranschaulichen.  ^     ^  ,  ■      a^^ 

In    den    eben    betrachteten    Fällen    waren    die    Punktee    m   der 

..-Ebene    zn    Paaren   einander    symmetrisch   bezüglich    des  &y™metne- 

kreises    (der   reellen  .-A^e)   gelegen.     Natürlich    kann   auch  aer  Fall 


Fig.  16. 


eintreten,  dass  die  Punkte  e  teilweise  oder  insgesamt  auf  dem  Sym- 
::  ekrdse  hegen*).  Figur  18  (pg.61)  "efert  einen  orthosymmetnschen 
Fundamentalbereich  vom  Charakter  (0,7),  hei  welchem  drei  unter  den 
sieben  Punkten  .  auf  dem  Symmetriekreise  der  -E''-  '^eg-  » 
zugehöri..e  Zerschneidung  der  ^-Ebene,  welche  nicht  direct  die 
kanonische  ist,  woUe  man  sich  auch  hier  herstellen.  Der  Symmetr^e- 
krlder  .-Ebene  bildet  sich  auf  die  stark  markierten  Kreisbogen  der 
IZrl  dieselben  werden  im  Polygonnetze  N  Symmetnekreise  da. 
!teUen.  Bas  Erzeugendensystem  weicht  von  dem  kanonischen  insofern 
o>.    al«  nn  SteUe  von  K  die  Substitution  7  2=  Ki  K,  tritt. 

'    Um  eiBmögThst  vielseitig  entwickelte  Kenntnis  der  wichtigsten 
Typen    von   Fundamentalbereichen  des  Geschlechtes  null  zu  gewinnen, 

T:^vergl.  übrigeis  die  anf  diese  Polygone  bezüglichen  Angaben  von  pg.31. 
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betrachten  wir  sehliesslicli  auch  noch  solche  Gruppen  F,  welche  Sub- 
stitutionen enthalten,  die  die  beiden  Seiten  des  Haupthreisei<  anstanscJien^' ). 
Eine  einzelne  Gruppe  7'  dieser  Kategorie  enthält  eine  ausgezeich- 
nete Untergruppe  F^  des  Index  2,  deren  Substitutionen  die  einzelne 
Seite  des  Hauptkreises  immer  nur  wieder  in  diese  selbst  transformieren. 
In  der  ^-Ebene  hat  diese  ig  ein  orthosymmetrisches  Polygon,  welches 
vom  Hauptkreise  in  ft    Segmenten    durchsetzt    wird.      Es   handelt   sich 


Fig.  17. 

wieder  um  ein  Polygon  vom  Charakter  {p,  n)  derjenigen  Kategorie, 
die  oben  pg.  31  unter  2.  besprochen  wurde,  und  an  die  wir  auch  soeben 
anknüpften;  ist  der  Charakter  des  zugehörigen  projectiven  Polygons 
(p',  n'),  so  gelten  für  beide  Charaktere  und  die  Zahl  fi  die  Relationen  (4) 
pg.  32.  In  dem  besonderen  jetzt  vorliegenden  Falle  gestattet  nun  das 
orthosymmetrische  Polygon  bez.  das  Polygonnetz  N  der  1\  neben  der 
symmetrischen  Umformung  am  Hauptkreise  noch  eine  Transformation 
erster  Art  von  der  Periode  zwei,  welche  die  beiden  symmetrischen 
Polygonhälften  austauscht,  und  deren  Zusatz  zur  Gruppe  F  hinführt. 
Die  einzelne  Hälfte  liefert  also  einen  Discontinuitätsbereich  für  F, 
wobei    die    fi    Hauptkreissegmente    entweder    zu    Paaren    einander    zu- 


*)  Diese  Gruppen  sind  bei  der  Classification  in  I  pg.  164  ff.  unter  UIc2ß  ge- 


nannt. 
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Fig.  18. 


gewiesen    sind  oder  auch  einzeln  auf  sich  selber  bezogen  sein  können. 

Die  unmittelbare  Anschauung  lehrt  nun,  dass  dieser  Discontinuitätsbereich 

stets  und  nur  dann  vom 

Gescidechte  0  ist,    wenn  ' 

erstens  das  Geschlecht  p 

des  projectiven  Polygons 

gleich  0  ist  und  stveitens 

jedes  der  (i  Segmente  sich 

seiher  zugeordnet  ist. 

Ein  erstes  Beispiel 
liefere  uns  das  in 
Figur  19  schraffierte 
Polygon.  Hier  ist  a  =  '2 
und  der  in  der  Figur 
mit  Ä"bezeichnete  Kreis 
reiht  sich  dem  Haupt- 
kreise als  zweiter  Sym- 
metriekreis an.  Die 
oben  genannte  Trans- 
formation erster  Art 
von  der  Periode  2  ist  diejenige  elliptische  Substitution  dieser  Periode, 
welche  die  Schnittpunkte  des  Kreises  K  mit  dem  Hauptkreise  zu  Fix- 
punkten hat. 

Ein  noch  inter- 
essanteres Beispiel  ist 
das  folgende:  Wir  gehen 
von  einem  Discontinui- 
tätsbereich zweiter  Art 
aus,  der  von  (p  +  1) 
getrennt  verlaufenden, 
den  Hauptkreis  ortho- 
gonal schneidenden 
Vollkreisen  eincrewrenzt 
ist  (in  Figur  20  sind  die 
fraglichen  Kreise  Z"^,  K.., 
K^,  K^  genannt,  es  ist 
p  =  3  genommen).  Die 
Spiegelungen : 

an    diesen    (/?  -f  1)  Vollkreisen    sind    die  Erzeugenden  der  zugehörigen 
Gruppe,  die  F^  heisse.     Diese  Gruppe  gestattet  die  Erweiterung  durch 


I-ig.  19. 
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Zusatz  der  Spiegelung  Vq  am  Hauptkreise  und  liefere  solchergestalt 
die  Gruppe  F,  als  deren  Discontinuitätsbereich  wir  etwa  die  in  Figur  20 
sctraffierte  Hälfte  des  bisherigen  Bereiches  wählen.  Die  umfassendste 
in  r  enthaltene  Untergruppe  erster  Art  F  können  wir  aus: 

erzeugen.     Der   Rand    des  zugehörigen  Fundanientalbereichs  erster  Art 


Fig.  20. 

ist  in  Figur  20  stark  markiert;  wir  erkennen  sofort,  dass  wir  hier  mit 
einer  HauptJcreisgruppe  des  Geschlechtes  null  von  der  Signatur: 

(0,  2i;  +  2;    2,    2,... ,2) 

zu  thun   haben,   unter   deren    Erzeugenden   die  erste,  nämlich    Fq  T^y+i, 
die  'beiden  Seiten  des  Hnupthreises  austauscht'^). 

Lassen  wir  F^Fp  +  i  fort,  so  bilden  F^F^,_|_i,  ..  ,  VpVp^i  die  ^> 
Erzeugenden  der  umfassendsten  in  JT",  enthaltenen  Untergruppe  erster 
Art.  Letztere  möge  F^  heissen:  wir  wissen,  dass  sie  das  Geschlecht  2^ 
aufweist.     OflPeubar   ist  F^  als  ausgezeichnete  Untergruppe  des  Lidex  2 


*)  Um  übrigens  dem  im  Texte  benutzten  Fundamentalbereiche  der  Gruppe  F 
die  kanonische  Gestalt  zu  verleihen,  wird  man  nach  Vorschrift  von  I  pg.  305  verfahren. 
In  der  einen  symmetrischen  Hafte  des  bisherigen  Bereiches  wird  man  einen 
Punkt  E  wählen,  von  hier  aus  7i  =  2p-\-2  Schnitte  nach  den  Ecken  dieser  Bereich- 
hälfte führen  und  die  n  entspringenden  Stücke  dieser  Hälfte  der  anderen  Bereich- 
bälfte  in  richtiger  Zuordnung  anhängen. 
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in  der  Gruppe  F  des  Geschlechtes  0  enthalten.  Wir  merken  also  für 
später  das  Ergebnis  an:  Zur  Gruppe  r„  des  GescMecJites  p  gehört  ein 
automorphes  Gebilde  von  „hyperelliptischem''  CharaJder. 

Übrigens  lässt  sich  diese  ganze  Entwicklung  auch  auf  den  Fall 
verallo-em einem,  dass  die  den  an  die  Spitze  gestellten  Discontinuitäts- 
bereich  zweiter  Art  berandenden  Symmetriekreise  einander  berühren 
oder  o-ar  schneiden:  natürlich  müssen  die  dabei  auftretenden  Schnitt- 
Winkel  aliquote  Teile  von  n  sein.  Auch  die  Folgerung  auf  den  hyper- 
elliptischen Charakter  der  zugehörigen    Gruppe  F  bleibt  hier  bestehen. 

Bei  vielen  unter  den  betrachteten  Gruppen  giebt  es  übrigens  neben 
den  primären  Relationen  zwischen  den  Erzeugenden  auch  noch 
secundäre  Relationen.  So  hat  man  im  Falle  des  in  Figur  14  rechts 
stehenden  Bereiches  die  secundäre  Relation: 

(3)  {y,y.Y=  1, 

deren  Bedeutung  aus  dem  in  I  pg.  435  gezeichneten  Polygonnetze  hervor- 
geht. Bei  den  durch  die  Figuren  15  ff.  erläuterten  Gruppen  bestehen 
sogar  (w'  —  1)  secundäre  Relationen;  denn  als  solche  sind  die  Gleichungen 
(2)  pg.  58  aufzufassen.  Ganz  allgemein  hat  man  auch  bei  den  zuletzt 
besprochenen,  durch  die  Figuren  19  und  20  erläuterten  Gruppen 
secundäre  Relationen.  Um  z.  B.  bei  dem  durch  Figur  20  erläuterten 
Falle  zu  verweilen,  so  liegen  hier  {p  -f  1)  secundäre  Relationen  vor, 
dem  (j)  +  1)- fachen  Zusammenhange  des  Discontinuitätsbereichs  der 
durch  7^2  bezeichneten  Gruppe  entsprechend.  Die  Sachlage  ist  die, 
dass  die  {2p  -|-  2)  festen  Ecken  eines  kanonischen  Polygons  der  frag- 
lichen Gruppe  F,  zu  Paaren  zusammengeordnet,  die  Fixpunkte  von 
{p  -f-  1)  elliptischen  Substitutionen  der  Periode  2  liefern.  Die  {2p  -\-  2) 
Erzeugenden  sind  hier  einfach  zu  Paaren  identisch,  und  in  diesen 
{p  -f-  1)  Identitäten  besitzt  man  die  fraglichen  secundären  Relationen. 
Wie  man  sieht,  macheu  diese  Relationen  im  concreten  Falle,  wo  sie 
vorliegen  mögen,  niemals  besondere  Schwierigkeiten.  Nur  sind  diese 
concreten  Fälle  unter  einander  so  verschiedenartig,  dass  es  schwierig 
erscheint,  allgemeine  Angaben  zu  machen. 

§  2.     Recapitulation  über  die  homogenen  Variabelen, 
Substitutionen  und  Gruppen. 

Der  Einführung  der  homogenen  Yariabelen  ^j,  t,.^  und  der  Be- 
sprechung der  homogenen  Gestalt  der  Substitutionen  und  Gruppen 
waren  die  Entwicklungen  in  I  pg.  194 ff.  gewidmet.  Die  für  die  nächst- 
folgende Untersuchung  wesentlichsten  Punkte  der  damaligen  Entwicklung 
sollen  hier  kurz  zusammengefasst  werden. 
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Die  homogenen  Variahelen  t^,  ^.,,  deren  Quotient  ^  =  ^  ist,  sollen 
zunächst  so  bescliränkt  sein,  dass  ^  auf  das  Polygownetz  N  einer  vor- 
gelegten Gruppe  r  eingeschränM  erscheint.  Ausserdem  gelten  die  Fest- 
setzungen, die  man  immer  beim  Operieren  mit  homogenen  Variabelen 
treffen  wird:  Fs  soll  iveder  ti  ''^och  t,.^  unendlich  iverden  Iwnnen,  und  es 
soll  auch  ein  gleichzeitiges  Verschwinden  heider  Variahelen  ausgeschlossen 
sein.  Die  hiernach  zulässigen  Wertepaare  ^, ,  ^^  neniien  wir  weiterhin 
kurz  „erlaubte  Wetiejxiare".  Wir  können  diesen  Vorschriften  z.  B.  in 
der  Art  genügen,  dass  wir: 


l  +  UI'     ^2  l  +  \t\ 

setzen,  unter  r  eine  beliebige  complexe  Zahl  verstanden,  die  jedoch 
beständig  von  0  und  oo  verschieden  sein  soll;  dabei  ist  in  üblicher 
Weise  mit  ^  i  der  absolute  Betrag  von  t,  gemeint,  und  t.  soll  auf  das 
Netz  X  beschränkt  sein.  Übrigens  haben  wir  den  Ansatz  (1)  hier  nur 
beiläufig  genannt. 

Die  homogenen  t,-Sid)siitutionen: 

die  wir,  wie  in  I  pg.  194,  symbolisch  ü  nennen,  sollen  unimodidar  ge- 
bildet sein,  d.h.  die  Determinante  ad  —  ßy '=^  1  haben.  Der  einzelnen 
nicht  -  homogenen  Substitution  V  entsprechen  dann  immer  zwei 
unimodulare  homogene  U,  welche  durch  gleichzeitigen  Zeichenwechsel 
der  vier  Coefficienten  in  einander  übergehen.  Wir  sprachen  dies  a.  a.  0. 
dahin  aus,  dass  die  nicM-homogene  Gruppe  T  zur  zugHtörigen  unimodularen 
homogenen  Gruppe  1-2- deutig  homomorph  sei.  Übrigens  gilt  der  Satz, 
dass  zulässige  Wertsysteme  f^,  ^^  durch  die  Substitutionen  der  homo- 
genen Gruppe  stets  Avieder  in  ebensolche  Wertsysteme  übergeführt 
werden. 

Die  Gestalt  der  Erzeugenden  der  homogenen  Gruppe  ist  in  I  pg.  198 
festgesetzt.  Handelt  es  sich  um  eine  elhptische  Substitution,  welche 
zur  Polygonecke  s^  gehört,  so  denken  wir  auch  diesen  speciellen  Wert 
^  =£i.  als  Quotienten  von  f^^)  und  s^^^  dargestellt  und  verstehen  unter 
(t,  £k)  den  Ausdruck: 

Für  den  zweiten  Fixpunkt  e'^.  der  fraglichen  Substitution  setzen 
wir  entsprechend  s'jc  =  s'^^^ :  a'-p  und  bilden  nach  Analogie  von  (3)  den 
Ausdruck  (^,  a'i).     Dann   haben  wir  für  die   elliptische  Erzeugende  U/,: 

ni  ^n! 

(4)  (r,  B,)  =  e'^  (^,  .,),    (r,  e\)  =  e~ ^(g,  e\), 
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wenn  h  die  Periode   von   Vj,  ist.      In  dieser  Gestalt  ist   Uk  unimodular 
und  liefert,  auf  die  Gestalt  (2)  umgerechnet,  «  +  ö  =  2  cos  ^• 

Der  Grenzfall  h  =  <^  führt  zur  homogenen  Gestalt  einer  para- 
holischen  Erzeugenden  L\,  bei  welcher  wir  nach  I  pg.  198  in  der  That 
ß  4.  a  =  2  annehmen  wollten.  In  tbereinstimmung  hiermit  wird  man, 
falls  £a  die  parabolische  Polygonecke  ist,  aus  der  Gestalt  (5)  pg.  6  für 
Vk  als  homogene  Substitution   Uk  zunächst  gewinnen: 

t\  -  £kt'2  =  ?1  -  ^^-^2.       t'2  =  r^l  +  (1  -  ^^-y)  ^2- 

Führt  man  hier  neben  «^  noch  einen  zweiten  von  Sk  verschiedenen  festen 
Punkt  ^  =  £'a-  willkürlich  ein,    so    kann   man   Uk  auch    umrechnen  auf: 

i\  -  sk\',  =  t,  -  ekt„    t\  -  ^'^-^'2  =  (^^-  -  ^^)  r  (^1  -  ^^-^2)  +  (^1  -  ^'^t^y 

Wir  spalten  nunmehr  Sk  wiUkürlich  in  den  Quotienten  6[.»)  :  tf\  wollen 
dann  aber  über  eine  entsprechende  Spaltung  von  s'k  in  der  Weise 
verfügen,  dass  wir  setzen: 

Alsdann  ergiebt  sich,  wie  man  leicht  berechnet,  als  homogene  Gestalt 
der  parabolischen  Erzeugenden   Uk'. 

(5)  {f,  Sk)  =  a,  ek),     it',  s\)  =  2i7i{t,  f.)  +  a,  ^\)- 

Von    dieser    Darstellung    der    parabolischen    Substitution    werden   wir 

weiterhin  in  der  Regel  Gebrauch  machen. 

Die  primäre  lielation  (1)  pg.  06  zwischen  den   V^,  V^,  .  .  .,  F„  hat 
nach  I  pg.  202  die  homogene  Gestalt: 

(6)  u,u,u,...  ün=(-iy, 

wobei  die  homogene  Substitution  ^\=  -  ^i,  ^'2=  -  ^2  symbolisch  durch 
-  1  bezeichnet  ist.  Die  Natur  etwaiger  secundärer  Delationen  zwischen 
den  Erzeugenden,  wie  wir  solche  am  Schlüsse  des  ersten  Paragraphen 
bei  den  dort  betrachteten  Beispielen  besprachen,  ist  allgemein  in  I 
pg.  173 ff.  klargestellt.  Bei  einer  Gruppe  mit  nur  einem  Grenzkreise  oder 
einer  einzehien  nicht-analytischen  Grenzcurve  kommen  bekannthch  solche 
Relationen  nicht  vor.  Liegt  eine  Gruppe  mit  secundären  Relationen 
vor,  so  werden  wir  dieselben  leicht  in  die  homogene  Gestalt  umrechnen 
(cf.  unten  pg.  95),  und  wir  merken  uns  für  diese  Gestalt  das  Schema  vor: 

\Ti,{u„u,,....u,;)=-{-iY^, 

(7) 

|n,(C7i,  C^2.--v  ?7„)  =  (-l)'»', 
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wobei  die  Werte  der  rechten  Seiten  bei   jeder  concr'eten  Gruppe  ohne 
Mühe  bestimmt  werden  können*). 

§  3.    Allgemeine  Begriffsbestimmung  der  automorphen  Formen. 

Nach  den  vorbereitenden  Entwicklungen  der  beiden  letzten  Para- 
graphen gehen  wir  an  die  Definition  der  automorphen  Formen  heran. 
Wir  können  dabei  übrigens,  wo  nichts  anderes  gesagt  ist,  sogleich  ein  auto- 
morphes Gebilde  beliebigen  Geschlechtes  als  vorgelegt  ansehen,  um  später 
nicht  bei  p  >  0  die  gleichen  Erklärungen  wiederholen  zu  müssen. 

Unter  den  Eigenschaften,  welche  wir  für  die  automorphen  Formen 
als  charakteristisch  ansehen  wollen,  stellen  wir  folgende  voran:  Eine 
automorphe  Form  <p(^i,  t^)  soll  eine  homogene  Function  ganzzahliger  oder 
rational  gebrochener  positiver  oder  negativer  Dimension  sein;  dabei  soll 
q){^i,  ^2)  ß<'>'  (^^^  gesamten  Bereich  erlaubter  Wedepaare  der  Variabden 
^1,  ^2  erliäti  sein  und  in  diesem  Bereich  überall  unverzweigt  sein.  Wir 
nennen  die  Dimensionen  der  Form  q'i^i,  ^2)  in  ^i>  ^2  kurz  d  und  be- 
zeichnen die  Form  auch  wohl  genauer  durch  cp,,{ti,  ^2)-  Den  Begriff 
einer  „unverzweigten"  Form  aber  werden  wir  so  fixieren:  Es  seien 
gW,  ^'^)  zwei  specielle  Werte  mit  einem  Quotienten  ^^^  =  t^l^ :  ^^^\  der 
einen  Punkt  im  Innern  des  zu  Grunde  liegenden  Polygonnetzes  liefert. 
Weiter  seien  «^,  a.2  zwei  complexe  Constante,  für  welche: 

«,:«.,H=e(;):eT 
gilt;    die  Determinante  (t,  a)  =  ^1^2 "  ^s**^!    ^^t^^  dann   für    das  Werte- 
paar Öl\  ^^2^  nicht  verschwinden.     Die  Forderung,  (fdi^i,  ^2)  ^^^  ^^  ^®^ 
Stelle  ^^^\  ^'^^  unverzweigt,    ist    dann  einfach    dahin  zu    erklären,    dass: 

eine  bei  g  =  ^(°)  unverzweigte  Function  von  t  ist. 

Man  beschreibe  jetzt  von  irgend  einem  Ausgangspaare  ^^,  S:^  inner- 
halb des  Bereiches  zulässiger  Werte  c^,  ^2  einen  continuierlichen  Weg 
zu  einem  mit  dem  Ausgangspaare  bezüglich  der  homogenen  unimodularen 
Gruppe  äquivalenten  Wertepaare: 


*)  Es  giebt  einen  besonderen  Fall,  in  welchem  die  U^,  C/g,  .  .  .,  Un  noch 
nicht  die  ganze  homogene  Gruppe  erzeugen.  Wenn  nämlich  n  gerade  ist  und 
die  üj ,  üo  1  •  •  •  1  ^^'^  durchweg  parabolisch  sind ,  und  wenn  ausserdem  entweder 
überhaupt  keine  secundären  Relationen  (7)  vorliegen  oder  doch  nur  solche,  deren 
rechte  Seiten  durchweg  -j- 1  lauten,  so  ist  es  in  keiner  Weise  möglich,  aus  den 
t/j ,  C/g ,  .  .  . ,  ün  durch  Wiederholung  oder  Combination  die  homogene  Substitution 
—  1  herzustellen.  Will  man  in  diesem  Falle  die  gesamte  homogene  Gruppe 
bilden ,  so  ist  es  nötig ,  den  n  homogenen  Erzeugenden  L\,  K, ,  .  .  . ,  U,i  noch  die 
Substitution  —1  ausdrücklich  hinzuzufügen. 
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Längs  dieses   Weges  ist  (p{ti,ti)  eindeutig  foHsetzhar,  und  zwar  soll  die 
automorphe   Form    am    Schlusse   des  Weges   his   auf  eine   midtiplicative 
Constante  ^  ihren  Anfangswert  wieder  annehmen: 
(2)  9'(«^i+  ßt2,  y?i+  ^y  =  ^•9'(?i. Q- 

Hierin  liegt  gegenüber  den  bei  den  automorphen  Functionen  be- 
folgten Festsetzmgen  uacb  zwei  Richtungen  hin  eine  Verallgemeinerung. 
Eimnal  nämlich  lassen  wir  hier,  während  die  bisher  betrachteten  auto- 
morphen Functionen  gegenüber  den  Substitutionen  der  zu  Grunde 
liegenden  Gruppe  T  absolut  invariant  sind,  bei  den  automorphen 
Formen  auch  von  1  verschiedene  Multiplicatoren  fi  zu,  welche  wir 
übrigens  bald  noch  weiter  präcisieren  werden.  Vor  allem  aber  sehen 
ivir  siveitens  von  der  Forderung  der  EindeutigUit  der  Formen  (p{i^,  Q 
in  ti,t->  zunächst  ganz  aK  Beschreiben  wir  im  Wertbereiche  des 
Variabelenpaares  einen  geschlossenen  Umlauf,  so  darf  bei  Fortsetzung 
über  denselben  cp{i„Q  ^^  sich  selbst,  multipliciert  mit  einem  von  1 
verschiedenen  Multiplicator  fi,  übergehen. 

Es  ist  wichtig  zu  überlegen,  dass  die  an  die  automorphen  Formen 
gestellte  Forderimg,  unverzweigt  zu  sein,  durchaus  nicht  der  Mehr- 
deutigkeit der(p(gi,y  widerspricht.  Es  gilt  sogar  der  Satz,  dass 
eine  automorpJie  Form  von  gebrochener  Dimension  d  unter  allen  Um- 
ständen mehrdeutig  ist.  Tragen  wir  nämlich  für  t^  und  L  ihre  Aus- 
drücke (1)  pg.  64  ein: 

so  haben  wir  bei  festgehaltenem  t  mit  einer  Function  von  r  allein  zu 
thun.  Nun  ist  aber  t  beliebig  complex  variabel  unter  Aus- 
schluss der  beiden  Werte  t  =  0  und  r  =  cc ;  r  ist  also  auf  einen 
ziveifach  zusammenhängenden  Bereich  eingeschränkt.  Im  Innern  des 
letzteren  ist  r^  bei  gebrochenem  d  zwar  unverzweigt,  aber  nicht  em- 
deutiö-,  nimmt  vielmehr  bei  einem  Umlauf  um  den  Punkt  t  =  0  den 
von  1  verschiedenen  Factor  e^'"'^  an. 

In  dieser  Allgemeinheit  aufgefasst,  werden  ims  die  automorphen 
Formen  dasselbe  leisten,  wie  die  Modulformen  innerhalb  der  Theorie 
der  Modulfunctionen.  Den  Übergang  zu  den  Functionen  vollzogen 
wir  damals,  indem  wir  Quotienten  von  Modulformen  gleicher  Dimension 
herstellten.  Unter  Vorbehalt  weiterer  Festsetzungen  über  die  Formen 
^(fci?  ^2)  sprechen  wir  hier  gleich  den  analogen  Satz  aus:  Der  Quotient 
zweier  automorpher  Formen  unseres  vorgelegten  Gebildes,  ivelche  gleiche 
Dimension  haben,  und  ivelche  bei  gleichen  Wegen  von  ^1,  ^3  ^^'  den  äqui- 

5* 
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valenten  Wertepaaren   ^'i,  ^'g    dieselben   Multiplicatoren  fi   annehmen,    ist 
eine  automorpJie  Function  des  Gebildes. 

Den  automorplieii  Functionen  hatten  wir  noch  die  Eigenschaft 
erteilt,  dass  sie  an  keiner  Stelle  des  Fundamentalbereichs  wesentlich 
singulär  sein  sollten.  Diese  Forderung  brachten  wir  oben  (pg.  5  ff.)  da- 
durch zum  Ausdruck,  dass  wir  an  jeder  einzelnen  Stelle  ^^  des  Funda- 
mentalbereichs für  eine  automorphe  Function  (p  (^)  die  Entwickelbarkeit 
in  eine  Reihe  von  der  Gestalt  (3)  pg.  5  verlangten,  wo  die  Entwick- 
lungsgrösse  t  ebenda  näher  erklärt  ist. 

In  ganz  entsprechender  Weise  wollen  wir  jetzt  ])ei  den  auto- 
morphen Formen  verfahren. 

Betrachten  wir  zunächst  irgend  eine  Stelle  des  Fundamentalbereichs, 
die   von   einer   elliptischen   oder   paraholisclien   Ecke   verschieden   ist,    so 
setzen  wir: 
(4)  t  =  t—  ty     oder     t  =  -? 


je  nachdem  die  ausgewählte  Stelle  im  Endlichen  bei  ^^  oder  unendlich 
fern  liegt.  Wir  bilden  sodann  das  vorhin"  unter  (1)  angesetzte  Pro- 
duct  nach  der  daselbst  gegebenen  Vorschrift.  Dasselbe  ist  nur  noch 
vom  Quotienten  ^.^^i  t.^  =  t  abhängig  und  soll  an  der  gedachten  Stelle 
entweder  regulär  oder  doch  nur  polar  unstetig  sein.  Es  folgt:  Eine 
automorphe  Form  cpd{ti}  ^2)  ^^^^  f'**  jeder  von  einer  festen  Ecke  ver- 
schiedenen Stelle  des  Fundamentalhereichs  eine  in  der  Umgebung  dieser 
Stelle  convergente  Darstellung: 

(5)  (fSi,  Q  -  it,  «>'^'"K  +  «1^  +  aj'  +  ■■■) 

gestatten,  wo  a^  con  null  verschieden  ist  und  m  eine  endliche  ganze  Zahl 
bedeutet.  Ist  m  ={=  0,  so  sagen  ivir,  dass  fpiX^,  ^2)  ^**  der  betrachteten 
Stelle  einen  NullpmiJd  w*^''  Ordnung  oder  einen  Fol  (—  m)*®""  Ordnung 
hat,  je  nachdem  m  >  0  oder  m  <  0  ist. 

Liegt  zAveitens  eine  elliptische  Ecke  a  vor,  so  sei  wieder  c'  der 
zweite  Fixpunkt  der  zugehörigen  Substitution.  Indem  wir  das  Sym- 
bol (^,  f')  im  Sinne  von  pg.  64  brauchen,  bilden  wir  jetzt  das  nur  vom 
Quotienten  ^^  :  ^2  =  i;  abhängende  Product: 

Dasselbe  soll  eine  im  Punkte  £  un verzweigte  Function  von  t,  darstellen; 
es  wird  demnach  eine  in  der  Umgebung  von  ^  =  £  convergente  Ent- 
wicklung existieren: 
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wo  «  =1=  0  ist  und  m  eine  endliche  ganze  Zahl  bedeutet.  Es  sollte 
nun  (pdi]^x,  ^2)  ^^i  Ausübung  der  in  Frage  kommenden  elliptischen  Sub- 
stitution: 

bis  auf  eine  multiplicative  Constante  ^  reproduciert  werden.  Ebenso 
wird  sich  demnach  auch  {t,,  £')-'*qDd(^i,  t,^  verhalten.  Nun  aber  ist 
das  Verhalten  von  (t,,  s')-'^(pd  bei  Ausübung  von  (6)  wegen  «0  =h  ^ 
aus  dem  Anfangsgliede  der  angeschriebenen  Reihenentwicklung  leicht 
direct   zu    entnehmen;   man   findet,    dass   (t,,  e')~''(pd  gegenüber  (6)  die 


Einheitstvurzel  e  '  ah  Factor  annimmt.  Es  folgt,  dass  in  der  für  (p^ 
angesetzten  Reihenentwicklung  sich  allein  die  Exponenten  m,  m  +  l, 
m  -\-  21,  .  .  .  einstellen  werden,  und  wir  gelangen  zu  dem  Ergebnisse: 
In  der  Umgehung  einer  eUiptischen  Ecke  s  soll  eine  automorphe  Form 
cPdiXu  ^2)  ^^*^^  convergenfe  Entwiclclung  der  Gestalt: 

(7)    ^,{t„  i,)  =  a,  s'Y  (|^)T«o+ ^'1  (1^)'+  et,  (1^)"+  •  •] 

gestatten,  wo  a^  von  null  verschieden  ist  und  m  eine  endliche  ganze 
Zahl  bedeutet.     Bei  Benutzung  der  Entwicklungsgrösse: 

lässt  sich  die  Formel  (7)  so  schreiben: 

m 

(9)  ^ä{k,  ^2)  =  a,  «'y^'^K  +  tt.t+  a4'+  ■  ■  •). 

Wir  werden  q>diti)  ^2)  "''^'^  Fundatnentalbereich"  an  der  correspondierenden 
Stelle  e  einen  NullpunM  der  Ordnung  (j)  bez.  einen  Pol  der  Ord- 
nung (— y)  zuschreiben,  falls  m  nicht  gleich  null  ist,  sondern  eine  positive 

bez.  negative  Zahl  bedeutet.  Auf  die  genaue  Bestimmung  des  der  Sub- 
stitution (6)  entsprechenden  Multiplicators  der  Form  (fa^ii,  ^2)  kommen 
wir  unten  zurück.  Dass  übrigens  hier  Nullpunkte  „gebrochener" 
Ordnung    (im    Fundamentalbereiche    gemessen)    auftreten,    darf    nicht 

überraschen.  Ein  Nullpunkt  der  Ordnung  y  bekommt,  in  t,  gemessen, 
die  ganzzahlige  Ordnung  m. 

Etwas  anders  liegen  die  Verhältnisse  bei  einer  parabolischen 
Ecke  £.  Die  Forderung  der  Unverzweigtheit  von  (pc  bezieht  sich 
nur   auf    die    Stellen    im    Innern    des   Polygonnetzes,    kommt    also   für 


70  I-  Engere  Theorie  der  eindeutigen  automorphen  Functionen. 

parabolische  Ecken  niclit  in  Betracht.  Zur  Biklung  einer  Function  von 
^j :  t,  =  ^  allein  werden  wir  demnach  hier  von  der  bei  Herstellung  des 
Productes  (1)  befolgten  Regel  insofern  abweichen  dürfen,  dass  wir  die 
Determinante  (^,  s),  welche  an  der  Stelle  s  verschwindet,  benutzen. 
Zufolge  (5)  pg.  65  wird  (^,  £)~^(pd{t-i^,  t^)  ^^i  Ausübung  der  parabohschen 
Substitution  irgend  einen  Multiplicator  annehmen.  Wenn  wir  demnach 
die  Entwicklungsgi-össe  t  im  Anschluss  an  (5)  pg-65  und  unter  un- 
Avesentlicher  AbAveichung  von  (6j  pg.  7  in  der  Gestalt: 

(',  e')  2 in-  2;«  1 


(10)  t  =  e(-  *)  =  e''(*-0-  e  y      --' 

ansetzen,  so  wird  (^,  £)~'^g>d{^i,  t^)  ^^^  Function  von  t  sein,  die 
bei  einem  Umlauf  um  ^  =  0  einen  Factor  fi  annimmt.  Hier  tverden  wir 
tum  die  Idinfügen  Entivicldungen  <im  besten  vorbereiten,  ivenn  uir  die 
beschränkende  Vorschrift  geben,  dass  auch  ein  solcher  bei  einer  parabo- 
lischen Substitution  auftretende  3Iultiplicator  ,u  stets  eine  Einheitswurzel: 

2i  nm 

(11)  ^  =  e-^ 

sein  soll,  deren  endlicher  Grad  l  hier  zunächst  keiner  tveiteren  Ein- 
schränkung unterivorfen  sein  soll.  Dieser  Festsetzung  entspricht  die 
Beihenenttvicklung: 

m 

Mii,  Q  =  (e,  eyt'ia^-h  a,t  +  a^t' -^  ■  ■  ■) 
oder  explicite: 

(  ^^iilSrrY  ^^  Ml       -\ 

(12)  cfS^,  Q  =  {t,  sy\e^^^^))    [ao+«le(^^*)  +  a.e^C.o  +  ..J, 

wo,  um  es  zu  wiederholen,  l  eine  noch  nicht  näher  bestimmte  positive 
ganze  Zahl  ist,  m  eine  beliebige  ganze  ZaJd  bedeutet  und  a^  von  nuU  ver- 
schieden ist.  Ist  m  nicht  gleich  nidl,  so  sagen  wir,  dass  tpd  an  der  Stelle 
des  Fundamentalbereiches,   welche  der  Ecke  e  entspricht,  eilten  Nullpunkt 

der  Ordnung  j  oder  einen  Fol  der  Ordnung   ( — ^]   besitzt,  je  nachdem 

m'^0  oder  •<  0  ist.  Man  bemerke,  dass  wir  hier  bei  der  Abzahlung  der 
Ordimng  des  Verschwindens  bez.  Unendlichwerdens  vom  Verschwinden 
des  Factors  (^,  s),  welcher  bei  ^  =  0  angenähert  durch: 

^~'  *^         log« 

gegeben  ist,  abgesehen  haben.  Es  wird  dieser  Umstand  sowohl  in 
den  nächstfolgenden  Rechnungen  wie  auch  späterhin  bei  einer  Con- 
vergenzbetrachtung  innerhalb  der  Theorie  der  Poincare'schen  Reihen 
seine  besondere  Bedeutuucp  gewinnen. 
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§  4.    Der  Differentiationsprocess  und  die  Hauptformen 
der  Gebilde  des  Geschlechtes  null. 

Bei  der  wirklichen  Bildung  automorpher  Formen  soll  uns  die  zur 
Herstellung  der  Modulformen  in  „M."I  pg.  117  befolgte  Methode  vor- 
bildlich sein.  Wir  stellten  a.  a.  0.  aus  der  Modulfimction  J  durch  einen 
„Differentiationsprocess"  die  fundamentalen  Modulformen  g^,  g^,  h.  her. 
Als  Grundthatsache  kann  man  hierbei  bezeichnen,  dass  dcie  „Differential- 
form^^  zweiter  Dimension: 

(1)  {t,(n)  =  i,du_-  yni-  -  t\(U 

bei  Ausübung  einer  unserer  Substitution  in: 

übergeht  und  also  gegenüber  den  „ummodidaren"  Suhstitutionen  unserer 
homogenen  Gruppe  F  ahsolnt  invariant  ist. 

Hieraus  entspringt  ein  „Differentiationsprocess",  vermöge  dessen 
wir  aus  den  Functionen  (p(^)  automorphe  Formen  herstellen.  Ist 
(p(^)  irgend  eine  automorphe  Function  des  vorgelegten  Gebildes,  so  ge- 
winnen ivir  in: 

eine  automorphe  Form  (—  2)*'"'  Dimension  dieses  Gebildes,  ivelche  gegen- 
über den  Suhstitiäio9ien  der  homogenen  Gruppe  noch  die  besondere  Eigen- 
schaft hat,  absolut  invariant  zu  sein. 

Bis  hierher  ist  die  Entwickluncr  seit  Anfang  des  dritten  Para- 
graphen  für  automorphe  Gebilde  jedes  Geschlechtes  gültig.  Indem  wir 
jetzt  ivieder  ausschliesslich  zum  Geschlechte  null  zurückkehren,  wenden 
wir  den  Differentiationsprocess  auf  eine  Hauptfundion  z  =  (p{^)  des 
Gebildes  an.     Die  entspringende  Form: 

^^^  ^-^^^''^^)  =  (^  =  ^-i- 

möge  als  eine  Hauptform  des  Gebildes  bezeichnet  werden. 

Um    das  Verhalten    dieser  Hauptform    im  Fundamentalbereiche  P 
näher  darzulegen,  führen  wir  für   die    einzelne  Stelle    dieses  Bereiches 
die  zugehörige  Entwicklungsgrösse  t  ein  imd  setzen  die  Hauptform  in 
die  Gestalt: 
r A\  /c      c  \  1      dz      dt 

(4)  'ä^-^(^i'^2)  =  -^^-dy 

dz 
Der  Factor  -j-  hat  an  der  Stelle  ^  =  oo  einen  Pol  zweiter  Ordnung, 

ist  aber  übrigens  im  ganzen  Fundamentalbereich,  die  festen  Ecken  ein- 
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geschlossen,  endlich  und  von  null  verschieden.  Der  Pol  von  z  möge 
der  Einfachheit  halber  nicht  gerade  in  einer  festen  Ecke  des  Bereiches  P 
gelegen  sein. 

Der  Factor  ^^  ist  abgesehen  von  den  festen  elliptischen  oder  para- 

bolischen  Ecken  und  dem  vielleicht  dem  Bereiche  angehörenden  Punkte 
g  =  oo  stets  endlich  und  von  null  verschieden.  An  der  Stelle  ^  =  oq 
erkennt  man  aber: 

_     ^^     _  _^_ 

leicht  als  eine  endliche,  nicht -verschwindende  Form.  Es  bleiben  also 
allein  noch  die  festen  Polygonecken  zu  untersuchen  übrig.  Bei  einer 
elliptischen  Ecke  s  haben  wir: 


dt 


_i(  ?-e  y-^  B-^'  ^  Ks-i')   i-| 
~  \^-b')    is-^r     u-*')- 


während    man    bei    einer    parabolischen    Ecke    t    entsprechend   zu    der 
Gleichung  geführt  wird: 


dt 

9;.         1               ^'^ 

Sin 

•  e  y 

2  17t 


7    is-^r 


Nun  kommt  im  parabolischen  Falle  bei  der  Abschätzung  der  Ordnung 
des  Verschwindens  der  Factor  (t  —  «)-  im  Nenner  nicht  in  Betracht 
(vergl.  den  Schluss  des  vorigen  Paragraphen).     Unter  Zusammenfassung 

beider    Fälle    können    wir    somit    angeben,     dass     ,     in    der    einzelnen 

festen  Ecke  einen  Nullpunkt  der  Ordnung  (l  —  y)  bekommt,  wobei 
für  eine  parabolische  Ecke  /  =  oc  zu  nehmen  ist. 

Indem  wir  zusammenfassen,  haben  wir  den  Satz  gewonnen:  Die 
einzelne  Hauptform  qp_2(£:i,  t^  unseres  Gebildes  vom  GeschlecMe  null 
hat  n  Nulljnmlie   in   den    n   festen  Eclrn   des   Fundamentalbereicks  P, 

und   2war   hat   der   NidlpnnU   in    der   Ecl'e  £/,   die  Ordnung  (1  —  7- ); 

iveiter  hat  (p^^it^,  ^0)  einen  Pol  der  Ordnung  2,  welcher  mit  dem  Pole 
der  SU  Grunde  liegenden  Haupt function  z  =  q)(^)  coincidiert.  Übrigens 
aber  ist  unsere  Hauptform  an  allen  Stellen  des  Fundainentalbereichs  endlich 
und  von  null  verschieden. 
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§  5.    Die  Schar  der  Primformen  und  die  Grundformen 
bei  automorphen  Gebilden  mit  p  =  0. 

Bezeichnen   wir  wie  früher  den  Wert  der  Hauptfunction  z  in  der 
Ecke  £);  durch  e^.,  so  wird  offenbar  die  Function: 

/.==  1 

genau  die  gleichen  Nullpunkte  wie  die  Hauptform  qp_2(^i,  ^2)  haben 
und  mit  letzterer  auch  in  der  Ordnung  jedes  einzelnen  Nullpunktes 
übereinstimmen.     Das  Product: 

wird  demnach  im  Fundamentalbereich  abgesehen  von  dem  einen 
Pole  der  Hauptfunction  z  allenthalben  endlich  und  von  null  ver- 
schieden sein. 

Um  aber  das  Verhalten  des  Productes  (1)  an  der  Unstetigkeitsstelle 
von  z  zu  bestimmen,  haben  wir  den  Ausdruck: 


(2)  2-±0-^) 


ZU  bilden.  Die  durch  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  definierte 
Zahl  V  ist  eben  diejenige,  welche  in  ,,Ikos."  pg.  117  ff.  durch  N  be- 
zeichnet wurde,  und  welche  für  die  vier  Gruppen  der  regulären  Körper 
die  Werte  2n,  12,  24  und  60  besass.  Bei  denjenigen  automorphen 
Gebilden  des  Geschlechtes  null,  welche  von  parabolischen  Rotations- 
gruppen geliefert  werden,  ist  v  =  00  (cf.  I  pg.  223ff.);  dieser  Fall  gilt 
jedoch  bei  den  nächsten  Betrachtungen  für  ausgeschlossen.  Für  die 
uns  in  erster  Linie  interessierenden  höheren  automorphen  Gebilde  mit 
unendlich  vielen  Grenzpunlden  ist  v  stets  eine  negative  ganze  oder 
rationale  Zahl. 

Das  Product   (1)   hat  nun  offenbar   an   der  genannten  Stelle  einen 

Pol  der  Ordnung  -  resp.  einen  Nullpunkt  der  Ordnung  |- j.  Die  (  —  ^) 

Potenz  des  Productes  wird  demnach  ebenda  einen  Nullpunkt  erster 
Ordnung  besitzen.  Da  im  übrigen  weder  Nullpunkte  noch  Pole  auf- 
treten, so  ^Verden  ivir  in  jener  Potenz: 

(^^rTr,_..r('"T)|-^ 


(3)         &n(--*) 
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eine  imverziveigte  automorphe  Form  der  Dimension  v  gewonnen  haben, 
welcJie  im  ganzen  FundamentaJhereich  P  frei  von  Polen  ist  und  nur  einen 
einzigen  Nullpmikt  erster  Ordnung,  nämlich  an  der  Unstetigheitsstdle 
von  2,  auficeist.    Wir  bezeichnen    die    so    gewonnene  Form  (3)    fortan 

durch  ^gfej  ^2)- 

Eine  Form,  welche  im  Fundaraentalbereich  überall  endlich  ist  und 
daselbst  nur  einen  einzigen  Nullpunkt  erster  Ordnung  besitzt,  soll  als 
„Primform''  bezeiclmet  werden.  Eine  erste  solche  Primform  besitzen 
wir  in  ^2(^1?  ^2)-     Offenbar  wird  aber  auch  in: 

(4)  ^ife,  ^2)  =  ^(0-^2^1,  y 

eine  Primform  vorliegen,  deren  Nullpunkt  mit  dem  Nullpunkte  der 
HaujDtfunction  z  coincidiert,  und  die  sich  gegenüber  den  Operationen 
der  homogenen  Gruppe  genau  so  verhält,  wie  ^2(^1?  ^2)-  Uaraiifldn 
aber  gelangen  wir  sogleich  weiter  in: 

(5)  az^  (^1 ,  ^2)  +  &^2  (^1 .  ^2)  =  {az  +  h)-  z, 

zu  einer  binären  Schar  von  Primformen  der  Bimension  v,  die  sich  sämt- 
lich gegenüber  den  hotnogenen  Stihstitutionen  U^,  U^,-  ••  u'ie  z^  (^1 ,  ^2)  verhalten, 
und  deren  Nullpunld  mit  varicdjelem  Parameter  a :  b  im  Fiindamental- 
bereich  frei  beiveglich  ist.  Der  Quotient  irgend  zweier  Formen  der 
Schar,  welche  verschiedene  Nullpunkte  haben,  liefert  dann  umgekehrt 
wieder  eine  Hauptfunction  des  Gebildes. 

Entsprechend  der  Zerlegung  von  z  in  den  Quotienten  z^iz^  soll 
jetzt  auch  der  Wert  e*  der  Hauptfunction  z  in  der  einzelnen  festen 
Ecke  in  e^^'^'.ef^  gespalten  werden.     Wir  haben  alsdann  in: 

(6)  {z,e^  =  z,ef)-z,e^) 

eine  Form  der  binären  Schar  (5),  welche  im  Fundamentalbereich  P 
an  der  Ecke  s^  einfach  verschwindet.  Handelt  es  sich  um  eine 
elliptische  Ecke,  so  wird  (z,  e^)  an  dieser  Stelle,  im  Polygonnetze  ge- 
messen, einen  Nullpunkt  der  Ordnung  h  besitzen.  Die  Folge  ist, 
dass  auch  noch:  ^ 

0)  z,(e„y  =  y(77eö" 

eine  unverzweigte  Form  unseres  automorphen  Gebildes  ist.  Wir  wollen 
dieselbe  als  die  zur  elliptischen  Ecke  f^  gehörende  ^^ Grundform"  be- 
zeichnen. Im  Falle  einer  parabolischen  Ecke  f^  ist  (z,  Ckf''  mit  beliebigem 
reellen  rationalen  oder  irrationcden  Exponenten  Xk  unverzweigt.  Der 
Grundform  (7)  einer  elliptischen  Ecke  würde  hier  eigentlich  die  Function 
log  {z,  ek)    entsprechen,    welche    im   Wertbereich   der   tj,  ^g    gleichfalls 
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Tinverzweigt  ist.  Indessen  bleiben  wir  mit  unseren  Festsetzungen  von  pg.70 
in  Übereinstimmung,  ivenn  tvir  auch  für  die  einzelne  parabolische  EcJce  tj 
eine  Grundform  Zj,{l^,  Q  tcie  in  (7)  definieren,  indem  wir  dabei  unter  h 
eine  positive  ganze  Zahl  verstehen,  über  die  ivir  von  Fall  zu  Fall  nach 
Gutdünlien  verfügen. 

Zwischen  je  drei  Formen  der  binären  Scbar  (5)  besteht  offenbar 
eine  lineare  Relation.  Nun  sind  aber,  falls  Z,,  Z^,  Z^  irgend  drei  unter 
imseren  u  Grundformen  sind,  Z;''',  Z/',  Z'j^  drei  Formen  der  genannten 
Schar.  In  der  That  zeigt  man  denn  auch  sofort,  dass  stvischen 
Zu,  Zi,  Zi  die   'Relation  besteht: 

(8)  (e,-,  eO  Z\':  +  (e„  e,-)  Z!''  +  (e„  e,)  Z[^  =  0. 

§  6.    Verhalten  der  automorphen  Formen  ^^(^1,^2)  gegenüber 
den  Gruppenerzeugenden. 

Für  die  Weiterentwicklung  wird  es  jetzt  von  grundlegender  Be- 
deutung sein,  dass  wir  das  Verhalten  der  automorphen  Formen  cpa  {tv  Q, 
speciender  getvonnenen  Prim-  und  Grundformen,  gegeniiber  der  unimo- 
dularen  Substitutionen  U^,  U., .  .  .,  Un  feststeUen.  Dabei  haben  wir,  da  es 
sich  im  allgemeinen  um  mehrdeutige  Formen  handelt,  stets  auch  den 
Weg  anzugeben,  auf  welchem  das  ursprüngliche  Wertepaar  ^,,  ^2  m  das 
äquivalente  t'i,  ^'2  übergehen  soll.  In  dieser  Hinsicht  ist  folgende  Be- 
trachtung anzustellen: 

Da  eine  automorphe  Form  cpa(ti,Q  als  Product  von  t;'^  und 
einer  Function  von  g  aUein  darstellbar  ist,  so  wird  es  bei  der  einzehien 
Erzeugenden  U  ausreichend  sein,  dass  wir  den  Übergang  von  t  zu  t' 
und  zugleich  den  von  ^2  zu  ^'2  festlegen.  Beide  Wege  kann  man  ent- 
weder gleichzeitig  oder  auch  nach  einander  ausgeführt  denken.  Wir 
beginnen  damit,  einen  speciellen  Übergang  von  g,  ^2  zu  ^',  t'2  zu  be- 
schreiben, den  wir  dann  hernach  in  erforderhcher  Weise  ver- 
allgemeinern. 

Liegt  erstlich  der  Punkt  t  im  Ausgangsbereich  P  in  der  Umgebung 
der  zu  U  gehörenden  Ecke  e,  so  wird  t'  im  benachbarten  Bereiche  P| 
gleichfalls  ° nahe  bei  s  hegen;  ^vir  begeben  uns  dann  von  l  zu  t' 
°lirect  längs  einer  Bahncurve  von  ü.  Der  Einfachheit  halber  nehmen 
wir  an,  dass  die  Werte  e,  e'  für  ü  [cf.  Formel  (4)  pg.  64  und  (5)  pg.65] 
beide  encUich  seien.  Der  Anfangswert  ^^  wird  alsdann  4=  0  sem;  und 
wir  folgern  aus  den  eben  citierten  Formehi  für  eine  elliptische  Sub- 
stitution: 
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i 


(1)  t',  =  e     '^^2, 
während  bei  einer  parabolischen  Substitution  entsprechend  gilt: 

(2)  ^'o  =  2'^^2~;r^"5 17   +    H^ 7^2- 

Da  nunmehr  t,  und  t,'  nur  wenig  von  £  rerschieden  sind  und  übrigens 

n  i 

i=j=£'  ist,  SO  hat  man  näherungsweise  im  ersten  Falle  t,\  =  e  t,^, 
im  zweiten  t,'c,=  ^2-  ^'^'  schreiben  daraufhin  in  der  Ebene  von  t»  ein- 
fach die  geradlinige  Bahn  von  ^2  '^<^ch  ^'^  vor,  welche  sich  speciell  hei 
einer  parabolischen  Erzeugenden  um  so  mehr  auf  einen  PiinM  zusammen- 
zieJien  wird,  je  näher  ^  an  der  parabolischen  Eclr  gewählt  wird. 

Um  jetzt  unsere  Vorschrift  in  der  nötigen  Allgemeinheit  auszu- 
gestalten^ setzen  wir  ausführlich: 

(3)  g^AM,t2)-m'ii)- 

Die  Function  4>(t^)  ist  alsdann  nach  pg.  66  allenthalben  im  Innern  des 
Polygonnetzes  N  unverzweigt,  nur  etwa  von  der  Stelle  t  =  00  (d.  h. 
vom  Werte  ^^"^  0)  abgesehen,  sofern  letztere  überhaupt  dem  Innern 
des  Netzes  X  angehört.  Deformieren  wir  somit  den  Weg  von  t.  nach  ^' 
stetig,  ohne  ihn  über  ^  =  (x  oder  über  einen  Grenzpunkt  der  Gruppe 
hinwegzuschieben,  und  ändern  wir  die  Bahn  von  ^.2  nach  ^'9  gleich- 
falls stetig  ab,  ohne  sie  über  ^2=  ^  gleiten  zu  lassen*),  so  wird  der 
dem  anfänglichen  Wege  zugehörige  Multiplicator  der  Form  ^<i{ii,  t^) 
hierbei  unverändert  erhalten  bleiben.  Dasselbe  wird  gelten,  wenn  wir 
mit  den  beschriebenen  Deformationen  der  Wege  auch  noch  stetige 
Abänderungen  von  ^  und  C«  vornehmen,  wobei  ^'  und  ^'o  äquivalente 
Änderungen  erfahren.  Bei  diesen  Abänderungen  wird  man  nur  zu- 
nächst  wieder  g  =  oc  bez.  ^2=0  vermeiden. 

Übrigens  ist  die  Wirkung  einer  Hinwegschiebung  des  Weges 
über  ^  =  00,  falls  dieser  Punkt  dem  Netze  N  angehört,  sehr  leicht 
controllierbar.     Man  hat  nämlich  in: 

(4)  m)  =  er  '^4h .  y  =  r  ^-  ^{0 

eine  bei  c:  =  oc  unverzweigte  Function.  Somit  ist  i^-  (t)  an  dieser 
Stelle  gerade  so  verzweigt  wie  t'^.  Es  folgt,  dass  der  Multiplicator 
der  Form  ^^(^1,  ^2)  wiederum  unverändert  bleibt,  falls  bei  Hinweg- 
schiebung der  Bahn  von  ^  über  00  die  Balin  von  ^^  gleichzeitig    über 


*)  Man  erinnere  sich,  dass  der  Wert  00  für  J.,  beständig  verboten  ist. 
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den  Nullpunkt  t:2=-- 0  hinweggleitet*).  Alle  vermöge  der  bisher  be- 
sprochenen Änderungen  aus  dem  ursprünglichen  Wege  von  ^,  ^^  nach 
^',  ^'.,  entspringenden  Übergänge  wollen  wir  als  „primitive  Wege'' 
zwischen  den  äquivalenten  Wertepaaren  t,,  ^^  und  t,',  ^\  bez.  t.^,  t,^  und 
l\,  ^\y  bezeichnen. 

Von  den  primitiven  Wegen  gelangen  wir  im  Falle  eines  einfach 
zusammenhängenden  Netzes  N  zu  den  allgemeinsten  Wegen,  indem 
wir  der  Bahn  des  Punktes  ^o  noch  eine  heliehige  Anzahl  6  von  üm- 
länfen  um  den  NidlpunM  ^2=0  im  positiven  Sinne**)  anhängen.  Hierbei 
erfährt  nur  der  erste  Factor  von  tt^iO  ©ine  Änderung,  welche  man 
sofort  angiebt.  Ist  N  von  unendlich  hohem  Zusammenhange,  so 
können  wir  der  Bahn  von  t,  noch  umlaufe  um  Grenzpunktmengen  oder 
Grenzeurvcnscharen  anfügen.  Indessen  sehen  wir  von  der  hierin  liegen- 
den  Verallgemeinerung  ab;  denn  in  der  That  werden  wir  die  Wirkung 
eines  solchen  geschlossenen  Umlaufs  dadurch  bestimmen  können,  dass 
wir  nach  Maßgabe  der  correspondierenden  „secundären  MelatioiV"  die 
primitiven  Bahnen  der  an  letzterer  beteiligten  Erzeugenden  combi- 
nieren***). 

Unsere  Aufgabe  läuft  jetzt  im  wesentlichen  darauf  hinaus,  die 
Wirkung  des  im  Anfang  des  Paragraphen  festgelegten  Weges  von 
i;,  Co  nach  ^',  ^'.^  ^^^  ^ine  vorgelegte  Form  (p,i{t,-^,  t.^  zu  bestimmen. 
Handelt  es  sich  um  eine  elliptische  Substitution  U  [cf.  Formel  (6)  pg.  69], 
so  benutze  man  in  der  Umgebuns'  der  zugehörigen  Ecke  f  die  Dar- 
Stellung   (7)   pg.  69   für  g5,/(ti,  ^o)-     ^i^^    leichte    Untersuchung    zeigt, 

■nid       2inm 

dass   fpdi'Qi,   ^2)    nach  Ausführung  des  Weges  den  Factor  e       '  ' 

angenommen  hat.  Bei  einer  parabolischen  Substitution  [cf.  Formel  (5) 
pg.  65]   ist   die   analytische  Darstellung  (12)  pg.  70  zu   benutzen;   dabei 
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tritt  alsdann  der  Multiplicator  e  '  auf.  Von  hier  aus  entspringt 
dann  sofort  als  Hauptergebnis:  Vollziehen  tvir  eine  einzelne  Erzeugende  U 
vermöge  eines  Übergangs,  der  aus  einem  primitiven  Wege  durch  An- 
fügung von  o  Umläufen  des  Wertes  l^  um  seinen  Nullpunkt  entsteht, 
so  ändert  sich,  je  nachdem  U  elliptisch  oder  pardbolisch  ist,  die  einzelne 
automorphe  Form  (pd(ti}  ts)  ''w^  den  Multiplicator: 


*)  Dass  übrigens  die  Hinwegschiebungen  über  J  =  oo  und  tt=  0  stets  gleich- 
zeitig eintreten  müssen,  liegt  bereits  in  unseren  ursprünglichen  Festsetzungen  be- 
gründet, insofern  der  Wert  oc  für  ^^  unzugänglich  ist. 

**)  Umläufe  im  negativen  Sinne  werden  durch  negative  Werte  von  a  angezeigt 
sein. 

***)  Man    unterlasse    nicht,    sich    diese  Verhältnisse    an    den    Figuren    16,  19 
und  20  pg.  59  ft'.  im  einzelnen  recht  deutlich  zu  machen. 
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nid   ,   2inm    ,    „.      ,                                                          2tltm    ,^.      , 
; 1 -—  +  2inda  ; \-2irtd(7 

(p)       (i  =  e      '  '  bezw.        ^  =  e     '  , 

wofern  die  Form  in  der  zugehörigen  Ecke  e  ,  im  Fundamentalbereicli  gemessen, 
einen  Ntdlpimld  der  Ordnung  y  (Pol  der  Ordnung — ^|  aufiveist*). 

Die  Anwendung  dieses  allgemeinen  Theorems  auf  die  Prim-  und 
Grundformen  bietet  nun  keinerlei  Schwierigkeit  mehr.  So  haben 
wir  z.  B.  bei  der  zur  Ecke  s^  gehörenden  Grundform  Zt;{t,^,  t^  für  die 

Dimension  d  den  Wert    ,—  einzutragen;  die  Anzahl  m  ist  gleich    1   zu 

nehmen,  falls  die  Substitution  Uk  selber  ausgeübt  wird,  dagegen  muss 
man  m  =  0  setzen,  wenn  eine  der  (»  —  1)  übrigen  Erzeugenden  in 
ihrer  Wirkung  auf  Zk{^^,  ^2)  betrachtet  wird.  Bei  der  Schar  der 
Primformen  (5)  pg.  74  kann  man  stets  m  =  0  setzen. 


§  7.    Die  Grundformen  bei  den  Gruppen  der  Kreisbogendreiecke. 

Zur  Erläuterung  der  vorangehenden  allgemeinen  Erörterungen 
sollen  die  Formen  der  Kreisbogendreiecke  dienen,  d.  h.  die  automorphen 
Formen  derjenigen  Gebilde,  welche  durch  die  Signaturen  (0,  3;  Z^,  I.2,  J^) 
zu  charakterisieren  sind.  Wir  wollen  hierbei  vorübergehend  auch  die 
Gebilde  berücksichtigen,  welche  im  Sinne  der  pg.  21  benutzten  Sprech- 
weise aus  „elementaren''  automorphen  Functionen  bestehen. 

I.  Gruppen    der   regulären   Körper. 

Das  Interesse,  welches  hier  an  den  „Formen"  der  regulären  Körper 
genommen  wird,  gründet  sich  auf  den  Umstand,  dass  die  Sätze  über 
die  Dimension  der  zugehörigen  Grundformen  Z^,  Z.^,  Z^  und  deren  Ver- 
halten gegenüber  den  Gruppenerzeugenden  in  den  allgemeinen 
Theoremen  des  vorigen  Paragraphen  einen  gemeinsamen  Ausdruck 
finden. 

Was  zunächst  die  Dimensionen  angeht,  so  bezeichnen  wir  dieselben 
für  die  drei  Grundformen  stets  mit  d^,  d^,  d^,  während  wie  oben  v  die 
Dimension  der  Primformen  ist.  Mit  Hilfe  der  Formeln  (2)  und  (7) 
pg.  73  u.  ff.  berechnen  wir  uns  alsdann  leicht  die  folgende  Tabelle: 


*)  Bei  Formen  ganzzahliger  Dimension  bleiben  hiernach  beliebige  Umläufe 
des  Argumentes  J^  um  seinen  Nullpunkt  ohne  Wirkung,  was  auch  von  vornherein 
klar  ist. 
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Signatur 

V 

ch 

d. 

d^ 

Dieder 

(0,  3;  2,  2,  n) 

2n 

n 

n 

2 

Tetraeder 

(0,  3;  2,  3,  3) 

12 

6 

4 

4 

Oktaeder 

(0,3;  2,3,4) 

24 

12 

8 

6 

Ikosaeder 

(0,  3;  2,  3,  5) 

60 

30 

20 

12 

Dies  sind  nun  in  der  That  die  Grade  der  ganzen  rationalen  Formen 
Z^,  Z^,  Z^,  wie  sie  in  „Ikos."  pg.47ff.  berechnet  sind;  so  z.B.  haben 
wir  im  Falle  des  Oktaeders: 

wobei  die  unter  (8)  pg.  75  allgemein  in  Ansatz  gebrachte  Relation  nach 
„Ikos."  pg- 55  hier  im  speciellen  so  lautet: 

Zi^-^sH  108^3^=  0. 
Die   einzelne  Grundform  Z^tC^i?  ^2)    nimmt    nun    bei  Ausübung  der 
unimodidami  Erzeugenden   U  den  Multiplicator: 

(1)  (i  =  e        '  bezw.   ^  =  e       ' 

an,  je  nachdem  es  sich  um  Uk-  oder  eine  der  beiden  anderen  Erzeugen- 
den handelt.  So  finden  wir  z.  B. ,  dass  die  drei  Ikosaedergi-undformen 
gegenüber  allen  Erzeugenden  absolut  invariant  sind.  Von  den  Oktaeder- 
formen ist  jedoch  nur  Z.2  bei  allen  drei  U  absolut  invariant;  Z^  er- 
fahrt Zeichenwechsel  bei  U^  und  U^,  Z^  gleichfalls  bei  Z7j  und  U^.  In 
„Ikos.'*  pg.  57  und  55  sind  diese  Sätze  durch  directe  Ausrechnung 
gewonnen. 

Die  Grundformen  der  regulären  Körper  sind  erschöpfend  von 
Klein  in  der  Abhandlung  „Üljer  binäre  Formen  mit  linearen  Trans- 
formationen in  stell ''*)  aufgestellt.  Es  handelt  sich  dabei  um  dieselben 
Formen,  welche  in  den  Entwicklungen  von  Fuchs  über  algebraisch 
integrierbare  lineare  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung**)  als 
„Primformen"  bezeichnet  imd  imtersucht  werden. 


*)  Mathem.  Annalen  Bd.  9  (1875). 

**)  Vergl.  die  Arbeit  „Über  die  linearen  Differentialgleichnngen  zweiter  Ord- 
nung, tvelche  algebraiscJie  Integrale  besitzen,  und  eine  neue  Anwendung  der  hv- 
variantentJieorie."  Journ.  f.  Math.  Bd.  81  (1875). 
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IL  Parabolische   Rotationsgruppeu   vom    Geschlechte    uull. 

Der  Vollständigkeit  halber  verfolgen  wir  auch  kurz,  wie  sich 
unsere  allgemeinen  Erörterungen  im  Falle  der  drei  iiarabolischen  Ro- 
tationsgrappen  der  Signaturen  (0,  3;  2,  3,  6),  (0,  3;  2,  4,  4),  (0,  3;  3,  3,  3) 
gestalten.  Wir  hatten  diese  Gebilde  zunächst  ausgeschlossen,  weil  bei 
ihnen  v  =  c«o  wird;  in  der  That  aber  haben  wir  hier  mit  einfachen 
Verhältnissen  zu  thun,  wie  wir  etwa  am  Beispiele  des  ersten  Falles 
(0,  3:  2,  3,  6)  kurz  ausführen. 

Indem  wir  den  Grrenzpunkt  der  Gruppe  nach  ^  =  oo  legen,  können 
wir  die  unimodularen  homogenen  Substitutionen  in  die  folgende  Ge- 
stalt setzen: 

(2)  t[=e^i,+  ßt„     ^;=r^^2. 

Die  Folge  ist,   dass  der  Differentiationsprocess  (cf.  pg.  71)  jetzt  in 

dz    .  .         . 

j-  eine  „Function"  liefert,  welche  gegenüber  den  Operationen  der  „nicht- 
homogenen" Gruppe  abgesehen  von  multiplicativen  sechsten  Einheits- 
wurzeln unverändert  bleibt.  Die  Nullpunkte  und  Pole  dieser  Function 
im  Fundamentalbereich  (cf.  pg-71  ff.)  aber  zeigen,  dass  dieselbe  bis 
auf  einen  constanten  Factor  mit: 

(^  -  e^)h^  -  e,)^z  -  63)  6" 

identisch  ist,  wobei  wir  der  Einfachheit  halber  wieder  annehmen,  dass 
alle  drei  Werte  e  endlich  sind.  Wir  können  s  geradezu  so  gewählt 
denken,  dass  die  Gleichung  besteht: 

(3)  f.=i^-e,)k^-e.;)i(,-e,)l 

Umgekehrt  stellt  sich  alsdann  ^  als  Integral  erster  Gattung  des 
hier  zu  Grunde  liegenden  elliptisclmi  Gebildes  so  dar*): 


(4)  S=/j 


dz 


y{z-e,)\z-e,nz-e,Y 
Erwähnt  mag  noch  werden,  dass  die  Function; 


(5)  Ko=yf^ 


*  I  Dieses  elliptiscLe  Gebilde  entspricht  dem  automorphen  Gebilde  derjenigen 
Untergrui^pe ,  welche  aus  allen  parabolischen  Substitutionen  der  im  Texte  be- 
trachteten Gesamtgruppe  besteht. 
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bis  auf  einen  constanten  Factor  die  ^,> -Function  des  genannten  ellip- 
tischen Gebildes  vorstellt;  in  der  Tbat  transformiert  sich  das  Integi'al  (4) 
denn  auch  leicht  in  die  Gestalt: 

(U 


-\/e,-e-t^{fi^-e;) 


welche  von    der  Normalgestalt    des  Integrals  erster  Gattung    im    äqui- 
anharmonischen  Falle  nicht  mehr  wesentlich  verschieden  ist. 

III.  Gruppen  der  Kreisbogendreiecke 
mit  Hauptkreis. 

Bei  den  jetzt  zu  besprechenden  Gebilden,  welche  aus  höheren 
automorphen  Functionen  im  Sinne  von  pg.  29  ff.  bestehen,  ist  die  Di- 
mension V  der  Primformen  eine  im  allgemeinen  gebrochene  negative 
Zahl.     Setzen  wir  r  =  -  v' ,  so  hat  man  nach  (2)  pg.  73: 

(6)  T,+T,  +  \  +  l-^- 

Aus  dieser  Gleichung  entspringt  zunächst  die  Folgerung,  dass  es 
nur  endlich  viele  Fälle  mit  ganzzahligen  Werten  v'  giebt;  in  der  That 
findet  man  durch  directe  Discussion  der  Gleichung  (6),  dass  es  insgesamt 
98  Gebilde  der  Signatur  (0,  3;  l^,  l^,  k)  giebt,  deren  Primformen  ganz- 
zahlige negative  Dimensio)ien  v  haben. 

Stellen  wir  noch  die  weitergehende  Forderung,  dass  auch  die  drei 
Grundformen  von  ganzzahliger  negativer  Dimension  sein  sollen,  so  haben 
wir  diejenigen  Signaturen  (0,  3;  l^,  l,,  Q  auszusondern,  bei  denen  das 
kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache  von  l^,  k^,  l^  in  v'  aufgeht.  Je- 
doch soll  hierbei,  falls  eine  oder  mehrere  der  Zahlen  l^,  l^,  l^  gleich 
cx)  sind,  das  'kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache  der  endlichen 
Zahlen  l  gemeint  sein. 

Indem  wir  die  so  gedachten  Gebilde  hier  näher  betrachten  wollen, 
soll  jedoch  von  zwei  Gruppen,  die  mau  sofort  als  commensurabel  er- 
kennt, der  Einfachheit  halber  immer  nur  eine  zugelassen  werden. 
Der  Übergang  zu  den  Formen  der  anderen  Gruppe  ist  nämlich  dabei 
stets  durch  einfache  algebraische  Operationen  zu  vollziehen.  Wir  ge- 
langen so  insgesamt  noch  zu  zehn  Gebilden,  die  wir  hier,  nach  zu- 
nehmender Dimensionenzahl  v  geordnet,  zusammenstellen  wollen;  wir 
geben  dabei  in  tabellarischer  Übersicht  gleich  auch  die  Anzahlen 
^1,  cl^,  ds  der  Dimensionen  der  zugehörigen  Grundformen  an: 
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Signatur 

—  V 

-d. 

-d. 

-  d^ 

(0,  3;  2,  3,  7) 

84 

42 

28 

12 

(0,  3;  2,  3,  8) 

48 

24 

16 

6 

(0,  3;  2,  4,  5) 

40 

20 

10 

8 

(0,  3;  2,  3,  9) 

36 

18 

12 

4 

(0,  3;  2,  3,  10) 

30 

15 

10 

3 

(0,  3;  2,  3,  12) 

24 

12 

8 

2 

(0,  3;  2,  4,  6) 

24 

12 

6 

4 

(0,  3;  2,  3,  18) 

18 

9 

6 

1 

(0,  3;  2,  3,  oo) 

12 

6 

4 

12 

(0,  3;  2,  4,  12) 

12 

6 

3 

1 

Im  Falle  der  Modulfunctionen,  der  hier  an  der  vorletzten  SteUe 
eingeordnet  ist,  wurde  als  dritte  Grundform  ^3(^1,  ^9)  die  in  der  be- 
treffenden Ecke  des  Fundamentalbereichs  verschwindende  Primform 
gewählt. 

Für  die  Bestimmung  der  JShdiiplicatorm  fi,  welche  die  einzelne 
Grundform  gegenüber  den  unimodularen  Erzeugenden  U^,  ü^,  TJ^  an- 
nimmt, gelten  wieder  die  am  Schlüsse  von  §  6  pg.  78  gemachten  Vor- 
schriften. Im  Falle  der  Modulgruppe  sind  die  drei  Grundformen  der 
Dimensionen  —  6,-4,  —  12  die  wohlbekannten,  in  „M."  I  pg.  118  ff. 
durch  g^{f<''i,  0-^2)7  ^'o'"'?  f'2);  ^{^'''xf  '•  2)  bezeichneten  Modulformen; 
dieselben  sind  gegenüber  den  unimodularen  Erzeugenden  Z7j,  ü^,  Cg 
absolut  invariant  (cf  „M."I  pg.  118).  Übrigens  aber  wolle  man  sich  von 
dem  merkwürdigen  Satze  überzeugen:  Ausser  den  drei  Modidformen 
^2;  g^,  ^  sind  es  nur  noch  die  drei  Grundformen  des  Gebildes  von  der 
Signatur  (0,  3;  2,  3,  7),  ivelclie  gegenüber  allen  drei  erzeugenden  Suh- 
stitutionen  ü^,  U^,  C/g  absolut  invariant  sind.  Invarianz  bis  auf  Zeichen- 
wechsel liegt  in  den  drei  Fällen  (0,  3;  2,  3,  8),  (0,  3;  2,  4,  5), 
(0,  3;  2,  4,  6)  vor. 

Wir  schliessen  noch  ein  paar  historische  Notizen  an.  Schwarz 
hat  bei  seinen  Untersuchungen  zwar  sehr  wohl  die  Dreiecksnetze  mit 
Hauptkreis  gekannt,  aber  seine  mit  der  Aufstellung  der  Grundformen 
zusammenhängenden    analytischen    Entwicklungen    beziehen    sich   noch 
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nicht  auf  diese  Dreiecksnetze.  Der  erste,  der  die  Grundformen  der 
fragliclien  Gebilde  (wenn  aueli  noch  nicht  in  ihrer  einfachsten, 
beim  Gebrauch  binärer  Variabelen  gj,  ^2  eintretenden  Gestalt)  auf- 
gestellt hat,  ist  Halphen*)  gewesen.  Unmittelbar  darauf  hat  als- 
dann Poincare**)  sogleich  für  beliebige  Gebilde  des  Geschlechtes 
null  auf  Grund  seiner  Reihen  eine  Theorie  der  Grundformen  ent- 
wickelt. Jedoch  sind  auch  diese  Entwicklungen  in  nicht -homogener 
Gestalt  gegeben,  wie  schon  pg.  55  bemerkt  wurde.  Den  Gebrauch 
der  binären  Variabelen  t^,  ^o  ^^  der  homogenen  Formen  haben, 
wie  gleichfalls  pg.  55  erwähnt  wurde,  Klein  und  Ritter  consequeut 
durchgeführt. 

§  8.    Die  eindeutigen  automorphen  Formen 
und  ilire  Multiplicatorsysteme. 

Die  Prim-  imd  Grundformen  sind,  wie  wir  z.B.  im  Falle  der 
Gruppen  der  Kreisbogendreiecke  soeben  gesehen  haben,  nur  in  wenigen 
Fällen  von  ganzzahliger  Dimension.  Diese  Formen  sind  demnach, 
obschon  sie  beständig  unverzweigt  sind,  keineswegs  immer  eindeutige 
automorphe  Formen  (cf.  pg.  67).  Gleichwohl  werden  die  Prim-  und 
Grundformen  für  die  Betrachtung  der  eindeutigen  automorphen  Formen, 
zu  denen  wir  uns  jetzt  hinwenden,  die  Grundlage  abgeben. 

An  die  Spitze  ist  folgende  Definition  zu  stellen:  Eine  ni  einer  vor- 
liegenden Gruppe  r  des  Geschlechtes  })  =  0  gehörende  unverziveigte  auto- 
morphe Form  (pd(^i,  ^2)  f^^'*  ganzzaUigen  Dimension  d  soll  als  eine 
„eindeutige"  automorphe  Form  lezeichnet  iverden,  falls  der  zu  irgend 
einer  einzelnen  SuUtitution  U  der  Gruppe  gehörende  Multiplicator  n 
der  Form  stets  ein  und  derselbe  ist,  ivelchen  innerhalb  des  Bereiches  zu- 
lässiger Werte  ^1,  ^2  gelegenen  Weg  die  Argumente  ^^,  ^2  auch  bei  Aus- 
übung der  Substitution  beschreiben  mögen. 

Die  nächste  Frage  würde  sein,  ob  vielleicht  jerZe  automorphe  Form, 
die  unverzweigt  und  von  ganzzahliger  positiver  oder  negativer  Dimension 
ist,  eindeutig  ist.  In  der  That  ist  dies  der  FaU,  wenn  das  Polygon- 
netz N  eine  Grenzcurve  besitzt  und  also  einfach  zusammenhängend  ist. 
Wir  überzeugen  uns  hiervon  leicht  durch  eine  Betrachtung,  wie  wir 
sie  schon  pg.  75  ff.  auszuführen  hatten.  Verstehen  wir  nämlich  unter 
^  =  ß;^  :  c^^  irgend  einen  speciellen  Wert,  so  haben  wir  in: 

*)  „Sur  les  fonctions,  qui  proviennent  de  Ja  serie  de  Gauss",  Comptes  rendus, 
Bd.  92  (1881). 

**)  In  der  Abhandlung  „3Umoire  sur  les  fonctions  fuchsiennes" ,  Acta  mathe- 

matica  Bd.  1  (1882). 
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eine  Function  von  t,  die  im  einfach  zusammenhängenden  und  nirgends 
über  sich  selbst  hinübergreifenden  Bereiche  N  unverzweigt  und  also 
eindeutig  ist.  Da  aber  der  Factor  (tia^—  ^2^^i)~''  wegen  des  ganz- 
zahligen Wertes  d  eindeutig  ist,  so  besteht  in  der  That  der  Satz:  Bei 
ehier  Gruppe  F  mit  einfach  msammenhäitgendem  Netze  N  ist  jede  imver- 
zweigte  automorphe  Form  „ganzzahliger"  Dimension  d  eine  „eindeutige" 
Form. 

Bei  der  weiteren  Entwicklung  des  Begriffs  der  eindeutigen  auto- 
morphen Formen  werden  wir  nun,  sofern  nicht  ausdrücklich  das 
Gegenteil  gesagt  wird,  zunächst  allein  den  Fall  eines  einfach  zusammen- 
hängenden Netzes  N  in  Betracht  ziehen.  Die  Rücksichtnahme  auf 
„secundäre"  Relationen  zwischen  den  Erzeugenden  L\,  U^,  •  ■  ■,  U„, 
welche  bei  mehrfach  zusammenhängenden  Netzen  N  eintreten,  wird 
allerdings  in  den  concreteu  Fällen,  die  wir  unten  betrachten  werden, 
keinerlei  Schwierigkeit  darbieten.  Aber  für  die  „allgemeine"  Inbetracht- 
nahme  der  secundären  Relationen  fehlt  uns  eine  systematische  Theorie 
der  Discontinuitätspolyeder,  von  welcher  in  der  That  in  Bd.  I  Abstand 
genommen  wurde. 

Wir  betrachten  jetzt  die  Multiplicatoren  der  Formen  y^ (^5,^.2) 
für  beliebige  Substitutionen  der  unimodularen  homogenen  Gruppe,  wie 
dies  in  allgemeiner  Gestalt  zuerst  von  E.  Ritter  in  der  pg.  55 
genannten  Abhandlung  gethan  wurde.  Als  erster  Satz  ergiebt  sich:  Bei 
einer  vorgelegten  eindeutigen  Form  (pa  (^1,  t^)  der  zu  Grunde  liegen- 
den Gruppe  r  mögen  den  beiden  Operationen  U  und  U'  die  Mul- 
tiplicatoren (ji  und  ^'  entsprechen;  dann  wird  der  durch  Combination 
aus  ü  und  U'  entspringenden  Substitution  UV  offenbar  der  Multi- 
plicator  fi  •  ß'  zugehören.  Gegeniiber  der  Comhination  der  Operation  der 
homogenen  Gruppe  F  multiplicieren  sich  die  zugehörigen  3Iultiplicatoren. 

Den  n  Erzeugenden  t^j,  U»,  .  .  .,  Un  mögen  jetzt  die  Multiplicatoren 
Ui,  ,«2,  .  .  .,  ftrt  entsprechen.  Einer  beliebigen  Substitution  der  Gruppe 
würde  alsdann  der  Multiplicator: 

(1)  K^-/^r-K^---K" 

zugehören,  wo  die  Exponenten  u  irgend  welche  positive  oder  negative 
ganze  Zahlen  oder  auch  0  darstellen.  Nun  aber  muss  der  identischen 
Substitution  1  der  Multiplicator  1  und  der  Substitution  —  1  der 
Multiplicator  (—  1)''  zugehören.  So  oft  wir  also  aus  den  Erzeugenden 
U^,  ZJg,  .  .  .,  Un  eine  der  Substitutionen  +  1  herstellen  können,  muss 
der  correspondierende  Multiplicator  (1)  gleich  (^-f  1)'  sein.    Die  wesent- 
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lieh  verschiedenen  Arten,  aus  den  U^,  l^,  ■  ■  ■,  V„  eine  der  Substitutionen 
+  1  zu  erzeugen,  werden  aber  durch  die  Relationen: 

geliefert  (cf.  pg.  64  ff.),  wo  jedoch  unter  den  n  ersten  Gleichungen  alle 
diejenigen   weg-fallen  sollen,   welche   parabolische  U  haben.     Bezeichnen 

wir  jUi,  |U2 ,  ^n  als  das  ,,Multiplicatorx^jsicm''  der  Form  (pd{tx,  tt),  so 

haben  wir  den  wichtigen  Satz:  Jedes  hei  den  eindeutigen  automorphen 
Formen  der  Dimension  d  auftretende  Miütiplicatorsystem  befriedigt  die 
Relationen: 

(3)  ^i.  =  (-  1)'^,    (X'i  =  (-  1)",    •■  •,.«!"  =  (-  1)",    Mx  -^2  •  •  .  ^«  =  (-  l)"'. 

tvo  natürlich  unter  den  n  ersten  Relationen  ivieder  diejenigen  auszulassen 
sind,  ivelche  Multiplicateyren  paraholiseher  Substitut ionen  enthalten. 

Von  der  Zahl  d  kommt  hier  offenbar  einzig  in  Betracht,  ob  sie 
gerade  oder  ungerade  ist.  Unterscheiden  wir  demnach  .,3Iultiplicatorsijsteme 
für  gerade  bez.  ungerade  Dimension",  so  haben  wir  das  Resultat:  Die 
Multiplicatorsysteme  für  gerade  Dimension  befriedigen  die  Relationen: 

(4)  n\  =  1,  ii'^  =  1,  •  •  .,  «^"  =  1,     .t^l  \"2 \"3  •••."«=  1, 
diejenigen  für  ungerade  Dimension  aber  die  folgenden: 

(5)  fi'^  =  -  1,  u!;  =  -  1,  .  .  .,  a'^n  =  -  1,     itii -.ua  .  .  .  (X,,  =  (-  1)". 

Ist  h  eine  endliche  Zahl,  d.  h.  ist  Uk  elliptisch,  so  ist  hiernach  u-- 
eine  Einheitswurzel  des  Grades  h  bez.  2?;..: 


in  —- 


(6)  ^k=e       '"  für     r/  =  0(mod.  2), 

2'it  +  l 


in 


(7)  ,ai.=  e  ''■'         für     d  =  l  (mod.  2), 

wobei  in  jedem  Falle  vi,  als  eine  ganze  Zahl  aus  der  Reihe  0,  1,  2,  ..., 
{k  —  1)  angenommen  werden  kann.  Ist  h-  =  oo,  d.  h.  haben  wir  eine 
paraboHsche  Substitution  f4,  so  braucht  zunächst  keine  Potenz  von  ^,. 
mit  +  1  oder  —  1  identisch  zu  sein.  Jedoch  bleiben  wir  mit  imseren 
Festsetzungen  von  pg.  70  in  Übereinstimmung,  indem  wir  bestimmen, 
dass  fortan  auch  bei  einer  parabolischen  Erzeugenden  Uk  der  Multipli- 
cator  Uvt  eine  Einheitswurzel:  r^. 

(8)  ."i-  =  c      'k 

sein  soll;  hierbei  soll  l\  irgend  eine  endliche  ganze  Zahl  bedeuten,  und 
vu  wird  eine  Zahl  aus  der  Reihe  0,  \,2,  ..  .,  {l\.-  1)  sein. 

Natürlich  müssen  die  ^„^,,.  .  .,pin  auch  noch  der  letzten  Relation 
(4)  bez.  (5)  genügen,  worauf  wir  gleich  zurückkommen. 
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Irgend  ein  System  /Ui,  ^^,  .  .  .,  /ii„,  welches  den  Relationen  (4) 
bez.  (5)  genügt,  sowie  nötigenfalls  den  Festsetzungen  (8)  entspricht,  soll 
als  ein  „theoretisch  mögliclics^'  Multiplicatorsystem  bezeichnet  werden, 
wobei  die  Frage,  ob  diesem  System  auch  automorphe  Formen  qPd(^i,  ^g) 
zugehören  mögen,  einstweilen  unentschieden  bleibt. 

Die  Hauptfrage  wird  zunächst  diejenige  nach  der  Anzahl  aller 
theoretisch  möglichen  Multiplicatorsysteme  bei  gegebener  Gruppe  F  sein. 
Für  die  Beantwortung  dieser  Frage  wird  folgende  Überlegung  grund- 
legend. Hat  man  in  ju^,  yi^,  .  .  .,  ^i„  und  (i\,  ^\,  .  .  .,  a'„  irgend  zwei 
theoretisch  mögliche  Multiplicatorsysteme,  so  hat  man  in: 

wiederum  ein  solches  Multiplicatorsystem.  Bezeichnen  wir  die  beiden 
gegebenen  Systeme  symbohsch  durch  M  und  M',  so  mag  das  durch 
Multiplication  entspringende  System  (9)  symbolisch  als  Product 
M"  =  M-M'  geschrieben  werden.  Natürlich  ist  M'-M  =  M-M';  und  man 
hat  in  M"  ein  System  für  gerade  Dimension,  falls  M  und  M'  entweder 
beide  zu  gerader  Dimension  oder  beide  zu  ungerader  Dimension  ge- 
hören, während  im  anderen  Falle  M"  ein  Multiplicatorsystem  für  un- 
gerade Dimension  darstellt.  Wir  bemerken  endlich,  dass  das  besondere 
Multiplicatorsystem : 

(10)  ^i  =  1,  fi^  =  1,  .  .  .,  (i„=  1 

als  zu  gerader  Dimension  d  gehörig  in  jedem  Falle  auftritt. 

Die  soeben  gewonnenen  Resultate  gestatten  nun  in  der  Sprechweise 
der  Gruppentheorie  folgende  Formulierung:  JDie  gesamten  hei  unserer 
Gruppe  r  theoretisch  möglichen  3Iultiplicatorsysteme  M^,  M^,  M^,  .  .  . 
bilden  gegenüber  Multiplication  eine  Abel' sehe  Gruppe;  dabei  handelt  es 
sich  entweder  um  laider  Systeme  für  gerade  Dimension  d,  oder  die 
Multiplicatorsysteme  für  gerades  d  bilden  in  der  gesamten  AbeVschen 
Gruppe  eine  Untergruppe  des  Index  ztvei.  Unter  M^  verstehe  man  dabei 
das  System  (10),  welches  man  symbolisch  auch  durch  M^  =  1  be- 
zeichnen wird. 

Die  Anzahl  aller  Systeme  1,  M^,  Mg,  .  .  .  und  damit  die  Ordnung 
der  fraglichen  Abel'schen  Gruppe  soll  in  den  folgenden  Paragraphen 
bestimmt  werden.  Es  wird  sich  dabei  um  eine  arithmetische  Unter- 
suchung handeln,  welche  für  den  Ausbau  der  Theorie  der  eindeutigen 
automorphen  Formen  von  gi'osser  Bedeutung  ist. 
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§  9.    Die  Anzahl  aUer  Mialtiplicatorsysteme  M 

bei  gegebener  Gruppe  F. 

Bei  der  Bestimmung  der  Anzahl  aUer  Systeme  M,  die  bei  unserer 

zu  Grunde  liegenden  Gruppe  F  theoretisch  möglich  sind,  hat  man  drei 

Fälle   zu   unterscheiden,   von   denen   sich   die   beiden   ersten  sehr  leicht 

erledigen  lassen. 

I.  Vnter  den  Erzeugenden  U„  U„  .  .  .,  U„  kommen  wenigstens 
zivei  paraholisclie  Substitutionen  vor. 
Unter  den  n  Substitutionen  U^,  U,,...,  Un  seien  insgesamt  n'^2 
parabolische  enthalten.  Die  übrigen  (w  -  n')  Substitutionen  ü,  werden 
alsdann  elliptisch  sein,  und  für  die  einzebie  derselben  ist  ^i,  durch  (6) 
bez  (7)  po-.  85  auf  7,  unterschiedene  Möglichkeiten  eingeschränkt.  Man 
wähle  nu^,  je  nachdem  ^  =  0  oder  =  1  (mod.  2)  ist,  nach  (6)  bez.  (7) 
pg.  85  ein  beliebiges  System  von  Multiplicatoren  für  die  elliptischen 
Erzeucrenden;  hierbei  hat  man  die  Auswahl  unter  einer  endlichen  An- 
zahl v^on  Combinationen.  Die  noch  übrig  bleibenden  n[  Multiplicatoren 
der  parabolischen  Erzeugenden  müssen  alsdann  in  Übereinstimmung 
mit  der  letzten  Relation  (4)  bez.  (5)  pg.  85  als  irgend  .v  eiche  Emheits- 
wurzehi  gewählt  werden.  Offenbar  darf  man  (n'  -  1)  dieser  Emheits- 
wurzehi  willkürlich  bestimmen,  worauf  die  letzte  aus  der  fraglichen 
Relation    eindeutig    berechenbar    ist:     Sind   unter   den   n   Erzeugenden 

U     u xj^  insgesamt  n'  ^  2  parabolische    Suhstitutionen  enthalten, 

so'gieU    es   sowohl    für  gerade   als    für    ungerade    Dimension    oo-'-' 
Midtiplicatorsysteme. 

n.   Unter  den  Erzeugenden  U„  U„  .  . .,  U.  ist  nur  eine 
paraholische  Substitution  enthalten. 

Es  mögen  ü„  U.-,,  ...,Un-i  elliptisch  sein,  während  ü-,,  die  eine 
im  vorliegenden  Erzeugendensystem  enthaltene  parabolische  Substitution 
ist  Hier"  haben  wir  nun  zunächst  sowohl  für  gerades  als  auch  für  un- 
gerades d  je  k-h--  L-.  Systeme  u„  ^„  . . .,  l^n-u  Der  Multiplicator  f.„ 
ist  aber  jedesmal  aus  den  (i„  1^,,  ■  ■ -,  ^n-i  vermöge  der  letzten 
Relation  (4)  bez.  (5)  pg.  85  eindeutig  berechenbar.  Ist  unter  den  Er- 
zeugenden U„  U„  ...,  Un  die  Uzte  f7„  die  einzige  parabolische,  so  giebt 
es  insgesamt  21,-1.  ■■■L-i  verschiedene  Multiplicatorsysteme ,  von  denen 
die  Hälfte  zu  geradem,  die  andere  Hälfte  zu  ungeradem  d  gehört. 
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III.  Die  Erzeugenden  l\,  U^,  . .  .,  U„  sind  sämtlich  elliptisch. 

Hier  sind  etwas  weitergehende  Entwicklungen  erforderlich;  wir 
betrachten  zunächst  einzig  den  Fall  fZ  =  0  (mod.  2). 

1.  Anzahl   der  Multiplicatorsysteme  für   gerade  Dimension  d. 

Die  gruppentheoretische  Sprechweise  vom  Schlüsse  des  vorigen 
Paragraphen  soll  jetzt  in  Benutzung  genommen  werden.  Wir  be- 
zeichnen die  Abel'sche  Gruppe  aller  theoretisch  möglichen  Multiplicator- 
systeme mit  geradem  d  symbolisch  durch  \J^,  l^,  .  .  .,  /„];  die  Ordnung 
der  Gruppe  [l^,  I.2,  .  .  .,  l„]  haben  wir  zu  bestimmen. 

Die  Multiplicatoren  haben  jedenfalls  die  Gestalt: 

(1)  2/rt-i  2/7t-2-  2tn—- 

^  ^  fi^  =  e       '' ,  |u.2  =  e       '^,  .  .  ..  fi„=  e       'n . 

Um  aber  der  letzten  Relation  (4)  pg.  85  zu  genügen,  haben  wir 
die  ganzen  Zahlen  v,,  v^,  .  .  .,  v„  derart  zu  wählen,  dass: 


^+t  +  ---  +  T, 


=  G 


wird,  wo  G  irgend  eine  ganze  Zahl  ist.  Eine  Abänderung  von  Vk  um 
ein  ganzzahliges  Multiplum  von  li-  hat  keine  Abänderung  des  Multiplicator- 
systems  (1)  zur  Folge.  Es  wird  demnach  keine  Einschränkung  der 
Allgemeinheit  sein,  wenn  wir  G  =  0  nehmen.  Die  von  den  v/,-  noch 
zu  fordernde  Bedinguncf  nimmt  daraufhin  die  Form  an: 


Vn 


(2)  ^  +  ^  +  ...  +  ^==0. 

Es  gilt,  die  Anzahl  der  Lösungen  v^,  v^,  .  .  .,  v„  dieser  diophan- 
tischen  Gleichung  aufzustellen.  Als  nicht  verschieden  werden  dabei 
zwei  solche  Lösungen  v^,  v^,  .  .  .,  v„  und  v\.  v\,  .  .  .,  v'„  gelten,  bei 
denen: 

v'i  =  i^j(mod.  Ij),  i/'g^^aC^od-  ^-i)}  ■  •  -y  v'n^Vn{oiodi.  l„) 
zutrifft. 

Das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  von  ?^,  1=,,  .  .  .,  l„  —  i  heisse  L„. 
Den  gi'össten  gemeinsamen  Teiler  von  /„  und  i„  nenne  man  s„  und  setze 
?«=s«-^/M  wo  t„  alsdann  relativ  prim  zu  L„-s~^  sein  wird.  Aus  (2) 
folgt: 

und  da  hier  die  {11  —  1)  ersten  Glieder  ganzzahlige  Werte  haben,  so 
ist  Vn  durch  tn  teilbar.  Wir  schreiben  dieserhalb  !>„  =^  n  -f^,  unter  u 
eine  ganze  Zahl  verstanden. 
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Es   existieren   nun    insbesondere    Lösungssysteme    v^,    v^,  .  ■  ■    mit 
i(  =  1.     In  der  That  ist  die  Grleichung: 

durch  ganze  Zahlen  v^,  v^,  .  .  .,  v„-i  lösbar,  da  die  {n  —  1)  links  in 
den  Klammern  stehenden  Ausdrücke  ganze  Zahlen  ohne  einen  allen 
gemeinsamen  Factor  >  1  darstellen. 

Merken    wir    demgemäss    als    ersten    Satz    an:    Bei    den    zu   den 
3Mtiplicatorsijstcmcn  M  miserer  Gruppe  [\,  l^,  .  .  .,  L]  gehörenden  Zalü- 
systemen  v^,  v,,  .  .  .,  v^  ist  v„  stets  durch  t„  teilhar;  im  specielten  limnen 
wir  ein  Zahl  System: 
(3)  vf\  vf,  .  .  .,  7/°Li,  t» 

herstellen,  dessen  Multiplicatorsystem  W^^  heissen  möge. 

Die  Combination  zweier  Systeme  M  und  M'  wird  nun  dadurch  voll- 
zogen, dass  wir  die  Zahlensysteme  v^,  v^,  .  .  .,  v„  und  v\,  v^,  .  .  .,  v  n 
additiv  zu  v^+ v\,  ro+v'o,....  Vn+v'n  verbinden.  Somit  hat  das 
Multiplicatorsystem  (M ("))'"  ein  durch  l„  teilbares  Vn  und  wird  demnach 
zur  Gruppe  \1„  h,  .  .  .,  l„-i\  gehören.  Ist  bei  einem  beliebigen  M  die 
Zahl  Vn=  n  •  t,,,  so  gehört  M  •  (M^)-"  der  gleichen  Gruppe  [li,l2,..  ■,  ?«-i] 
an.  Hiermit  ist  ein  inductiver  Weg  zur  Bestimmung  der  Gruppen- 
ordnung vorgezeichnet.  Wir  haben  nach  bekannten  Sätzen  über  Abel'- 
sche  Gruppen  zunächst  das  Ergebnis:  Bie  Ordnung  der  AheV sehen 
Gruppe  [1^,  l^,...,  /«]  ist  gleich  dem  s„- fachen  der  Ordnung  der 
Gruppe  [?i,  1.2,.  .  .,  In-i]- 

Wir  verabreden  nun  folgende  Bezeichnungsweise.  Der  grösste  ge- 
meinsame Teiler  der  beiden  Zahlen  h,  h  heisse  6^',  die  grösste  in  /,, 
h,  Im  zugleich  aufgehende  ganze  Zahl  nenne  man  dam  iind  benutze 
auch  für  vier,  fünf  etc.  Zahlen  1  die  entsprechende  Bezeichnung. 

Die  Ordnung  der  Gruppe  [1,]  ist  gleich  1.  Für  die  Gruppe  [li,lo] 
ist  S.2  mit  dem  grössten  gemeinsamen  Teiler  ^^2  von  1^  und  1^  iden- 
tisch; die  Ordnung  der  letzteren  Gruppe  ist  somit  d^^.  Um  für  die 
Gruppe  [\,kJ^]  den  gTÖssten  gemeinsamen  Teiler  s^  der  Zahl  l^  und 
des  kleinsten  gemeinsamen  Multiplums  L^  von  1^  und  l.^  zu  bestimmen, 
verfährt  man  nach  der  „Methode  des  Ausscheidens  und  Hinzufügens" 
folgendermaßen:  Der  grösste  gemeinsame  Teiler  von  1^  und  1^  ist  8^^, 
der  von  l^  und  l^  ist  ö,,.  Im  Producte  d,,-ö,^,  ist  der  gemeinsame 
Teiler  ^^23  aller  drei  Zahlen  1^,1^^  h  zweimal  mitgerechnet.  Entfernen 
wir  ihn  einmal  durch  Division,  so  haben  wir  im  ^^^-^  den  gesuchten 
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grössten    gemeinsamen    Teiler  s-^  von  J^  und  L.^.     Es    folgt:    Die  Ord- 
nimg der  Gruppe  L^?  ^2?  ^al  ^^"^  gleich: 

/■  i\  "12    "18  '"28 

w  — d 

"12s 

Es  ist  leicht,  die  hierin  zu  Tage  tretende  Regel  zu  verallgemeinem. 
Der  grösste  gemeinsame  Teiler  s„  von  1„  und  dem  kleinsten  gemein- 
samen Multipluni  L„  der  Zahlen  Ijfly,  ■  •  -fh  —  i  stellt  sich  für  n  =  4,  b,  .  .  ., 
sowie  allgemein  so  dar: 


(5) 


«4  = 

^14^24^34^1234  ^ 

"l24"lS4"2S4 
^15  ^25  ^83  *43  ^1  235  ^1245  ^1343  ^2345  ^ 
^123  ^135  ^143  ^235  '»243  *345  ^^12843 

s„  = 

"m"  '     "w  — l,  n  "128«  ■  ■  "n  — s,  « —  2,  n  — 1,  «"l2S45«  '  ■ 

"l2n'  ■  ■"«  — 2,1  —  i,n"i28  4/i'  ■  ■"«  — 4,n  —  s,n  —  2,  «  —  l,»' 

Statt  aber  beim  Aufbau  dieser  Formeln  synthetisch  nach  der 
Methode  des  Ausscheidens  und  Hinzufügens  zu  verfahren,  ist  folgender 
directe  Beweisgang  weit  überzeugender. 

Die  im  Ausdruck  von  s„  oberhalb  und  unterhalb  des  Bruchstrichs 
stehenden  Factoren  d  sind  ausschliesslich  aus  solchen  Primfactoren  zu- 
sammengesetzt, die  auch  in  I^  aufgehen.  Es  sei  q  ein  einzelner  dieser 
Primfactoren  und  q"  die  höchste  in  ]„  aufgehende  Potenz  desselben. 
Der  für  s„  angegebene  Ausdruck  hängt  von  den  Zahlen  l^,!^,  .  .  .,ln  —  i 
symmetrisch  ab  und  wird  somit  bei  einer  anderen  Anordnung  dieser 
Zahlen  unverändert  bleiben.  Von  diesem  Umstände  machen  wir  in 
folgender  Weise  Gebrauch.  Es  sei  q'^t  die  höchste  in  h  aufgehende 
Potenz  von  q,  wo  A'  =  1,  2,  3,  .  .  .,  m  —  1  genommen  werden  soll;  wir 
denken  uns  alsdann  die  (ti  —  1)  Zahlen  l  so  angeordnet,  dass 

«!>  «2^  ^3^  "  '  ^  ^n  —  1 

zutrifft.  Die  Folge  ist,  dass  die  in  d...,k,n  enthaltene  Jiöchste  Potenz 
von  q  unahhängig  davon  wird,  ivie  viele  und  ivelche  Indices  hei  d  ...,k,n 
den  beiden  letzten  h,  n  voraufgehen.  Wir  nennen  diese  höchste  Potenz 
von  q  etwa  q'^'-^  offenbar  hat  man  ßk=  «a,  falls  c^a^^  ß  ist,  und  /3a.  =  a, 
falls  Ca  >  c  zutrifft. 

Man  schreibe  jetzt  den  Ausdruck  für  5,,  so: 

^„-.  j,  "2«  ■  ■  ■  "» — 1,  n"l23  »  ■  ■  ■  "n — 3,  n  —  2,w — 1,  n'  '  ' 

(0)  S„=  di„ ^ ^ T 

"12 n  ■  ■  ■  "n  —  2,  « — 1,  n  "1284«  ' 

Hier  zähle  man  zunächst  oberhalb  des  Bruchstrichs  diejenigen 
Factoren   ab,    welche   q  in    der  höchsten  Potenz  ^'*+^  enthalten.       Es 
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handelt  sich    also    um    die  Anzahl   der  Factoren  d...,k  +  i,n,    wobei  Ä; 
eine  bestimmte  Zahl  aus  der  Reihe  1,2,.  ..,n- 2  ist.     Unter  den 

O2  n  j  •   •   •  )  0,1  —  1,  n 

kommt   ein   solcher  Factor  vor,   unter   den   di^^n,  ■  ■  ■,  ^n-s,n  —  2,n  —  i,n 
aber  (   )  u.  s.  w.;  die  Gesamtzahl  der  gesuchten  Factoren  ist: 

(7) '       i+(i)+a)+(6)+-- 

Analog    findet    man    als    Anzahl    der  Factoren    mit    der    höchsten 
Potenz  /*+!  im  Nenner  der  rechten  Seite  von  (6): 


CO +(3) +(5)^(7)+ 


Diese  Zahl  ist  aber  mit  der  unter  (7)  gegebenen  Anzahl  identisch. 
Nehmen  wir  somit  der  Reihe  nach  /.•  =  1,2,...,  n  -  2,  so  folgt,  dass 
sich  in  (6)  rechter  Hand  aus  dem  mit  ö^n  multiplicierten  Bruche  alle 
Factoren  g  gerade  vollständig  fortheben  lassen. 

Nunmehr  beachte  man,  dass  (f^  gerade  auch  die  höchste  in  X„ 
enthaltene  Potenz  von  q  ist.  Der  erste  Factor  d^n  auf  der  rechten 
Seite  von  (6)  liefert  somit  gerade  die  richtige  Potenz  q^^  für  s„. 

Da  diese  Betrachtung  für  jeden  beliebigen  Primfactor  q  von  l^ 
gilt,  so  ist  die  Richtigkeit  des  unter  (5)  gegebenen  Ausdrucks  von  Sn 
thatsächlich  dargethan. 

Hiermit  sind  wir  umnittelbar  am  Ziele:  Die  Anzahl  der  theoretisch 
mö(jlichen  Midtiplicatorsijsteme  für  gerade  Dimension  d  ist  im  Falle 
von  lauter  eUiptiscJim  Erzeugenden  für  n  =  3,  4,  .  .  .,  soivie  allgemein 
gegeben  durch: 


(8) 


^,,0  ^123^124^134^234 


d\iS^li4:---^n—i,n-l,  n  ^12345-  '  "  *«-4,  n-S,  n-2,  «-1,  » 


2.   Anzahl   der  Multiplicatorsysteme 

für  ungerade  Dimension  d. 

Die    Anzahl    der    theoretisch    möghchen   Multiplicatorsysteme    für 

ungerade    Dimension   d    ist   entweder    mit    der    unter    (8)    bestimmten 

Anzahl  identisch,  oder  es  giebt  überhaupt  für  ungerades  d  kern  Multi- 

*)  Die  im  Texte  gegebene  Bestimmung  der  Anzahl  aller  Multiplicatorsysteme 
für  gerades  d  ist  erst  neuestens  vom  Verf.  durchgeführt  worden  und  wird  hier 
zum  ersten  Male  mitgeteilt. 
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plicatorsystem.  Zur  Entscheidung  über  diese  Alternative  ziehen  wir 
die  in  (7)  pg.  85  gegebenen  Gestalten  der  Multiplicatoren  ^^,  .  .  ..  fi^ 
heran.  Die  hierbei  benutzten  ganzen  Zahlen  v^^,  v^,  .  .  .,  v„  müssen  zur 
Befriedigung  der  letzten  Relation  (5)  pg.  85  in: 

(9)  1^  +  1^+. ..+  i^=^ 

/j  /j  In 

eine  ganze,  mit  n  modulo  2  congruente  Zahl  G  liefern. 

Sind  alle  Zahlen  /j,  ...,?»  ungerade,  so  befriedigen  wir  diese 
Forderung  in  der  That  durch: 

(10)  vj=-i-^,      ^2=  j___, .  .  .,  v„= -^^ — 

Ist  wenigstens  eine  Zahl,  etwa  7^.,  gerade,  so  hat  die  Abänderung 
von  v/c  um  —I/,  eine  Änderung  von  G  um  1  zur  Folge.  Die  Bedingung 
G  ^n  (mod.  2)  bietet  hier  also  keine  Schwierigkeit;  und  es  ist  keine 
Einschränkung  der  Allgemeinheit,  wenn  wir  G  =  0  in  (9)  einsetzen. 
Multiplicieren  wir  die  Gleichung  (9)  alsdann  mit  dem  kleinsten  gemein- 
samen Multiplum  L  von  1^,  J.2,  .  ...h,  so  nimmt  sie  die  Gestalt  an: 

Für  jedes  zulässige  System  v^,...,v„  würde  hier  sowohl  in  der 
ersten  wie  in  der  zweiten  Klammer  ein  ganzzahlicrer  Summenwert 
stehen  müssen;  es  muss  also  die  Bedingung: 

(12)  f^f.-^...  +  ^^o     (mod.2) 

'i        'g  *« 

erfüllt  sein.  Ist  dies  der  Fall,  so  lässt  sich  die  Gleichung  (11)  auch 
stets  durch  ganze  Zahlen  v^,  .  .  .,  v«  lösen,  da  die  L-I^^,  .  .  ..  L-J~^ 
keinen  gemeinsamen  Factor  >  1  besitzen.  Ist  jedoch  die  Bedingung  (12) 
nicht  erfüllt,  so  ist  die  Gleichung  (11)  durch  ganzzahlige  v  überhaupt 
nicht  zu  lösen. 

Um  nun  die  Congi-uenz  (12)  zu  discutieren,  so  ziehe  man  die 
höchste  Potenz  2^-  heran,  welche  in  einer  der  Zahlen  l^,  .  .  .,la  ent- 
halten ist.  Nur  die  durch  2'-  teilbaren  /  liefern  in  (12)  Glieder  von 
ungeradem  Zahlenwerte;  alle  übrigen  Glieder  stellen  gerade  Zahlen 
dar.  Also  ergiebt  sich  das  Theorem:  Sind  alle  Zahlen  l  ungerade  oder 
ist  eine  „gerade^''  Anmlü  von  Zalüen  1^,1^,  ..  .,  In  durch  die  höchste 
üherhaupt  auftretende  Potenz  2^-  der  Zahl  2  teilbar,  so  ist  die  Anzahl 
der  Multiplicatorsysteme  für  ungerades  d  die  in  (8)  gegebene;  dagegen 
giebt  es  l'eine  Multiplicatorsysteme  für  ungerades  d,  falls  die  ?j,  .  .  ..  ?„ 
in  ungerader  Anzahl  durch  die  höchste  Potenz  2'-  mit  A  >  0  teilbar  sind*). 


*)  Dieser  Satz  ist    zuerst  von  Ritter  in  §6  seiner  pg.  55  genannten  Arbeit 
aufgestellt. 
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§  10.     Beispiele  zur  Bestimmung  der  Anzahl  der  Multiplicator- 
systeme  M.     Wirkung  secundärer  Relationen. 

Die  allgemeineu  AnzaMbestimmungen  des  voraufgehender  Para- 
graphen sollen  nunmehr  an  einigen  Specialfällen  und  Beispielen  Er- 
läuterung finden.  Wir  werden  hierbei  vornehmlich  solche  Fälle  be- 
trachten, bei  denen  parabolische  Substitutionen  nicht  auftreten. 

1.  Haben  heine  sivei  unter  den  Zahlen  l^,  l^,  .  .  .,  l„  einen  von  1  ver- 
schiedenen gemeinsamen  Teiler,  so  giebt  es  nur  das  eine  Multiplicator- 
system  yi ^^  =  ^.^  =  ■  •  ■  =  ^^  =  ^  für  gerades  d]  und  nur  falls  alle 
l^,  U,  .  .  .,  la  ungerade  sind,  reiht  sich  das  eine  System  (10)  für  un- 
gerades d  an.  Für  die  erste  der  zehn  Gruppen  F,  auf  welche  sich  die 
Tabelle  pg.  82  bezieht,  findet  sich  demnach  nur  ein  einziges  System  M. 

Auch  weitere  Gruppen  jener  Tabelle  wird  man  hier  zweckmässig 
als  Beispiele  betrachten.  So  findet  man  für  die  Gruppe  der  Signatur 
(0,  3;  2,  3,  8)  zwei  Systeme  M,  die  beide  zu  d  0  (mod.  2)  gehören. 
Die  Gruppe  (0,  3;  2,  3,  18)  besitzt  zwölf  Multiplicatorsysteme ,  die  zur 
Hälfte  zu  geradem  d  gehören. 

2.  Ist  ein  von  1  verschiedener  gemeinsamer  Teiler  zweier  Zahlen  l 
niemals  in  einer  dritten  enthalten,  so  ist  die  Anzahl  der  Systeme  M 
für  gerade  d  durch  ^12-^13  •  •  •  ^n  —  i,n  gegeben.  So  haben  wir  bei  der 
Signatur  (0,  3;  2,  3,  12)  sechs  Systeme  M,  die  zu  geradem  d  gehören. 

3.  Sind  sämtliche  Zahlen  l^,...,ln  einander  gleich  und  gleich  l, 
so  haben  alle  im  Ausdruck  (8)  pg.  91  benutzten  Factoreu  8  den  gemein- 
samen Wert  /.  Die  Anzahl  der  Factoren  Ö  in  jenem  Ausdruck  ober- 
halb des  Bruchstrichs  ist  aber: 

(2) +(:)+(:)+■■. 

während  unterhalb  des  Bruchstrichs: 

(3)  + ©  +  (")  +  ■■■ 

Factoren  8  stehen.  Die  erste  dieser  Zahlen  übertrifft  die  letztere  um 
{n  —  1).  Somit  existieren  l"~'^  Multiplicatorsysteme  für  gerade  Di- 
mension f7;  und  es  reihen  sich  ebenso  viele  Systeme  M  für  ungerades 
(/  an,  falls  l  ungerade  ist  oder  bei  geradem  l  die  Zahl  n  gleichfalls 
gerade  ist. 

4.  Im  Falle  der  Modidgrnppe  (0,  3;  2,  3,  oo)  haben  wir  eine 
parabolische  Erzeugende.  Nach  der  unter  IL  pg.  87  entwickelten  Regel 
werden  wir  hier  zwölf  Multiplicatorsysteme  gewinnen,  von  denen  sechs 
zu  ungerader  Dimension  gehören. 
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In  der  Modulgruppe  sind  noch  einige  Untergruppen  mit  je  nur 
einer  parabolischen  Erzeugenden  enthalten.  Hierher  gehören  insbeson- 
dere diejenigen  drei  Congruenzuntergruppen  der  Indices  5,  7  und  11, 
welche  die  wohlbekannten  Resolventen  ö**"",  7'^"  und  11*'^"  Grades  der 
Modulargleichungen  6''='^,  8*®''  und  12*«"  Grades  liefern.  Die  Dis- 
continuitätsbereiche  dieser  Gruppen  sind  in  „M."I  pg.  647  und  753  sowie 
„M."  II  pg.  420  angegeben.  Man  hat  z.  B.  für  die  zweite  Gruppe  den 
hierneben  in  Figur  21  reproducierten  Bereich.  Zufolge  dieser  Figur 
handelt  es  sich  um  eine  Gruppe  der  Signatur  (0,  5;  2,  2,  2,  3,  oo). 
Die  Anzahl  aller  Systeme  M  ist  hier  48;  zur  Hälfte  gehören  dieselben 
ungerader  Dimension  d  an.  — 

Es  wird  am  Platze  sein,  dass  wir  auch  die  Bedeutung  und 
Wirkung  etwaiger  secundärer  Belationen  zwischen  den  Erzeugenden  an 


einigen  Beispielen  erläutern.  Wir  hatten  uns  bereits,  falls  s  secundäre 
Relationen  vorliegen,  für  dieselben  das  Schema  (7)  pg.  65  angemerkt. 
Für  die  Multiplicatoren  jUj,  fioy  •  ■  f  .**«  ^^^  gerader  Dimension  d  ent- 
springen hieraus  ebenso  viele  neue  Gleichungen: 


(1) 


YJi^U    ^'-2!  ■   ■  ••  >"«)  =   1.'  •   •   ■•    i  i  C"l.    /'2 ^n)  =   1, 


während  sich  für  ungerades  d  an  die  bezüglichen  Relationen  (5)  pg.85 
die  s  weiteren  anreihen: 


(2) 


J7C"l.  .«2.  ■  ■  ••  >««)  =  (-1)"S  •  •  ;    n(ßl^  M2-  •  ■  ..  ^n)  =  (-1)" 


Die  Relationen  (1)  werden  natürUch  stets  durch  das  Multiplicator- 
system  Mq  =  1  befriedigt.  Allgemein  definieren  diese  Belationen  eine 
Untergruppe   innerhalb    der    im    vorigen   Paragraphen   betrachteten   Abel- 
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sclmi  Grruppe  aller  M  hei  geradem  d;  diese  Untergruppe  stellt  uns  jetst 
die  GesamtJieit  theoretisch  möglicher  Systeme  M  von  gerader  Dimension 
dar.  Für  ungerade  Dimension  giebt  es  dann  entweder  ebenso  viele 
Systeme  M  oder  gar  keine,  worüber  man  nach  den  Regeln  des  vorigen 
Paragraphen  unter  Hinzunahme  der  Relation  (2)  zu  entscheiden  hat. 

Wir  kommen  nun  sogleich  auf  die  Beispiele  von  pg.57  ff.  zurück. 

1.  Zu  dem  in  Figur  14  pg.  57  rechter  Hand  gegebenen  Bereiche 
gehörte  eine  Gruppe  der  Signatur  (0,  4;  2,  3,  2,  3),  die  durch  Ineinander- 
schiebung zweier  Tetraedergi-uppen  erzeugbar  ist.  Das  zugehörige 
Discontinuitätspolyeder  besitzt  eine  im  £;-Halbraume  verlaufende  Kante, 
welche  die  £;- Ebene  nicht  erreicht.  Ihr  entspricht  die  bereits  pg.  63 
genannte  secundäre  Relation  {ViV^)'^=l. 

Um  die  homogene  Gestalt  dieser  Relation  zu  bestimmen,  be- 
rücksichtige man,  dass  V^  und  Vo^  für  sich  eine  Tetraedergruppe  er- 
zeuo-en.  Bilden  wir  für  letztere  das  Erzeugendensystem  L\,  U^,  TJ'^ 
nach  den  allgemeinen  Vorschriften  von  pg.  64,  so  wird  U^  ü.^  TJ^= —l] 
und  da   ü'^=  —  l  ist,  so  folgt  offenbar: 

(3)  (t^iC^,y=l 

als  homogene  Gestalt  der  secuudäreu  Relation. 

Die  Regeln  des  vorigen  Paragraphen  liefern  nun  zunächst  sechs 
Systeme  M  für  gerades  d  und  ebenso  viele  für  ungerade  Dimension. 
Bei  geradem  d  hat  man  nämlich: 

a,=  i[i3=±l,     iU2=iur^=e"'^3,  (ä;  =  0,1,2); 

für  ungerade  Dimension  genügt  es,  das  eine  System  zuzufügen: 

aus    dem    alle   sechs  Systeme  durch  Combination  mit  den  sechs  zuvor 
gegebenen  Systemen  entstehen. 

Jetzt  aber  haben  wir  der  Relation  (3)  entsprechend  (iUi^Ug)^^  1  zu 
fordern:  es  bleiben  nur  drei  Systeme  mit  geradem  d  und  keines  für 
ungerade  Dimension  über. 

2.  Nehmen  wir  das  Beispiel  der  Figuren  15  ff.  pg.  58  und  setzen 
insbesondere  etwa: 

l,=  l,=  6,  h=h=^lO,  k=h-l^ 

so  liefern  die  Regehi  des  vorigen  Paragraphen  je  27000  Systeme  M  für 
gerade  und  ungerade  Dimension. 

Hier  haben  wir  drei  secundäre  Relationen,  nämlich: 
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Man  muss  auf  die  Gestalten  (6)  pg.  64  der  homogenen  Erzeugenden 
zurückgehen,  um  als  homogene  Gestalt  dieser  Relationen: 

(4)  u,u,=  \,  6;c75=i,  u.u,--^ 

zu  erkennen.  Es  folgt  <«(;=  iu~^,  ."5=i"^^  i"i— M3~^  ^^^  ^^  hiermit 
die  Relation  a^-^Ug  .  .  .  tt,;^  1  von  selbst  erfüllt  ist,  so  liefern  die 
übrigen  Relationen  (4)  bez.  (5)  pg.  85  das  Resultat,  dass  von  allen 
2-27000  Systemen  M  nur  je  900  für  gerade  und  ungerade  Dimension  als 
theoretiscli  möglich  hier  übrig  hleihen. 

3.  Wir  betrachten  endlich  noch  den  Fall  der  Figur  20  pg.  62, 
lassen  jedoch  die  damals  mit  7)  bezeichnete  Anzahl,  welche  bei  Figur  20 
den  Wert  3  hatte,  beliebig. 

Die  Grujipe  hat  in  nicht-homogener  Gestalt  (2j;  +  2)  elliptische 
Substitutionen  der  Periode  2  zu  Erzeugenden,  welche  zu  Paaren  identisch 
sind;  in  den  (p  -\-  1)  so  entspringenden  Gleichungen  haben  wir  ebenso- 
viele  secundäre  Relationen  vor  uns,  welche  alle  im  vorliegenden  Falle 
bestehenden  Relationen  dieser  Art  erschöpfen. 

In  der  homogenen  Gestalt  werden  diese  Substitutionen  von  der 
Periode  4;  und  es  stellt  sich  heraus,  dass  sie  zu  Paaren  einander 
invers  sind,  was  wir  durch: 

(5)  U,U,=  1,  U,U,=  1. .  .  .,  r.p+i-  C72,+,=  l 

zum  Ausdruck  bringen. 

Nach  dem  Beispiel  3.  am  Anfang  des  vorliegenden  Paragraphen 
würden  die  Regeln  des  vorangehenden  Paragraphen  hier  2^^+^  Syteme  M 
für  gerade  Dimension  und  ebensoviele  für  ungerades  d  liefern.  Die 
Wirkimg  der  secundären  Relationen  ist  es,  dass  sich  jetzt  die  AnzaM 
der  theoretisch  möglichen  Midtiplicatorsijsteme  auf  je  2'^  +  ^  für  beide 
DimensionsaHen  reducieH. 

§  11.    Darstellung  aller  unverzweigten  automorplien  Formen 
eines  Gebildes  mit  ^:>  =  0  durch  die  Prim-  und  Grundformen. 

Die  Hauptfrage  der  nächsten  Entwicklung  wird  sein,  ob  für  jedes 
theoretisch  mögliche  Multiplicatorsystem  zugehörige  eindeutige  auto- 
morphe Formen  existieren  oder  nicht.  Diese  Frage  werden  wir  be- 
antworten können,  indem  wir  hier  vorab  von  der  Varstellharleit  über- 
haupt aller  unverztveigten  automorphen  Formen  der  G^-uppe  F  vermöge  der 
pg.  73  ff.  eingeführten  Primformen  z^,  z^,  beziv.  der  G-rundform,en: 

1 

Z,  =  (z,  e,y^ 
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handeln.      Es    gilt   zunächst,    einen    Fundamentalsatz    über   Anzahl    der 
Nullpunkte  und  Pole  einer  Form  cpa(tif  ^2)  ^^  entwickeln. 

Es  sei  qpd(^i,  ta)  irgend  eine  imverzweigte  automorphe  Form 
unserer  Gruppe  F;  die  Dimension  d  dieser  Form  stelle  eine  ganze 
Zahl  oder  einen  rationalen  Bruch  dar.  Die  Primform  %(^i,  ^2)  ^^^  ^^^ 
Dimension  v,  welche  sich  nach  pg.  73  au.s: 

berechnet.  Der  Quotient  von  cp^^  und  2'^  ist  von  der  Dimension  null  und 
heisse  t/>(0;  dann  gilt: 

(2)  [<p.(e.,  t.2)y-Ht)  Mir,  QY- 

Wir  ziehen  nun  die  „im  Fundamentalbereiche  gelegenen'^  Null- 
punkte und  Pole  der  unverzweigten  Form  (pdi^i,  ^2)  heran  und  erinnern 
daran,  dass  in  den  festen  Ecken  des  Bereiches  auch  Nullpunkte  und 
Pole  gewisser  „gebrochener"^  Ordnungen  vorkommen  können  (cf.  pg.  69). 
Da  t/'(0  sich  gegenüber  den  Erzeugenden  nur  um  multiplicative  Ein- 
heitswurzeln endlicher  Grade  ändern  kann  (cf.  pg.77ff.),  so  giebt  es  eine 
Potenz  mit  endlichem  Exponenten  von  ip,  welche  gegenüber  allen 
Erzeugenden  absolut  invariant  ist  und  also  eine  automorphe  Function 
von  r  vorstellt.  Demnach  wird  im  Fundamentalbereiche  auch  bei 
t^(0  die  Gesamtordnung  der  Nullpunkte  gleich  der  Gesamtordnung 
der  Pole  sein.  Die  Primform  s.2  ist  polfrei  und  hat  nur  einen  einfachen 
Nullpunkt  im  Fundamentalbereiche.  Die  Formel  (2)  liefert  daraufhin 
sofort  den  wichtigen  Grundsatz:  Bei  einer  unverziveigten  automorphen 
Form  der  Dimension  d  unserer  Gruppe  F  ühertrifft  die  Gesamtordnung 
des  Verscliivindens  im  Fundamentalhereiche  diejenige  der  Pole  um  den 
Betrag  —  • 

Sehen  wir  von  den  elementaren  Gruppen  F  ab,  so  ist  v  eine 
negative  Zahl  (cf.  pg.  73).  Bei  allen  nicht -elementaren  Gruppen  wird 
demnach  für  die  einzelne  Form  die  Gesamtordnung  der  Nullpunkte 
grösser  oder  kleiner  als  diejenige  der  Pole  sein,  je  nachdem  die  Dimen- 
sion d  negativ  oder  positiv  ist. 

Soll  eine  Form  cpd(ti,  ^2)  ^^^^  ^^^  Polen  sein,  so  ist  die  Gesamt- 
ordnung  des   Verschwindens  -•      Es   folgt:   Eine  Form  von  nicht-ver- 

scliwindender  Dimension  d  Jcann   im  Fundamentalhereiche  nicht   iiherall 
endlich  und  gleichzeitig  überall  von  null  verschieden  sein. 

Zwei  unverzweigte  Formen,  welche  genau  (in  Lage  und  Ordnung) 
gleiche  Nullpunkte  und  Pole  besitzen,   haben  gleiche  Dimension.      Ihr 
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Quotient  wird,  in  eine  geeignete  Potenz  mit  endlichem  Exponenten  er- 
hoben, eine  überall  endliche  automorphe  Function  von  F  darstellen  und 
ist  also  mit  einer  Constanten  identisch.  JEhie  unverzweigte  automorphe 
Form  von  P  ist  hiernach  durch  ihre  Nullpunkte  und  Pole  bis  auf  einen 
Constanten  Factor  eindeutig  hcstimmt. 

Auf  Grund  dieses  letzten  Theorems  gelingt  es  jetzt  leicht,  eine 
beliebige  unverzweigte  Form  q)d{ii,  to)  durch  die  Grundformen  und 
Primformen  unserer  Gruppe  /'  auszudrücken.     Möge   in  der  A*^"  festen 

Polygonecke  eiu   Nullpunkt   der  Ordnung       -  (  Pol  der  Ordnung ,— ) 

von  (pr/^(ti>  ^2)  gelegen  sein,  sofern  diese  Ecke  elliptisch  ist;  und  möge 
für   lk^(Xi,    d.h.  im    parabolischen   Falle,    die  entsprechende   Ordnung 

durch  den  zunächst  nicht  weiter  eingeschränkten  rationalen  Bruch  -,-7- 

gegeben  seiu.  Alle  weiteren  Nullpunkte  und  Pole  sind  von  ganzzahliger 
Ordnung;  jene  mögen  bei  z  =  x^,  x^,  .  .  .,  Xt,  diese  bei  2  =  yi,  y.2,  .  .  .,  ya 
gelegen  sein,  wo  jede  Stelle  so  oft  aufgeführt  sein  soll,  als  die  Multi- 
plicität  des  betreffenden  Nullpunktes  resp.  Poles  erfordert. 

Um  alsdann  die  in  Aussicht  genommene  Darstellung  von  cfd  zu 
leisten,  sjjalten  wir  das  einzelne  x  in  den  Quotienten  x' :  x"  und  ent- 
sprechend y  in  y' :  y"  und  setzen: 

(3)  (^^  Xj)  =  z^x['  -  z^x[,  .  .  .,  (z,  y^)  =  Ziy['  -  z,y[,  .  .  ., 

unter  Zy  =  ^"1(^1,  ^2)  '^^^  ^2  =  ■^2(^1?  ^2)  unsere  pg.  74  gewonnenen  Prim- 
formen verstanden. 

Neben  ihnen  haben  wir  auch  noch  die  pg.74  betrachteten  Grundformen 
heranzuziehen  und  gelangen  vermöge  des  zuletzt  aufgestellten  Theorems 
sofort  zu  dem  Ergebnis:  Die  heliehig  vorgelegte  unverzweigte  automorplie 
Form  ^'^(^1,^2)  unserer  Gruppe  lässt  sich  mit  Hilfe  einer  hier  un- 
bestimmt bleibenden  Constanten  C  in  den  Primformen  und  Grundformen 
so  darstellen: 

tvo  durch  den  oberen  Index  am  ProdudzeicJien  angedeutet  sein  soll,  dass 

nif.  ml 

im  Falle  einer  parabolisclien  Ecke  der  Exponent  y-  durch  -jy-  zu  er- 
setzen ist. 

Indem  man  vom  einzelnen  Factor  des  in  (4)  rechts  stehenden 
Productes  J7  eine  geeignete  Potenz  von  (z ,  e^)  mit  ganzzahligen  Exponenten 
absondert  und  den  vor  dem  Productzeichen  stehenden  Factoren  hinzu- 
gesellt,  kann  man  erreichen,  dass  die  n  unter  dem  Productzeichen 
stehenden  Exponenten  positive  echte  Brüche  bedeuten  oder  gleich  null 
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siud.  Wir  dürfen  hiernach  vom  Ausdruck  (4)  unserer  automorphen 
Form  q>d{ii,  to)  sogleich  annehmen,  dass  die  Bedingungen: 

(5)  0^mk<h    bez.     0^w{.<?[ 

erfüllt  sind.  Vor  dem  Productzeichen  auf  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  (4)  steht  ein  in  z^,  z,_  rationaler  und  homogener  Ausdruck, 
dessen  Dimension  in  z^,  z,  offenbar  t  -  0  ist  und  durch  m  bezeichnet 
werden  mag.  Die  DarsteUung  (4)  der  Form  cpui^^,  Q  können  wir 
daraufhin  abgekürzt  auch  so  schreiben: 

n      ^  "1 

i-=  1 

Die  Gesamtordnung  der  Nullpunkte  und  diejenige  der  Pole  sind 
auf  der  rechten  Seite  der  Formehi  (4)  bezw.  (6)  sofort  abzulesen.  Der 
Überschuss  des  ersteren  Betrages  über  den  letzteren  ist  aber  nach 
einem  oben  aufgesteUten  Satz  gleich  ^-  Es  ergiebt  sich:  ZwiscJien  der 
Dimension  d  der  Form  cp^iti,  Q  und  den  hei  der  Darstellung  (6)  zur 
Geltung  lommenden  Zahlen  m,  7n^,  m^_,  .  . .  lesteht  die  Bdation: 

(7)  ^?  =  ^("'+2'f  j' 

tvo  durch  den  Index  am  Summenzeichen  ivieder  angezeigt  sein  soll,  dass 

für  die  parabolischen  Eckm  '-^  durch  ^  zu  ersetzen  ist*). 

§  12.    Existenzthecrem  eindeutiger  Formen  q^aitif  ^2) 
bei  gegebenem  Multiplicatorsystem  M. 

Wir  specialisieren  die  vorstehenden  Entwicklungen  nunmehr  für 
die  eindeutigen  Formen  <p4^,,  t,)  und  kommen  damit  auf  die  am  An- 
fang des  vorigen  Paragi-aphen  aufgeworfene  Frage  zurück,  ob  für  jedes 
theoretisch  mögliche  Multiplicatorsystem  jUi,  H27  •  •  >  f*«  zugehörige 
Formen  existieren  oder  nicht. 

Zu  diesem  Zwecke  bestimmen  wir  erstlich  nach  der  Regel  (5)  pg.  78 
den  Factor  u,,  den  die  in  (4;  bezw.  (6)  §  11  dargestellte  Form  cpd{t^,  Q 
annimmt,  faUs  wir  die  erzeugende  Substitution  Uk  zur  Ausführung 
bringen.     Es  gilt,  da  d  ganzzahhg  ist: 

*)  Man  vergl.  zu  den  vorliegenden  und  nächstfolgenden  Entwicklungen  den 
§  8  in  der  pg.  55° genannten  Arbeit  von  Ritter,  an  welchen  sich  die  Darstellung 
des  Textes  ziemlich  eng  anschliesst. 

7* 
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(1)  fi^=  e       V   '^-       ^'''   '     bezw.     jUa^ 


je  nachdem   Uk  elliptisch  oder  parabolisch  ist. 

Auf  der  anderen  Seite  denken  wir  uns  jetzt  unabhängig  von  den 
letztvoraufgehenden  Entwicklungen  irgend  ein  theoretisch  mögliches 
Multiplicatorsystem  [i^,  .  ■  .,  ^in  vorgelegt.  Um  dabei  die  Fälle  gerader 
und  ungerader  Dimensionen  d  nicht  immerfort  unterscheiden  zu 
müssen,  schreiben  wir  den  Multiplicator  /ii.  in  der  Gestalt: 

(2)  '"^T^ 

mit  der  Bestimmung,  dass  die  ganze  Zahl  X^  der  Congruenz : 

(3)  h  =  d  (mod.  2) 

genügen  soU  [cf.  (6)  und  (7)  pg.  85].  Man  kann  natürlich,  wenn 
man  will,  für  die  ganze  Zahl  X^  die  Bedingung  0  ^  Xi-  <2lk  vor- 
schreiben. Aber  es  ist  unter  Rücksicht  auf  die  weiter  folgenden 
Rechnungen  zweckmässiger,  von  dieser  Bedingung  abzusehen.  Die 
Formel  (2)  bezieht  sich  zunächst  allein  auf  den  Fall  einer  elliptischen 
Substitution  Uk'-,  für  eine  parabolische  würde  sich  der  Multiplicator 
anreihen: 

(4)  2,-«4- 
^  ^                                                 iik  =  e         ik- 

Indessen  ist  es  hier  vorteilhaft,  die  Formel  (4)  mit  unter  (2)  zu  sub- 
sumieren;   wir  haben  einfach  zu  bestimmen,   dass  für  lk=  oo  auch  Xk 

unendlicJi  gross  iverden  soll,  und  zwar  derart,  dass  ^  dem   endlichen 

%'■ 
rationalen  Bruche  — ^  gleich  wird, 
h 

Für  unser  beliebig  vorgelegtes  Multiplicatorsystem  M  wähle  man 
nun,  je  nachdem  d  =  0  oder  =  1  (mod.  2)  ist,  eine  gerade  oder  un- 
gerade Dimension  d  iviUMirlich  aus  und  nehme  an,  dass  die  unter  (6) 
pg.  99  dargestellte  Form  ^^(^1,  ^2)  dieser  Dimension  d  und  diesem 
Multiplicatorsysteme  wirklich  angehöre.  Dann  muss  der  aus  der  Dar- 
stellung (6)  pg.  99  soeben  in  der  Gestalt  (1)  bestimmte  Multiplicator  ^k 
mit  dem  in  (2)  vorgeschriebenen  identisch  sein.  Wir  genügen  dem 
imd  befriedigen  zugleich  die  Ungleichung  (5)  pg.  99,  indem  ivir  den 
Exponenten  mu  der   ¥"''  Grundform   in   der   Barstellung  (6)  pg.  99  le- 

stimmen  aus: 

mk d-\-'kk  _  T7,  r  <^  -f-  ^-/t:  1 

(5)  ~U~    2lk         ^l   ■2lk    }' 
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Hierbei  bedeutet  in  bekannter  Weise  E[a]  die  gi-össte,  die  reelle 
Zahl  a  nicht  übertreffende  ganze  Zahl.  Die  Congruenz  (3)  gewähr- 
leistet für  das  so  bestimmte  Wf.  einen  ganssaJiligen  Wert.  Im  para- 
bolischen Falle  nimmt  die  Gleichung  (5)  dank  unserer  soeben  ge- 
troffenen Festsetzung  die   Gestalt  an: 

Die  Gleichungen  (5)  liefern  nun  mit  Benutzung  der  Relation  (7) 
des  vorigen  Paragraphen: 

l  A  =  1  A:  =  1        ^  -■  j 

k=l  k=l  A  =  l 

Zufolge  (1)  pg.  97  hat  die  links  in  der  Klammer  stehende  Differenz  den 
Wert  (2  —  n),  und  also  folgt  für  m  die  Darstellung: 

(7)  2,n^,i2-n)-2;^i+2;^E[^l 

Die  hier  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  an  erster  Stelle 
stehende  Summe  hat  nach  der  letzten  Relation  (4)  bezw.  (5)  pg.  85  einen 
ganzzahligen  modulo  2  mit  d-n  congruenten  Zahhvert.  Die  Folge  ist, 
dass  sich  aus  (7)  für  m  ein  ganzzahliger  Wert  berechnet.  Jetzt  hat 
man  nur  noch  für  den  Aufbau  der  rechten  Seite  der  Formel  (6)  pg.  99 
eine  homogene  rationale  Function  R^iz^,  z^  der  soeben  bestimmten 
Dimension  m  nach  Willkür  zu  wählen  und  besitzt  dann  thatsächlich 
eine  Form  cpai^li,  ^2)  gewünschter  Art. 

Hiermit  ist  der  fundamentale  Satz  bewiesen:  Für  jedes  theoretisch 
mögliche  Mnltiplicatorsysiem  und  jede  in  TJhereinstimmung  mit  (3)  ge- 
ivählte  Dimension  d  giebt  es  zugehörige  eindeutige  automorphe  Formen; 
im  einzelnen  Falle  sind  die  n  Zahlen  m^  bez.  m'/.  aus  (5)  hezw.  (6)  ein- 
deutig bestimmt,  und  ebenso  ergiebt  sich  die  Zahl  m  aus  (7)  ganzzahlig 
und  eindeutig;  dagegen  bleibt  Iim(z^,  z^  als  rationale  homogene  Function 
dieser  Dimension  m  der  z^,  z^  frei  wählbar. 

Das  Multiplicatorsystem  M(j=l,  d.h.  explicite  geschrieben 

existiert  in  jedem  Falle  und  erfordert  rf  ^  0  (mod.  2).  Die  zugehörigen 
Formen,     welche     gegenüber     allen     Substitutionen     der     homogenen 
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Gruppe  r  absolut  invariant  sind,  sollen  als  „eigentlich"  automorphe 
Formen  der  Gruppe  V  bezeichnet  werden.  Bei  jeder  GnipjJe  V  und 
für  jede  geradzahlige  Dimension  d  existieren  eigentlicJi  automorphe  Formen. 

§  13.    Beziehungen  zwischen  einander  inversen 
Multiplicatorsystemen, 

Innerhalb  der  Abel'schen  Gruppe  aller  Multiplicatorsysteme  gehört 
zum  einzelnen  System  M  nach  wohlbekannter  Zuordnung  immer  ein 
in  Verses  System,  welches  durch  M  =  M~^  bezeichnet  werden  soll. 

Bei  zwei  inversen  Systemen  M  und  M  =  M~  ^  werden  je  zwei 
correspondierende  Multiplicatoren  /li^  und  ^^  zu  eitmnder  reciproJc  sein: 

(1)  ^A-]iA=l. 

Ein  System  M  ist  hiernach  stets  und  nur  dann  sich  selbst  invers, 
falls  alle  Multiplicatoren  in  M  gleich  -f  1  oder  —  1  sind,  wie  dies  z.  B. 
beim  Multiplicatorsystem  Mo=  1  zutrifft.  Offenbar  gehören  zwei  einander 
inverse  Systeme  M  und  M  entweder  beide  zu  gerader  oder  beide  zu 
ungerader  Dimension  d. 

Zur  Vorbereitung  späterer  Entwicklungen,  welche  die  Fundamental- 
sätze über  Darstellung  der  automorphen  Formen  in  Gestalt  von  Poincare- 
schen  Reihen  betreffen,  ziehen  wir  für  M  und  M  irgend  zwei  Dimen- 
sionen d,  d  heran,  welche  die  Gleichung: 

(2)  d-\-d-h2  =  0 

befriedigen.  Es  handelt  sich  darum,  unter  der  Voraussetzung  (2)  für 
die  beiden  einander  inversen  Systeme  M,  M  vermöge  einer  elementaren 
arithmetischen  Betrachtung  eine  Relation  aufzustellen,  welche  bei  der 
eben  genannten  Untersuchung  zur  Benutzung  kommen  wird. 

Schreiben  wir  die  Multiplicatoren  in  der  Gestalt  (2)  pg.  100,  so  ge- 
nügen wir  der  Bedingung  (1),  indem  wir  setzen: 

U-  _  1  h 

was  nach  der  pg.  100  getroffenen  Verabredung  für  die  etwa  auf- 
tretenden paraboKschen  Ui-  ohne  weiteres  mitgilt.  Bei  Benutzung  von  (2) 
gewinnt  man: 

nk    ~  -iik  ~       iik    "^V       h/ 


^3)  £[4+A]_^[_i+ii+A-]. 
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Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  lässt  sich  einfacher  schreiben. 
Man  bemerke  erstlich  für  den  Fall  eines  endlichen  l,^,  dass  sich  wegen 
Xk=  d  (mod.  2)  der  Factor  2  im  Nenner  des  ersten  Gliedes  forthebt. 
Hat  nun  ^A^L^  ganzzahligen  Wert,  so  ist  die  rechte  Seite  von  (3) 
diesem  Werte,  den  wir  auch  -  E\  '  .^--  schreiben  können,  gleich. 
Ist  aber  — -^i^  nicht  ganzzahlig,    sondern    einem    rationalen  Bruche 

2  iA-  ^  ° 

des  Nenners  h    gleich,    so    ist    von    den    beiden    um  den  echten  Bruch 

^'7      differierenden  Zahlen: 
Ik 

^1 —     und ^^ j — 

2lk  '^h  h 

entweder  die  zweite  gleich  einer  ganzen  Zahl,  oder  es  liegt  eine  ganze 
Zahl    zwischen    ihnen.     Die  hier  in  beiden  Fällen  (jemeinte  yame  Zahl 

ist    -E[l±f\. 

d  +  U   ^       -[^[d  +  hl  ^        tZ  +  U     ,    /^— J^. 

— 27r  ^ ~^L"^^J  ^  ~   2z,  -^   ik 

Da  nun  das  Mittelglied  von  der  rechten  Seite  dieser  Ungleichung   um 
weniger  als  1  absteht  so  folgt: 

Die  Gleichung  (3)  können  wir  also  im  elhptischen  Falle  so  schreiben: 

w  4^]  =  -4^} 

Ist  Zi=c)o,  d.h.  haben  wir  eine  parabolische  Substitution    C/*,  so 
schreibt  sich  die  Gleichung  (3)  im  specieUen: 

4|]=4-^4 

/.' 

Hier  macht  es  einen  Unterschied  aus,  ob  ^  ganzzahlig  ist  oder  nicht; 

'a- 
je  nachdem  ersteres  oder  letzteres  zutrifft,  gilt  nämlich  offenbar: 

(5)    4|]=-4^]+i  '''^^-  ^[|]-"4f} 

Die  zweite  dieser  beiden  FormeLa  subsumiert  sich  unter  die  Regel  (4). 

Nunmehr     woUe     man     die    Zahlensysteme    m,m^,  .  ..,  m„    und 

w,  Wi,  .  .  .,  m„  für  die  zu  M  und  d  einerseits,  sowie  M  und  d  andrerseits 

<Tehörenden  Formen  berechnen.     Für  die  Zahl  mu  bezw.  die  im  parabo- 


104  I-  Engere  Theorie  der  eindeutigen  automorphen  Functionen. 

lisclien   Falle  an  ihre   Stelle  tretende  Zahl  ml  gilt   die  Gleichung  (5) 
pg.  100  bezw.  (6)  pg.  101.     Die  Gleichung  für  W/,: 


m/c         d  -\-  U 


-4^] 


h  2?A- 

schreibt  man  auf  Grund  der  eben  entwickelten  Rechnungen  um  in: 
An  ihre  Stelle  tritt  jedoch  im  parabolischen  Falle: 

wo  Sk  im  allgememen  gleich  0  ist  und  nur  dann  den  Wert  1  haben  soll, 

wenn  der  Multiplicaior  fii,^=  1  vorliegt. 

Diese  Gleichungen  (6)  und  (7)  wolle  man  mit  (5)  bez.  (6)  pg.  100 

combinieren;  man  findet: 

Ulf  Wif,  i  m^         mj. 

(8)  y-^  4-   ,-  =  1  -  7-     hezw.     jf-  +     ,    =  1  —  £^.. 

*;t  h  *A  U-  '/: 

Für  die  Zahlen  m  und  m  gelten  zufolge  (7)  pg.  99  die  Relationen: 

m  = >     ,   >     ni  = y     r^- 

Auf   Grund    von  (8)    findet    man    unter    Benutzung    der    abgekürzten 
Schreibweise  2^k=(l  hieraus: 


m 


+  »  =  ¥-1(1- i)+'^' 


ivobei  (i  die  Anzahl  der  paraholischen  Midtiiüicatoren  1  ist,  die  im 
Systeme  ^i^,  yL^,  .  .  .,  ^„  vorliommen.  Auf  Grund  der  Relationen  (1)  pg.97 
und  (2)  pg.  102  geht  die  letzte  Gleichung  über  in: 

(9)  m  +  m  +  2  =  q. 

Das  Resultat  merken  wir  in  Form  des  Satzes  an:  Für  zwei  einander 
inverse  Mnltiplicatorensysteme  M  und  M  und  zwei  durch  die  Beziehung 
(2)  ijg.102  an  einander  gebundene  Dimensionen  d  und  d  sind  die  zu- 
geJwrigen  ganzen  Zahlen  m,  mk  beziv.  ml,  m,  nik  bezw.  ml  durch  die  Re- 
lationen (8)  und  (9)  verhiüjjft,  ivo  si,  und  q  die  angegebene  Bedeutung 
haben. 
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§  14.    Ganze  Formen  und  Formen  mit  vorgegebenen  Polen. 

Für  die  Anzahl  der  Pole,  welche  eine  automorphe  Form  you  ge- 
gebenem Multiplicatorsystem  und  gegebener  Dimension  haben  mag,  ist 
vor  allem  die  Zahl  m  mafsgeblich.  Für  diese  Anzahl  m  können  wir 
zunächst  eine  wichtige  Ungleichung  aufstellen. 

Aus  den  Festsetzungen  (5)  pg.  99  folgt: 

0<!«^<l_f     bezw.     0<^'<1, 

i-  =  1  i  =  1 

wo  das  zweite  Gleichheitszeichen  in  der  letzten  Ungleichung  nur  gelten 
kann,  wenn  alle  l\  elliptisch  sind.  Mit  Benutzung  von  (7)  pg.  99 
folgt  nun  nach  kurzer  Zwischenrechnung:  Für  die  Zahl  m  gilt  die 
Ungleichung:  „ 

.!  ">»^--2(i-^)' 

(1)  "^      -''      f^i^         ''^ 

wo  wieder  das  ziveite  Gleichheitsmchen  nur  gelten  Mnn,  tvenn  alle  V^ 
elliptisch  sind. 

Bei  der  Anwendung  dieser  Bedingung  dürfen  wir  v  <  0  annehmen, 
indem  wir  die  elementaren  automorphen  Gebilde  (bei  denen  v  >  0 
bezw.  V  =  Od  ist)  als  ausgeschlossen  ansehen. 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  die  Dimension  d>  0  ist,  so  folgt  aus  (1) 
sofort  m<.—  l.  Für  eine  Form  (fd{ti,  ^2)  von  positiver  Dimension  d 
ist  die  Dimension  m  der  hei  der  Darstellung  (6)  pg.  99  sur  Geltung 
Tiommenden  rationalen  Fmin  -Rm(^i,  ^2)  ^^^^^  ='~  ^• 

Bei  den  negativen  Dimensionen  d  wollen  wir  einige  weitere 
Folgerungen  unter  der  Voraussetzung  d^  —  2  ziehen.  Diese  Dimen- 
sionen werden  in  der  Theorie  der  Poincare'schen  Reihen  ganz  be- 
sonders wichtig  werden.     Wegen  v  <0  folgt  alsdann: 

k  =  l  A  =  1 

Hat  man  nun  d  <-2,  so  folgt  m  >  -  2.  Die  Formen  einer 
negativen  Dimension  cZ  <  —  2  liahen  m^—  1. 

Für  d  =  —  2  ergiebt  sich  zunächst  7n  ^  —  2.  Soll  hier  die 
Gleichung  m  =  —  2  bestehen,  so  dürfen  parabolische  ü^  nicht  auf- 
treten, und  es  muss  771^=  h-  1  für  alle  1  =  1,  2,  .  .  .,  n  gelten.  Dann 
aber  folgt  mit  Rücksicht  auf  d=  -2  aus  (5)  pg.  100,  dass  für  jeden 
der   n    Indices    /.•    die   Zahl    h    durch    2/^.    teilbar   ist,    d.  h.  dass    das 
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Multiplicatorsystem  M  =  1  vorliegt.  Beim  Zutreffen  der  letzteren  Be- 
dingung folgt  umgekehrt  für  lauter  elliptisclien  TJk  aus  f/  =  —  2  stets 
m  =  —  2.  Die  eigentlich  automorphen  Formen  der  Dimension  —  2  haben 
m  ^  —  2  oder  m  >  —  1,  je  nachdem  alle  Uk  elliptisch  sind  oder  nicht;  für 
die  uneigentlich  automorphen  Formen  der  Dimension  d  =  —  2  gilt  m'^  —  1. 

Nach  diesen  Vorbemerkungen  über  die  Zahl  m  führen  wir  folgende 
Bezeichnungen  ein.  Ist  eine  Form  (p.i(ti,  ^2)  ^^  Fundamentalbereiche 
überall  endlich,  so  nennen  wir  sie  „polfrei"  oder  „ganz";  andernfalls 
bezeichnen  wir  sie  als  „einpolig",  „zweipolig"  u.s.w.  je  nach  der  Anzahl 
der  Pole.  Die  in  (4)  pg.  98  dargestellte  Form  würde  a-polig  heissen. 
Es  ist  zweckmässig,  an  dieser  Zählung  der  Pole  selbst  dann  festzuhalten, 
wenn  ein  Pol  in  eine  Ecke  des  Fundamentalbereichs  hineinrückt,  in 
welcher  ein  Nullpunkt  gebrochener  Ordnung  festliegt  (wobei  natür- 
lich eine  partielle  Compensation  des  Poles  und  der  Nullstelle  statt- 
findet); d.h.  ivir  ivöllen  in  einem  solchen  Falle  die  Ordnung  des  Poles  nicJit 
reducieren  und  entsprechend  natürlich  den  NullpunM  unverkürzt  beibeJmlten. 

Sind  Multiplicatorsystem  M  und  Dimension  d  vorgegeben,  und  will 
man  vermöge  des  Ansatzes  (4)  pg.  98  eine  zugehörige  Form  mit 
möglichst  geringer  Anzahl  von  Nullpunkten  und  Polen  bilden,  so  muss 
man  entweder  t  =  wt,  0  =  0  (nämlich  bei  tu  ^  0)  oder  r  =  0,  a  =  —  m 
(bei  m  <  0)  nehmen.  Soll  0  =  0  sein,  so  muss  m  ^  0  und  also  d  <C0 
zutreffen.  Die  ganzen  automorphen  Formen  haben  durchtveg  negative 
Dimension  d  in  t-^,  ^^.  Aus  den  obigen  Angaben  über  m  folgt  weiter: 
Die  Formen  einer  Dimension  d  ^  —  2  mit  der  „Mindestanzcdd"  der 
Nullpunkte  und  Pole  sind  entiveder  einpolig  oder  ganz;  einzig  die  eigent- 
lich aidomorphen  Formen  der  Ditnension  —  2  oline  parabolische  Er- 
zeugende Uk  sind  mindestens  zweipolig.  — - 

Zur  Erläuterung  dieser  Angaben  möge  zunächst  die  Gruppe  F  der 
Signatur  (0,  3;  2,  3,  7)  dienen.  Wie  wir  schon  pg.  93  feststellten, 
giebt  es  bei  dieser  Gruppe  nur  das  eine  Multiplicatorsystem  M  =  1,  so 
dass  alle  eindeutigen  Formen  eigentlich  automorph  und  von  gerader 
Dimension  sind.  Für  die  Dimensionen  d  =  —  2,  —  4,  .  .  .  sind  hier  die 
Formen  mit  der  Mindestanzahl  der  Pole  und  Nullpunkte  die  folgenden: 

^-,{U,  y- Gjßr:j;) — ' 

1-  -L 

X  ± 

9  -G^Ci,  c,)  -  — ^T(^7^;)— 
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WO  die  G^,  Gi,  Gl,  .  .  .  ganze  Formen  zweiter  bez.  erster  Dimension  in 
z^,  ^2  sind;,  die  in  jedem  Falle  beliebig  gewählt  werden  dürfen.  Die 
erste    ganze    automorphe    Form    tritt    für   d  =  —  12    ein,   nämlich    die 

Grundform  {z,  e^~^.  Die  für  d  =  —  14,  —  16,  .  . .  folgenden  Formen 
sind  dann  zunächst  erst  wieder  einpolig. 

In  der  Modidgruppe  F  hat  man  zwölf  Multiplicatorsysteme,  welche 
im  Sinne  von  pg.  86  eine  cyclische  Gruppe  bilden.  Man  kann  die 
letztere  herstellen  von  dem  zu  ungeradem  d  gehörenden  Multiplicator- 
systeme : 

(2)  ^1=^2,     ^2=eS     ^3=6^. 

Bei  diesem  Multiplicatorsystem  ergeben  sich  für  die  Dimension  d=  —  1 
aus  (5)  pg.  100  die  Werte  m^=0,  m.^=  0,  während  >W3=  1  zu  nehmen 
ist.  Die  Gleichung  (7)  pg.  99  giebt  weiter  m  =  0,  so  dass  wir,  ab- 
gesehen Ton  einer  multiplicativen  Constanten,  nur  die  eine  ganze  Form 
y^/  gewinnen,  unter  z/  die  sobezeichnete  Modulform  erster  Stufe 
(Discriminante)  verstanden.  Für  die  weiterfolgenden  Dimensionen 
f/  ^  —  3,  —  5,  —  7,  —  9,  .  .  .  liefern  die  Formeln  (5)  ff.  pg.  100  als  zum 
Multiplicatorsystem  (2)  gehörende  Formen  mit  der  Mindestanzahl  der 
Nullpunkte  und  Pole: 

hier  sind  g^  und  gc^   die  bekannten  Modulformen  (—  4)*^''  und  —  (6)*®'^ 

Dimension.      Nur   bei    fZ  =  -—  3    liegt    eine    einpolige    Form    vor,    alle 

übrigen   Formen   sind   ganz.     Für   die   eigentlich   automorphen  Formen 

(—  2)*"  Dimension  haben  wir  hier  m  =  —  1 ;   die   einpoligen  Formen 

dieser  Art  sind:  „  „2 

ff^ffl 


^l(fi'^  ff'^ 


Mit  Rücksicht  auf  die  Anwendungen  im  folgenden  Kapitel  fügen 
wir  noch  ein  paar  Angaben  über  Formen  mit  6  fest  gegebenen  Polen  an. 

Benutzen  wir  die  Darstellung  (4)  bez.  (6)  pg.  98  für  die  einzelne 
solche  Form  (pd{^\,  ^o),  so  steht  im  Zähler  von  RmiSi,  "»)  ^^^^  rationale 
ganze  Form  der  Dimension  x  =  m  -f  a.  Da  dieselbe  (>w  -f  <7  -f  1) 
Glieder  hat,  so  gilt  der  Satz:  Sind  das  Midi iplicator System  M  und  die 
Dimension  d  gegeben  und  0  Pole  (erster  Ordnung)  beliebig  vorgeschrieben, 
so  giebt  es  nur  dann  zugehörige  Formen,  tvenn  m  -{-  o'^O  ist;  und  zivar 
lässt  sich  alsdann  die  cdlgemeinste  Form  aus  (m  -f  e  -f  1)  particulären 
linear  und  homogen  mit  constanten  Coefficienten  aufbauen.  Natürlich 
dürfen  die  Pole  irgend  wie  coincidieren  und  solcherweise  Pole  höherer 
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Ordnung  liefern;  auch  soll  der  Fall  der  polfreien  Formen  mit  6=0 
eingeschlossen  sein. 

Mehr  beiläufigen  Charakter  haben  die  folgenden  Ausführungen. 
Coincidieren  von  den  6  soeben  vorgeschriebenen  Polen  (Jj,  bei  der  durch 
2  =  y^  angegebenen  Stelle,  so  schreiben  wir  die  Darstellung  (4)  pg.  98 
für  (pdi^i,  ts)  so: 

(3)     cpa{^„  Q  =  {z,  y,)-""  {A,zl -f  A,2l-'z,-\--  ■  +  ^.4)  ^^:^^j^—^: 

Führen  wir  nun  für  die  Umgebung  des  fraglichen  Poles  eine  Ent- 
wicklung von  (fd{ti,  ^2)  nach  Potenzen  der  zugehörigen  Entwicklungs- 
grösse  t  aus,  welche  je  nach  der  Lage  des  Poles  durch  (4)  pg.  68  bezw. 
(8)  pg.  69  oder  (10)  pg.  70  gegeben  ist,  so  macht  man  sich  mit  Hilfe  der 
eben  zuletzt  angegebenen  Gleichung  leicht  klar,  dass  die  dabei  auf- 
tretenden Coefficienten  der  Potenzen  von  t  linear  und  homogen  in  den 
noch  unbekannten  Coefficienten  Aq,  A^,  .  .  .,  Ar  auf  der  rechten  Seite 
von  (12)  aufgebaut  sein  werden.  Sind  nun  in  der  in  Rede  stehenden 
Reihenentwicklung  von  (fditi,  t»)  ^^^  ''o  Coefficienten  der  Potenzen  von  t 
mit  negativen  Exponenten  vorgegeben,  so  wollen  wir  sagen,  <fd{tij  ^2) 
werde  an  der  fraglichen  Stelle  „in  vorgeschriebener  AH"  unendlich. 
Für  die  AQ,A^,...,At  sind  alsdann  (?„  lineare  Gleichungen  gegeben. 
Somit  folgt:  Es  gieht  hei  gegebenen  M  und  ä  noch  {m  -f  1)  linear -wi- 
abhängige  Formen,  ivelche  forgeschriebene  Pole  besitzen  und  in  einzelnen 
derselben  in  vorgeschriebener  Weise  unendlich  werden. 

Hier  ist  zunächst  in  +  1  >  0  gedacht.  Bei  m  +  1=0  liegen  für 
die  (t  4-  1)  Coefficienten  A  gerade  (?  =  t  -f- 1  Gleichungen  vor.  Für 
vi-hl  =  0  ist  cpa (^1 ,  ^2)  ^^'**c/'  die  Art  des  Unendlichwerdens  eindeutig  be- 
stimmt. Entsprechend  folgt  weiter:  Ist  w?-f  1<0,  so  liann  es  bei  vor- 
geschriebener Art  des  Unendlichiverdens  nur  dann  eine  zugehörige  Form 
geben,  wenn  die  vorgegebenen  Coefficienten  der  Potenzen  von  t  mit  nega- 
tiven Exponenten  —  {m  +  1)  im  einzelnen  Falle  bestimmten  Pielationen 
genügen. 

Bei  den  eigentlich  automorphen  Formen  der  Dimension  —  2  sind 
wir  zu  unserem  Ausgangspunkt  für  die  Bildung  von  automorphen 
Formen,  nämlich  zum  Differentiationsprocess  (cf.  pg.  71)  zurückgelangt. 
Wir  würden  sogar,  wenn  wir  die  gesamten  eigentlich  automorphen 
Formen  (—  2)*®''  Dimension  jetzt  umgekehrt  mit  {t,  dt)  multij)li eieren 
und  integrieren,  nicht  nur  die  sämtlichen  automorphen  Functionen, 
sondern  auch  noch  die  Integrale  unseres  automorphen  Gebildes  erhalten. 
Diese  Entwicklung    hat  aber  ein  weitergeliendes  Interesse  erst  bei  den 
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automorphen  Gebilden  der  Geschlechter  j)  >  0.  Indem  wir  demnach  nicht 
unterlassen,  auf  naheliegende  Beispiele,  wie  etwa  die  der  Theorie  der 
Modulfimctionen  angehörenden  Darstellungen: 

J=  l;p2//3  A- '  ■  a,  dt),    log  J  =  "^ß-  Uj,  ■  {t,  dO,  .  - . 

die  Aufmerksamkeit  zu  lenken,  werden  Avir  alle  ausführlicheren  Unter- 
suchungen über  die  „Integration"  der  Form  ( — 2)*'^''  Dimension  bis 
zur  Besprechung  der  automorphen  Gebilde  eines  beliebigen  Geschlechtes  p 
hinausschieben. 

Die  hiermit  zum  vorläufigen  Abschluß  kommende  Theorie  der 
eindeutigen  automorphen  Formen  hat  uns  mit  den  Grundeigenschaften 
dieser  Formen  im  Fundamentalbereiche,  mit  ihrem  Verhalten  gegen- 
über den  Substitutionen  der  Gruppe  vertraut  gemacht  und  hat  uns 
letzthin  auch  noch  über  die  Mannigfaltigkeit  der  Formen  bei  gegebenen 
(/  und  M  untei-richtet.  Das  nächstfolgende  Kapitel  wird  uns  als  wesent- 
lich neuen  Gesichtspvmkt  bringen,  dass  wir  in  den  Poincare'schen  Reihen 
für  unsere  Formen  aualvtische  Darstellungen  gewinnen,  an  denen  der 
automorphe  Charakter  unmittelbar  in  die  Erscheinung  tritt.  Ehe  wir 
hierzu  übergehen,  soU  jedoch  noch  die  pg.  43  ff.  entworfene  Theorie 
der  polymorphen  Functionen  im  Falle  ^)  ^  0  formentheoretisch  weiter- 
gebildet werden. 

§  15.    Die  ti,  feg  als  linear -polymorphe  Formen  der  2^,  s^. 

Die  Inversion  einer  einzelnen  automorphen  Function  s  =  (p{t) 
führte  uns  oben  (pg.  43)  zur  Definition  einer  zugehörigen  „linear -poly- 
morphen" oder  kurz  .,poh/))iorpJtni"  Function  ^  =  f{z),  welche  sich  bei 
Umläufen  auf  der  zu  Grunde  liegenden  Riemann'schen  Fläche  linear 
substituierte.  Indem  wir  die  entsprechenden  formentheoretischen  Ent- 
wicklungen jetzt  in  Angriff  nehmen  wollen,  beschränken  wir  uns  hier 
natürlich  zunächst  allein  wieder  auf  Gebilde  des  Geschlechtes  2>  =  0. 
Bei  einem  vorgelegten  Gebilde  dieser  Art  sei  z  =  (p(^)  eine  zugehörige 
Hauptfunction.  Die  inverse  Function  t,  =  f(/)  ist  alsdann  eine  poly- 
morphe Function,  welche  an  den  n  Stellen  z  =  e^,  e^,  .  .  .,  Cn  in  be- 
kannter Weise  verzweigt  ist,  dagegen  in  der  Umgebung  jeder  anderen 
Stelle  s  eindeutig  ist. 

Wir  führen  jetzt,  indem  wir  .s  =  5^ :  2^  setzen,  an  Stelle  von  z  die 
„hinären  Variahelen"  z^,  z^  ein  und  schreiben  in  üblicher  Weise  vor, 
dass  z^,  ^2  stets  endlich  sein  sollen  und  nie  zugleich  verschwinden  dürfen. 
Die  dann  noch  zulässigen  Wertsysteme  z^,  z^  ^^^^  ^^^  „erlaubten  Wetie- 


XIO  I-  Engere  Theorie  der  eindeutigen  automorphen  Functionen. 

paare".    Die  erste  Frage  soll  die  sein,  ivie  ivir  die  imlymorplie  Fundion 
^  =  f{ß)  in  den  Quotienten  t,^ :  ^^  ziveier  Formen: 

(1)  ^i=/;(^i,  ."o),  e2  =  ^(.-i,^2) 

derart  spalten  können,   dass  erlaubten  WeHepaaren  der  Argumente  z^,  z^ 
stets  ivieder  nur  erlaubte  WeHepaare  t,^,  ^^  entspreelien. 

Diese  Spaltung  ist  nun,  wie  aus  den  pg.  73  gegebenen  Ausführungen 
hervorgeht,  bereits  durch  den  Ausdruck  (3)  pg.  73  der  Primform  z^ 
seseben.  Indem  wir  in  diesem  Ausdrucke  z  durch  ,?,  :  Zc,  ersetzen, 
sowie  andrerseits  —  ^|f/£:  für  (^,  di)  eintragen,  entspringen  nach 
leichter  Zwischenrechnung  die  Gleichungen: 


(2) 


^2  =  fi  (ßl  J  %) 


n 


wo  C  eine  gewisse  Constante  bedeutet.  Diente  der  Ausdruck  (3)  pg.  73 
zur  Definition  der  Primform  z^  bei  gegebenen  t,^,  ^o»  so  Jcönnen  wir 
umgekehrt  dureh  die  eben  angegebenen  Formeln  (2),  und  ztvar  mit  be- 
liebiger endlicher,  nicht-verschivindender  Constante  C  bei  gegebenen  z^,  z^ 
die  gesuchten  Formen  ^^,  ^g  ^^  f?ß'*  allgemeinsten  Weise  definieren.  Diese 
Formen  t,^,  ^,  sind  von  der  Dimension: 

(3)  ,^.,-.^l_^^(l_^) 

k  =  l 

und  erfüllen  in  der  That  die  Forderung,  für  erlaithte  Wertepaare  z^,  z^ 
stets  wieder  nur  erlaubte  WeHsysteme  anzunehmen. 

Für  die  Untersuchung  der  Formen  ^^,  ^2  in'  ^i^r  Umgebung  einer 
einzelnen  Stelle  z^,  z^  sind  ähnliche  Überlegungen  maßgeblich  wie 
oben  (pg.  68  ff.)  bei  den  automorphen  Formen.  Wir  stellen  leicht  fest: 
Die  Formen  i,^,  ^2  sind  in  der  z-Fbene  an  den  n  Stellen  e^,  e.2,  ■  ■  .,  e» 
verzweigt'^  weitere  Verzweigungspunlde  kommen  nicht  vor.  Ist  die  Di- 
mension X  ganzzahlig,  so  sind  die  t-y,  ti  ^  der  Umgebung  jeder  von 
den  Ck  verschiedenen  Stelle  z  eindeutig.  Hat  man  gebrochene  Dimen- 
sion X,  so  erweisen  sich  die  ^j,  ^2  schon  bei  constant  erhaltenem  z 
gegenüber  Umläufen  der  Variabelen  z^  um  ihren  Nullpunkt  als  mehr- 
deutig (cf.  die  entsprechenden  auf  die  automorphen  Formen  bezüglichen 
Betrachtungen  pg.  67j. 
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Für  die  Dimension  l  gilt  offenbar  die  Ungleichung: 
(4)  1-f^A^l-f- 

Eine  ganzzahlige  Dimension  l  tritt  für  n  =  3  überhaupt  nicht 
auf.  Für  n  =  4  hat  man  nur  in  dem  einen  Falle  ?i  =  /g  =  ^3  =  ^4  ="  ^'^ 
eine  ganzzahlige  Dimension,  nämlich  X  = —1.  Aber  schon  im  nächst- 
folgenden Falle  n  =  b  zählt  man  156  Fälle  mit  ganzzahligem  A,  näm- 
lich l  =  —  1,  ab;  Beispiele  sind: 

l^^2,     h  =  ^,     J,=  l,     /4=43,     Z,  =  1806, 

1,^2,    h  =  D,     k=6,     /,=  12,     75  =  20, 

/,  =  3,     7,  =  4,     73=5,     /,=    6,     /5  =  20, 

In  den  elementaren  Fällen,  wo  die  Hauptfunction  ."  =  q)(^)  rational 
oder  elliptisch  ist,  wird  A  positiv  bez.  gleich  null.  Die  Mehrzahl  der 
nachfolgenden  Entwicklungen  bleibt  in  diesen  Fällen  in  Kraft;  indessen 
sollen  dieselben  als  ausgeschlossen  gelten*). 

Die  Haupteigenschaft  der  ^^^  ^^  besteht  in  ihrem  Verhalten  f/egm- 
iiber  geschlossenen  J^nüäiifen  des  Variabelenpaares  Z-^,  %  in  seinem  Wert- 
bereiche. Bei  der  Untersuchung  dieses  Verhaltens  der  t,^,  l^  werden 
wir  um  so  weniger  zu  verweilen  brauchen,  als  wir  oben  bei  der  ent- 
sprechenden  Betrachtung  der  automorphen  Formen  sehr  ausführlich 
waren  (pg.  75  ff.).  Offenbar  haben  wir  jetzt  mit  der  Umkehrung  der  da- 
maligen Entwicklung  zu  thun.     Wir  merken  zunächst  den  Satz  an: 

Ändern  sich  die  z^,  s.^  bei  stehendem  z  um  einen  gemeinsamen 
Multiplicator  yi,  so  nehmen  entsprechend  t,^,  t,^  ^^^  Formen  der  Dimen- 
sion l  einen  gemeinsamen  Factor  ^^  an,  der  in  jedem  Falle  durch  die 
beschriebene  Bahn  von  ^0  eindeutig  bestimmt  ist.  Daraufhin  folgern  wir 
aus  den  eben  citierten  Entwicklungen  von  pg.  75  ff.  leicht: 

Bei  einem  geschlossenen  Umlaufe  des  Variahelenpaares  Z-^,  z^  in 
seinem  WertbereicJie  gehen  die  Formen  ^^,  ^0  "*  lineare  homogene  Functionen: 

(5)  ti  =  cc^i+ßt2,    ^■2-yt,+  H.2 

ihrer  seihst  über;  diese  lineare  Siü)stitution  ist,  falls  der  Umlauf  nicht 
gerade  durch  eine  Verziveigungsstelle  Ck  hindurchläuft,  in  jedem  Falle  ein- 
deutig bestimmt,  und  insbesondere  ist  die  Determinante  {ad  —  ßy)  mit 
irgend  einer  Einheitswurzel  gleich. 


*)  Siehe  übrigens  ,,Ikos.''  pg.  71  ff. 
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Um  die  hiermit  zu  Tage  getretene  Fundamentaleigenschaft  der 
Formen  ^i,  ^g  ^ium  Ausdruck  zu  bringen,  wollen  wir  dieselben  als 
„linear -polymorphe  Formen^'  bezeichnen;  abkürzend  benutzen  wir  den 
Namen  „polymorphe  Formen". 

Um  für  einfache  Umläufe  um  die  Verzweiguugspunkte  e^  die 
Substitutionen  (5)  explicite  anzugeben,  stellen  wir  zunächst  aus  den 
^j,  l^  mit  beliebigen  endlichen  und  nicht  zugleich  verschwindenden 
Parametern  A,  B  die  „lineare  Formenschar-': 

(6)  Ät,+Bt,-Äf,(i^„  .3',)  +  Bf,{2„  z,) 

her.  Irgend  zwei  aus  dieser  Schar  herausgegriffene  Formen,  deren 
Quotient  nicht  constant  ist,  können  offenbar  an  Stelle  von  t^,  to  zur 
Darstellung  der  ganzen  Schar  benutzt  werden. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  einem  einzeluen  Verzweigungspunkte  e^, 
dem  eine  elliptische  Polygonecke  correspondieren  mag.  Für  die  Um- 
gebung dieses  Punktes  6/,-  entnehmen  wir  der  Schar  (6)  die  beiden 
besonderen  Formen: 

Nach  den  Entwicklungen  von  l)g.  69  gilt  für  {s,  e/c)  =  Zj^ef)— s^^^^^ 
eine  Darstellung: 

WO  a^^O  ist.     Hieraus  folgt  umgekehrt: 

a,£i.)"=4-^['^ö+^'i('--e)+--.] 

wieder  mit  «o  =f=  ^j  ^o  dass  (t,  «{•)  selbst  eine  in  der  Umgebung  von  e* 
endliche  und  unverzweigte  Form  ist*).  Daraufhin  gewinnt  man  leicht 
auch  eine  entsprechende  Darstellung  für  (^,  s^).  Die  beiden  speciellen 
Formen  (t,  e^)  und  {t.,  sl)  gestatten  in  der  Umgehung  von  e^.  -die  Dar- 
stellungen : 


(7) 


{t,s,)^{z,e,y'^F,{z„Z2), 


wo  jPi  und  F^  Formen  sind,   die    in   der  genannten  Umgehung    von  e^ 
endlich,  von  null  verschieden  und  unverzweigt  sind. 


*)  Der  Kürze  halber  ist  bei  den  Rechnungen  des  Textes  vorausgesetzt,  dass 
ef^  nicht  verschwindet,  oder  (mit  anderen  Worten)  dass  der  betrachtete  Ver- 
zweigungspunkt nicht  bei  0  =  CX)  {z^=  0)  gelegen  ist.  Indes  bleibt  das  im  Texte 
unter  (7)  angegebene  Resultat  auch  für  e[^^=  0  bestehen. 
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Die  Form  F^{z.^,  z^)  kanu  uuu  iu  der  Gestalt  z^F^^iz,  1)  geschrieben 
werden,  wo  F^iz,  1)  eine  in  der  Umgebung  von  e^  eindeutige  Function 
ist.  Beschreiben  wir  also  mit  z  eine  kleine  geschlossene  Curve  um  den 
Verzweigungspunkt  e^  im  positiven  Umlaufssinn,  während  z.^  fest  bleibt, 
so  wird  die  Form  F<^  (^, ,  ^g)  ungeändert  bleiben.  Indem  wir  auf  das 
bekannte  Verhalten  des  Quotienten  (^,  £;.):(£;,  f/)  bei  jenem  Umlaufe 
von  z  zurückgreifen,  finden  wir  als  Resultat:  Umläuft  z  hei  festem  z^ 
den  Verziveigungspunkt  ßk  von  elliptischem  Charakter  im  positiven  Sinne, 
so  gehen  die  beiden  zur  Darstdlung  der  ganzen  Schar  (6)  geeigneten 
Farmen  (^,  Sk)  und  {t,,  s[)  idjer  in: 

(8)  (r,  £*)  =  e^it,  fO,     a'.  ^0  =  (?,  ^Ö- 

Entspricht  dem  Verzweigungspunkte  e^  eine  paraholische  Polygon- 
ecke, so  beziehen  wir  die  ganze  Schar  (6)  auf  diejenigen  beiden 
Formen,  welche  von  den  für  diesen  Fall  pg.  65  definierten  Aus- 
drücken (^,  £),),  (^,  el)  geliefert  werden.  Für  diese  Formen  berechnet 
man  aus  den  Entwicklungen  von  pg.  70  als  Darstellungen  für  die 
Umgebung  des  parabolischen  Verziveigungspwnlites  Ck: 

|(e,£,)  =  ^M.%), 

^^^  \{t,  s[)  =  log  {z  -  e,)F,{z„  z,)  -f  F,{z„  z,), 

tvo  iviedcr  F^{z^,  z.^  und  F^{z.^^,  z^]  Formen  bedeuten,   die   in  der  frag- 
lichen  Umgehung  endlich,  nicht- verschwindend  und  unverzweigt  sind. 

Auf  Grund  dieser  Darstellungen  finden  wir  nun  sofort  weiter: 
Umläuft  z  bei  stehendem  z^  dm  parabolischen  Verziceigungspwnkt  Ck  im 
positiven  Sinne,  so  gelten  die  Formen  (^,  Sk)  und  {t,,  si)  über  in: 

(10)        a',  Bk)  =  a,  Bk),  it',  «n  =  2 in a,  ^o  -f  a,  4). 

Hier   kommen  wir   also    direct    zu   der   Substitution  (5)  pg.  65   zurück. 

Hinzuzufügen  hätten  wir  jetzt  eigentlich  noch  eine  Untersuchung, 
welche  die  Verallgemeinerung  des  hier  zunächst  beschriebenen  „pri- 
mitiven'' Umlaufes  der  z^,  s^  bezweckt.  Da  indessen  die  Untersuchung 
derjenigen  von  pg.  75  fi".  genau  analog  ist,  so  überlassen  wir  ihre  weitere 
Durchführung  dem  Leser. 

§  16.    Andere  Gestalten  der  polymorphen  Formen.    Geschichtliches. 

An  Stelle  der  t^,  t.^  lässt  man  zur  Einführung  der  polymorphen 
Formen  bez.  der  Spaltung  der  polymorphen  Function  t,  =  f(z)  in  zwei 
binäre  Grössen  vielfach  die  beiden  Ausdrücke  nuUter  Dimension: 

T'ricke-Kleiu,  Automorphe  Functionen.  II.  8 
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Z.^= >        ^'T^ 


K   rf^  \   dz 

an  die  Spitze  der  Betrachtung  treten*).  Auf  diese  Weise  bewerkstelligt 
z.  B.  Riemann  in  dem  inhaltreichen  Fragmente  ,,Gleicligetcicht  der 
Eledricität  auf  Cylindern  mit  h-eisförmigem  Querschnitt  und  j^arallelen 
Äxen**)  die  Spaltung  von  g.  Man  zeigt  ohne  Mühe  durch  directe 
Rechnung,  dass  sich  diese  „xiohjmorplien  Formen  mülter  Dimension" 
„unimodidar"  in  der  Gestalt: 
(2)  Zl=«Zj+/3Z„     Z.^^rZ,+  dZ, 

suhstituieren,  falls  g  bei  einem  Umlaufe  vmi  z  in  ^^_^^  übergeht.  Natür- 
lich hat  man  unter  (2)  in  jedem  Falle  eine  bestimmte  unter  den  beiden 
homogenen  unimodulareu  Substitutionen  vor  sich,  welche  der  nicht- 
homogenen g- Substitution  entsprechen. 

Des  näheren  gehören  die  bei  Riemann  an  der  citierten  Stelle  ge- 
gebenen Entwicklungen  zu  solchen  automorphen  Gebilden,  wie  wir 
sie  pg.  35  unter  ß)  rubricierten;  speciell  handelt  es  sich  um  Gruppen 
mit  Halbpolygonen,  die  von  (j?)  + 1)  getrennt  verlaufenden  Symmetrie- 
kreisen begi-enzt  sind.  Indessen  behalten  die  wesentlichen  Gesichts- 
punkte der  fraglichen  Riemaun'schen  Entwicklung  auch  bei  den  übrigen 
automorphen  Gebilden  ihre  Gültigkeit. 

Unsere  obigen  Formen  ^i ,  to  hängen  mit  den  Z^ .  Z,  durch  die 
Relationen  zusammen: 


(3) 


Wir  finden:  Die  Z^,  Z,  erfüllen  nicht  mehr  die  Bedingung,  hei  „er- 
laubten" Wertpaaren  z^,  s^  ausschliesslich  „erlaubte  Wertsysteme"  anzu- 
nehmen; vielmehr   haben  beide  Grössen  Z^,  Z^  einen  Pol  erster  Ordnung 

bei  z  =  oo  und  je  einen  Nullpmikt  der  Ordnung  ^\^~t)  ^*'*  einzelnen 
Verzweigungspunhte.    Die  Z^,  Z=,  sind  insofern  ausgezeichnet,  als  sie  von 

*)  Oben  (pg.  74  ft'.)  haben  wir  durch  Zj ,  Z, ,  Zj ,  .  .  .  die  zu  den  n  festen 
Polygonecken  gehörenden  Gnindformen  bezeichnet.  Eine  Verwechselung  der 
gegenwärtig  durch  Z^,  Z^  bezeichneten  Ausdrücke  mit  jenen  Grundformen  wird 
kaum  zu  befürchten  sein. 

**)  Aus  nachgelassenen  Andeutungen  und  Foi-meln  bearbeitet  von  H.Weber; 
siehe  Riemann' s  gesammelte  Werke  pg.  413. 


cz,= 

--  h 

A  —  1 

./('- 

t) 

cz.^= 

=  ^2 

n 
k  =  l 

S'- 

■t) 
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nuUter  Dimension  in  den  s^,  %  sind;  aber  dafür  muss  man  die  eben  ge- 
nannten imzweckmässigen  Eigenscliaften  in  Kauf  nehmen. 

An    Stelle    von    (7)    pg.  112    treten    für    einen  elliptischen  Ver- 
zweigungspunkt ek  die  Darstellungen: 

\{Z,  e[)  =  (^  -  e,)'  ^       ''V+  «i(^  -  e)+  «K^  -  e)'+  •••], 

wobei  cIq^O,  «Ö4=0  gilt.     Bei  einem  parabolischen  Punkte  e^.  haben 
wir  entsprechend: 


1 


(5) 


{Z,  Bk)  =  (^  -  ei)  2  [«0+  «1  (^  -  e)  +  «2  (^  -  e)-H ], 


{log(;i^-eOK+«i(^-c)  +  ---J  +  K+a{(^-e)  +  ---|) 

wieder  mit  «0+  0»  «o  4=  0.    Die  Folge  ist,  dass  an  Stelle  der  Formebi  (8) 
und  (10)  pg.  113  die  folgenden  treten: 


rti 


(6)  {Z',s,)=^-e'HZ,B,),     (Z',4)  =  -e     ''(Z,Bi); 

(7)  (Z',  a,)  =  -  iZ,  f,.),     {Z',  el)  =  -  2i7t  (Z,  £,)  -  (Z,  b'). 

Hier  liegen  in  der  That,  wie  man  sieht,  beide  Male  unimodulare  Sub- 
stitutionen vor. 

Mit  den  Zy ,  Z^  und  der  aus  diesen  Grössen  herzustellenden  linearen 
Schar: 

(8)  AZ^  +  BZ.^ 

haben  wir  nun  auch  unmittelbaren  Anschluss  an  die  „Riemann'scJie 
F-Fimciion"  gewonnen.  Die  Riemann'schen  Entwicklungen  beziehen 
sich  in  der  Abhandlung  „Beiträge  zur  Theorie  der  durch  die  Gauss' sehe 
Reihe  Fiu,  ß,  y^x)  darstellbaren  Functionen''*)  nur  erst  auf  den  Fall 
von  drei  Yerzweigungspunkten ;  indessen  finden  sich  Ansätze  zur  Ver- 
allgemeinerung bereits  in  der  aus  dem  Jahre  1857  stammenden  nach- 
gelassenen Abhandlung  „Zivei  cdlgemeine  Sätze  über  lineare  Bifferential- 
gleichungen  mit  algebraischen  Coefficienten"*'^).  Benutzen  wir  die  von 
Riemann  gebrauchte  Bezeichnungs weise,  so  würden  wir  irgend  eine 
Form  aus  der  Hnearen  Schar  (8)  durch  das  Symbol  bezeichnen: 

*)  Im  7.  Bde.  der  Abhandlungen  der  Gesellsch.  d.  Wiss.  zu  Göttingen  (1857); 
cf.  auch  Riemann's  gesammelte  Werke  pg.  62. 
**)  Riemann's  gesammelte  Werke  ]}g.  357. 
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Hierbei  sind  unter  die  Bezeiclinung  c^  des  einzelnen  Verzweigungs- 
punktes die  beiden  zugehörigen  „Expo^ienten"  [cf.  (4)  und  (5)]  gesetzt. 
Die  formentheoretische  Ausgestaltung  der  Riemann'schen  P-  Function 
hat  Klein  zuerst  in  der  Abhandlung  ,,Uher  Formierung  der  linearen 
l)iff'erc7itialgleichungen  zweiter  Ordnung"'")  dargestellt  und  wiederholt  in 
Vorlesungen**)  auseinandergesetzt.  Der  Standpunkt  ist  daselbst  sogar 
noch  etwas  allgemeiner,  als  er  hier  bisher  entwickelt  wurde.  Wir 
wählen  eine  Reihe  reeller  Exponenten  X'i,  X^,  .  .  .,  l'ä  beliebig  aus  und 
schreiben: 

■J    r<-n      \     ;      —  ^nj 

1 


(10) 


/2, 


X\-\-  Y  —  Äi,  Ao  +  j       ..2,  ...,..„    I   ^ 

so    dass    die   Exponentenpaare   A^,    A;'    vorgeschriebene   Differenzen  y- 
haben.     Zufolge  (7)  pg.  112  und  (9)  pg.  113  haben  wir  in: 


(11)  u  n^''  ^^'^  ^2  j7(^,  4' 

Formen   dieser  Exponenten;   und   wir  bezeichnen    eine   beliebige    Form 
aus  der  zugehörigen  linearen  Schar  durch: 


(12) 


I;"   3"  3" 

Eine  Form  unserer  ursprünglichen  Schar  (6)  pg.  112  würde  in  diesem 
Sinne  symbolisch  durch: 

11  1       ^ 

0,0,..,  0, 

zu   bezeichnen   sein.     Die   Dimension   der  Formen   (12)    in  den  s-^^,  Sc, 
bestimmt  sich  zu: 

I  '-k  +  Ai  —  1 


(13) 


(14) 


1 


2^ 


*)  MatÄem.  Annalen  Bd.  38  pg.  144  (1890,1. 
**)   Es  handelt  sich   um  die   in    der  Vorrede   zum   ersten   Bande,   pg.  VI  ge- 
nannten Vorlesungen  über  lineare  Differentialgleichungen,   so-w-ie  über  die  hyper- 
geometrische Function. 
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Alle  diese  Formenscharen  liefern  Darstellungen  von  ^  als  Quotienten 
zweier  linear -polymorphen  Formen.  Aber  nur  die  ursprünglich  be- 
trachteten Formen  ^j,  ^^  befriedigen,  wie  wir  nochmals  hervorheben, 
die  Bedingung,  stets  endlich  zu  sein  und  nie  zugleich  zu  verschwinden, 
falls  dies  auch  von  den  Argumenten  z^ ,  z.2  gilt.  Wir  werden  dem- 
entsprechend auch  erwarten  dürfen,  dass  ])ei  den  folgenden,  die 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  der  polymorphen  Formen  be- 
treffenden Entwicklungen  die  t^ ,  l„  zu  ganz  besonders  eleganten  und 
durchsichtigen  Ergebnissen  hinführen  werden. 


§  17.    DifPerentialgleicliungen  zweiter  Ordnung  für  die 
polymorphen  Formen  nullter  Dimension. 

Eine  einzelne  polymorphe  Function  t,  =  f'{z)  genügte  einer  gewissen 
Differentialgleichung  dritter  Ordnung,  welche  nach  pg.  50  im  Falle  des 
Geschlechtes  p  =  0  die  Gestalt: 


dz^         3 


Xds"-) 


dz  \dz ) 

hat,  unter  B.{s)  die  folgende  rationale  Function  verstanden: 


(2) 


"     4  V         P  ) 

+  ^     ^_     '^    {Ck  —  ßi)  •  •  •  (Ck-  —  Ca  - 1)  (>x-  —  6^.+ 1)  ■  ■  •  (et  —  Cn) 

^     k  =  l  I 

Für  w  =  3  fällt  das  erste  Glied  Gn-i  der  Klammer  aus;  für  w>3 
bedeutet  G„-i{z)  eine  ganze  rationale  Function  fw  — 4)*^°  Grades, 
deren  {n  —  3)  Coefficienten  in  jedem  Falle,  d.  h.  beim  einzelnen  auto- 
morphen Gebilde  und  nach  Auswahl  der  Hauptfunction  z,  eindeutig 
bestimmt,  aber  allerdings  zunächst  unbekannt  sind. 

Dementsprechend  befriedigen  die  j)olymorphen  Formen  der  ein- 
zelnen linearen  Schar  eine  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung, 
zu  deren  näherer  Untersuchung  wir  uns  nunmehr  hinwenden  wollen. 
Um  dabei  an  ältere  und  bekanntere  Untersuchungen  anzuknüpfen,  be- 
trachten wir  im  vorliegenden  Paragraphen  zunächst  die  zu  den  poly- 
morplien  Formen  „nullter  Dimension'-: 
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(3)  ^.  =  -I^'       ^2  = 


vi    '  V\ 


dz 


gehörende    lineare  Differentialgleichung    zweiter    Ordnung.      Wir    ver- 
stehen zu  diesem  Zwecke  unter: 
(4)  Z  =  ÄZ,+  BZ, 

eine  beliebige  „Form"  der  aus  den  Z^,  Z^  entspringenden  linearen  Schar. 
An  die  Gleichung  (4)  reihe  man  diejenigen  beiden  Gleichungen,  welche 
durch  zweimalige  Differentiation  nach  z  entspringen,  und  eliminiere 
aus  diesen  drei  Gleichungen  die  beiden  Constanten  Ä  und  B.  Dem 
Eliminationsresultat  können  wir  die  Gestalt  verleihen: 

WO  die  Coefficienten  ])  die  Bedeutung  haben: 
^-^^"^^-dt    -  ^^T^' 

7j      ry    d    A^  ry     d   Za 

^  _i]Z^(^Z^  _  dZ^  d^Zi 
3         ds    dz^  dz    dz^ 

Zur  genaueren  Berechnung  dieser  Coefficienten  B  differenzieren  wir 
die  Gleichung  Z.2'.  Z^^=t,~^  nach  z  und  finden: 

D,  =  -Zli-'-l^^=-l, 
woraus  sich  sofort  weiter  ergiebt: 

dz 
Unsere  Differentialgleichimg  zweiter  Ordnung  für  Z  nimmt  somit  die 
vorläufige  Gestalt  an: 

(6)  ^  =  A^. 

Zur  Bestimmung  von  B^  differenziere  man  t,^Z^:Z^  nach  z\ 

^  =  _  -^1  =  J_ 
dz  Z2         Z2  * 

2  2 

Durch  logarithmische  Differentiation  dieser  Gleichung  folgt: 

d^t,  dZ._ 

dz^    cf     dz 


dS  Z.' 

dz 
woraus  man  durch  nochmalio-e  Differentiation  gewinnt: 

dn 
dz^ 


\dz')    _        ^    dz^      ,    ^  \  dz  ) 


ds        ^rf.?y  ^    z,    ^  ^     ZI 

dz 
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Benutzt  man  liier  zur  Elimination  des  letzten  Gliedes  rechts  die  vorauf- 


gehende  Gleichung  und  ersetzt  im  ersten  Gliede  rechts  den  Quotienten 

(5)  du 

m 


von  -^^  und  Z.^  auf  Grund  von  (5)  durch  D^,  so  ergiebt  sich: 


dz''  3 


m 


2D. 


ds  2     (dSY  -^3- 

d2 


Der  Vergleich  mit  (1)  liefert  somit  D^=^  —  B{2). 

Wir  sind  auf  diese  Weise  zu  dem  Resultate  gelangt:  Die  j)oly- 
morplien  „Formen  nidlter  Dimension"  Z^,  Z,,  sowie  iiberlicmpt  jede 
Form  Z  der  aus  ihnen  herzustellenden  linearen  Schar,  genügen  der  linearen 
homogenen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 

(6)  0  +  i?(^).Z=O, 

tvo  -R(^)  die  in  Gleichimg  (2)  dargestellte  und  eben  dort  näher  charak- 
terisierte rationale  Function  von  z  ist.  Dabei  hat  man  in  (ÄZ^  +  DZ.^, 
falls  hier  A  und  B  als  willkürliche  Constante  gedacht  werden,  das 
„allgemeine"  Integi'al  dieser  Differentialgleichung. 

Eine  für  die  Folge  nicht  unwesentliche  Ergänzung  wollen  wir 
noch  beim  Fall  n  ==  3  nachtragen.  Hier  hatten  wir  oben  (pg.  51) 
auch  noch  die  Annahme  verfolgt,  dass  die  drei  Werte  e^,e.2,e^  ins- 
besondere mit  0,  1,  30  identisch  Avaren.  Die  Difierentialgleichung  dritter 
Ordnung  für  t,  ^=  f(z)  hatte  alsdann  die  Gestalt  (9)  pg.  51.  Wir 
schliessen  hieraus  sofort  auf  den  Satz :  Legt  man  im  Falle  n  =^  d  die 
Verziveigungsxmnkte  e^  nach  ,?  ==  0,  1,  c»,  so  genügen  die  polymorphen 
Formen  nullter  Dimension  Z^,  Z^  der  Differenticdgleichung  ziveiter 
Ordnung: 

(1  1  111  \ 

iz''       ^  i(z-l)^^  Az(z-1:  y^  — ^• 

In  den  Differentialgleichungen  (6)  und  (7)  fehlen  die  Glieder  mit 
den  ersten  Ableitungen  der  Z.  Nach  bekannten  Sätzen  der  Theorie 
der  Differentialgleichungen  folgt  hieraus,  dass  die  beiden  Formen  Z,,  Z« 
sich  bei  Umläufen  des  z  ummodular  substituieren,  was  auch  bereits 
oben  (pg.  115)  festgestellt  wurde.  Führen  wir  in  die  Differential- 
gleichung (6)  oder  (7)  an  Stelle  von  Z  die  Function  H  =  Z-(i>(z)  ein, 
unter  ^(z)  eine  gegebene  Function  von  z  verstanden,  so  wird  in  der 
transformierten  Gleichung  im  allgemeinen  ein  Glied  mit  der  ersten 
Ableitung  von  H  auftreten;   und  die  den  Umläufen  correspondierenden 
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Substitutionen     werden     nur     dann    noch    uniniodular    sein,    wenn   0- 
eine  eindeutige  Function  von  z  ist. 

Insbesondere  wollen  wir  die  Differentialgleichung  (7)  vermöge: 


(8) 


Hz 


H-^)f,_i)^('-z) 


transformieren.     Hierbei  führen  wir  an  Stelle  der  li,l.2,li  drei  Grössen 
a,  ß,  y  durch: 

ein,  Gleichungen,  die  man  sofort  invertiert  in: 


(10)  ,=l-y,        =y-a-ß 


Als  Gestalt  der    transformierten  Differentialgleichung  ergiebt   sich 
nach  kurzer  Zwischenrechnung: 

(11)  ,(,-1)^-].  [ic,  +  ß-\-l)z-  y] '^  +  aßH^O: 

dies  ist  aber  die  Differentialgleichung  der  hypergeometrischen  Reihe.  Wir 
sind  so  zu  dem  Ergebnis  geführt:  Legt  man  im  Falle  n  =^  3  die  Ver- 
ziveigungspimldc  e^  nach  0,  1,  ^^c  und  spaltet  die  pohjmorphe  Function  t, 
in  den  Quotienten  der  beiden  Grössen: 

Y  dz 


(12) 


H.-,^ 


1 


dz 


g        2  V         /,)  (^  _   1)        3  V         J 


SO  hat  man  in  diesen  H^,  H.y  Integrale  der  hijpcrgeometrischen  Diff'erenticd- 
gleichimg  (11)  gewonnen.  Wir  sind  hiermit  zum  Ausgangspunkt  der 
öfter   genannten  Untersuchungen  von   H.  A.  Schwarz*)  zurückgelangt. 


*)  „Vber   diejenigen  Fälle,   in  icelclien  die  Gauss' sehe  hypergeometrische  Beihe 
eine   algehraisclie   Function    ihres    vieiien   Argiimentes  ist."    Joum.  f.  Math.  Bd.  7.5 

(1872). 


I,  2.  Formentlieorie  der  automorphen  Gebilde  des  Geschlechtes  null.      121 

§  18.    Invariante  Gestalt  der  Differentialgleichung 
für  die  polymorphen  Formen  ^j,  i^- 

Wir  kehren  jetzt  zu  den  polymorphen  Formen  ti  =  fii^i,  ^■2)7 
t^^=f 2(2^,2^  zurück,  welche  wir  oben  (pg.  110)  an  die' Spitze  gestellt 
hatten.  Eine  beliebige  Form  aus  der  zugehörigen  Schar  ^ti  +  ^^i 
nennen  wir  fizi,  z.^x  ihre  Dimension  A  in  den  ,q,  s.^  ist  in  (3)  pg.  110 
dargestellt.  Die  Formen  f\z^^,  z=^  unterscheiden  sich  von  den  Formen 
nullter  Dimension  Z  des  vorigen  Paragraphen  um  einen  Factor,  den 
wir  bereits  pg.  114  feststellten;  nach  den  damaligen  Formeln  (3)  haben 
wir  zu  setzen: 

(1)  f==z\M.^Z,     (^iz)=^YJ{z-ef''^'~^\ 

Um  nun  die  Diff'erentialgleicJanu/  ziveiter  Ordnung  der  pohjmorplien 
Formen  f(2i,  z.^  zu  gewinnen,  haben  wir  die  für  Z  aufgestellte 
Gleichung  (6)  pg.  119  vermöge  der  eben  angegebenen  Beziehung  zwischen 
Z  und  f  auf  f  umzureclmeu.  Hierbei  gipfelt  unsere  Untersuchung  in  der 
Gewinnung  einer  invarianten  Darstellung  der  fraglichen  Differential- 
gleichung  der  Formen  f.  In  dieser  Hinsicht  beachte  man  vorab,  dass 
die  Ausübung  der  Transformation: 

(2)  z[  =  az^  +  hz.2,     Z2  =  cz^  +  dz^ 

im  Sinne  unserer  ursprünglichen  Entwicklungen  auf  eine  andere  Aus- 
wahl der  Hauptfunction  unseres  automorphen  Gebildes  hinausläuft. 
Die  Gleichberechtigung  aller  dieser  Hauotfunctionen  hat  hier  umgekehrt 
zur  Folge,  dass  die  Theorie  der  polymorphen  Formen  f/egeniiher  der 
Transformation  (2)  den  CliaraMer  der  Invarianz  besitzen  ivird.  Diese 
Sachlage  wird  nun  in  der  That  an  der  Gestalt  der  Differentialgleichung 
für  die  Formen  f  unmittelbar  zum  Ausdruck  kommen,  insofern  wir 
die  Differentialgleichung  vermöge  covarianter  Bildungen,  nämlich  aus 
Lberschiehttngen  aufbauen  werden. 

Wir  haben  dabei  den  Uberschiebjpigsprocess  sogleich  für  beliebige 
algebraische  oder  transcendente  Formen  zu  definieren.  Sind  q)(Zi,  z^) 
und  ii^(z^,  Z.2)  irgend  zwei  solche  Formen,  so  bezeichnen  wir  die  v*" 
Überschiebung  von  9)  und  ip  symbolisch  durch  (cp,  ■tl;)^  und  erklären 
dieselbe  exijlicite  durch*): 


*)  Siehe  z.B.  Gordan-Kerschensteiner  „Vorlesungen  über  Invariantei}- 
tlieorie"  (Leipzig  1887)  Bd.  2  pg.  36.  Übrigens  weicht  der  Ausdruck  (qp,  ■xp)^,  des 
Textes  von  der  a.  a.  0.  gegebenen  Definition  der  vten  Überschiebung  um  einen  con- 
stanten  Factor  ab.  Diese  Modification  wurde  zum  Zwecke  der  Vereinfachung 
weiterhin  zu  entwickelnder  Formeln  vorgenommen. 
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■^a^l 


+ 


Es  kommen  weiterhin  nur  die  drei  ersten  Fälle: 


(3) 


{(f,  ^\=  '^ 


Ccp    Uli) 


GZ..    CZ^ 


CZ^    CZi 


d^rb 


+ 


G^(p    O^rii 


Ci 


dz\ 


in  Betracht,  wo  wir  im  speciellen  für  v  =  0  das  Product  beider 
Formen  (p,  tl)  und  für  v  =  1  ihre  Functionaldeterminante  vor  uns 
haben. 

Um  übrigens  nicht  zu  weit  gehende  invariantentheoretische  Be- 
trachtungen anstellen  zu  müssen,  knüpfen  wir  die  Ableitung  der  ge- 
wünschten Differentialgleichung  für  die  polymorphen  Formen  f{t,^,  t..^ 
möglichst   eng  an  die  nicht -homogene  Schreibweise  an. 

Bas  Product  aller  n  den  Verziveujungspmikten  angehörenden  Ausdriiclce 
(z,ek)  Misse: 


(4) 


^(^.,  h)  =YI{^  e,)  =]J{Hef-  z,ef). 


Wir  haben  in  u{si,  z^)  eine  erste  für  die  Aufstellung  der  fraglichen 
Differentialgleichung  wichtige  rationale  Form  definiert.  Der  Übergang 
zur  nicht -homogenen  Schreibweise  wird  bei  diesem  Producte  iiiz^jZ^) 
durch: 

(5)  «(^l,%)='^2-"'o(^) 

vermittelt;  man  hat  also: 


(6) 


n  n  "  r 

'ow  =17"?'  -TTC'-  -  "')rI74='  •  ^ 

i  =  1  k  =  l  i  =  1  L 


k  =  l  J 


Die  Differentialgleichung,  deren  Gewinnung  unser  Ziel  ist,  hat 
nun  die  unten  als  Gleichung  (12)  mitgeteilte  Gestalt,  in  der  die  linke 
Seite  die  Summe  dreier  Überschiebungen  darstellt. 

Man  bilde  somit  nach  Vorschrift  von  (3)  zunächst  die  zweite  Über- 
schiebung (/",  u)^  unserer  polymorphen  Form  f  der  Dimension  X  und 
der  rationalen  ganzen  Form  u  von  der  Dimension  n.  Trägt  man  die  Aus- 
drücke (1)  und  (5)  für  /'  und  u  ein,  so  findet  sich  nach  einer  elemen- 
taren Zwischenrechnung: 


(7) 
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if,  «i,=4+.- [«(« - 1)".  ^  -  2(.>  -  m  - 1)  ^  ^ 

Bei  der  Weiterentwicklung  dieses  Ausdrucks  wollen  wir  der  Kürze 
halber  die  Ableitungen  von  ii^,  O  und  Z  nach  z  durch  obere  Indices 
bezeichnen  und  ersetzen  übrigens  Z"  nach  (6)  pg.  119  durch  —  ZB.{z). 
Wir  gewinnen  auf  diese  Weise: 

[  (/;^02= -v^"-'{2(«  -  i)z'[m«o^' -  (^  -  i)"oOj 

+  Z[ti  {n  -  1)  Ho  0"-  2  («  -  1)  (A  - 1)  4(0  0' 
I  +  1(1  -  l)nö0  -  n{n  -  l)HöVi?(^)]}- 

Wir  verstehen  Aveiter  unter  v{z^,  z^)  eine  gleich  näher  zu  be- 
stimmende rationale  ganze  Form  (n  —  2y-^^   Grades  und  setzen: 

viz^,z^)  =  zl-'--v^{z). 
Für  die   erste  Überschiebung  der  Formen  /'  und  v  ergiebt  sich  leicht: 
(8j        (/;  y)i=  4  +  "-M(«  -  2)foOZ'  +  Z[(«  -  2)v,<^'-  2i>]} 

Man  addiere  nunmehr  die  Gleichungen  (7)  und  (8)  und  bestimme 
Vq{z)  derart,  dass  rechter  Hand  in  der  entspringenden  Gleichung  der 
mit  Z'  multiplicierte  Ausdruck  identisch  verschwindet.  Dem  ent- 
sprechen wir,  wenn  wir  Vq  durch: 

H-l 


(9) 


^oC-^) 


Vi        1\     '  f/logcD"! 


definieren.  Man  erkennt  in  Vq  sofort  eine  rationale  ganze  Function, 
deren  Grad  ^  ;i  —  1  ist.  Schreiben  wir  aber  den  Ausdruck  von  v^ 
explicite: 


n—i 
n-2 


n 


ei^L 


(^ 


dT^(z-e,) 


+  \nlJ{z-e,) 


so  ergiebt  sich  als  Coefficient  der  höheren  Potenz  z"~^: 

2^J74''■k-l;•+^'2'(l-i) 

Aber  zufolge  (3)  pg.  110  verschwindet  derselbe;  somit  ist  die  durch 
(9)  gegebene  rationcde  ganze  Function  i"o(^)  vom  Grade  (n~2),  und  wir 
besitzen  in: 


V{Z^,Z2) 


"2 


'^o(^)j 


ivie  soehen  bereits  angenommen  wurde,  in  der  TJiat  eine  rationale  ganze 
Form  (n  —  2)*®^  Dimension. 
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Die  Summe  der  Gleichungen  (7)  und  (8)  schreiben  wir  nun  unter 
Benutzung  der  Formebi  (1)  und  (9)  in  der  folgenden  Gestalt: 

(10)  (/;  ti\+  (f,  v),=  -  f-  zl  - ' IV,  iz) , 

wo  w^iz)  die  folgende  Bedeutung  hat: 

..o(.^)=n(w  -i)«,[-ß+  2(1^)-  *JJ  +  Are;-  ;.a  -1)»;. 

Um  jetzt  endlich  die  hiermit  definierte  Function  w^^iz)  näher  zu 
betrachten,  entnehmen  wir  aus  der  zweiten  Gleichung  (1)  durch  logarith- 
mische Differentiation: 

-  '-I 

o'  _       1  "sri h 

O  2  .^^    z  —  e. 

Differenzieren  wir  nochmals  nach  z  und  combinieren  die  entspringende 
Gleichung  mit  der  soeben  angegebenen,  so  gewinnen  wir: 

Das  Product  dieses  Ausdrucks  mit  /  {{^^  ^k)  wird  bei  5  =  oc  offenbar 
(w— 2) -fach  unendlich  und  in  den  w  Punkten  C/,  je  einfach  unendhch. 
Des  näheren  stellt  man  an  jeder  der  letzteren  Stellen  die  Art  des 
ünendlichwerdens  leicht  fest  und  gelangt  solchergestalt  '  zu  der 
Gleichung: 

k=l 

1  "   '-'>  l 

—  j2j   ._l    (^k—  ^i)  •  ■  ■  (^A—  «^  -i)  (A—  Ck+i).  .  .  (ek  —  e„)\' 

k=i         '■'  ' 

Der  Vergleich  mit  dem  imter  (2)  pg.  117  dargestellten  Ausdruck 
von  R(z)  ergiebt,  dass 

eine  ganze  rationale  Function  (n  —  2)**^  Grades  von  z  darstellt,  und  das- 
selbe gilt  demnach  von  tV(^(z).  Berechnet  man  aber  die  Coefficienten, 
welche  die  Potenzen  z"~'^  und  z''~^  in  dem  entwickelten  Ausdruck 
von  iVq{z)  haben,  so  findet  man,  dass  beide  verschwinden.  HiernaHi 
ist  Wf^z)  für  n  =  3  mit  0  identisch  und  stellt  für  n  >  3  eine  rationale 
ganze  Function  (n  —  4)*^^  Grades  dar.     Setzen  wir  also: 
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so  ist  w{Zi,z.2)  eine  rationale  ganze  Form  («  —  4)*^«  Grades  bez.  für 
«  =  3  mit  0  identisch. 

Zu  dem  gleichen  Ergebnis  gelangt  man  übrigens  auch  von  der 
Gleichung  (10)  aus.  Wir  berechnen  nämlich  für  die  eben  erklärte 
Form  w{z^,2^)  die  Gestalt: 

(11)  w{z„z^=-  ^f^^)^-Y^')^  . 

Nun  können  wir  für  jede  einzelne  Stelle  z,  die  Verzweigungspunkte  6], 
soAvie  s=oo  nicht  ausgeschlossen ,  eine  die  letzte  Gleichuno;  befriedigende 
particuläre  Form  /"  angeben,  welche  daselbst  endlich  und  unverzweigt 
ist  (cf.  pg.  112  ff.).  Wir  erkennen  demnach  aus  (11),  dass  ■iv{z-^^,z.^ 
nirgends  unendlich  wird;  da  nun  u-{z^,  z.^)  eine  rationale  Form  ist,  so 
ist  sie  hiernach  sogar  eine  rationale  ganze  Form.  Ihre  Dimension 
in  z^\  Z.2  bestimmt  sich  aus  der  rechten  Seite  von  (11)  sofort  zu  (n  —  4), 
womit  wir  das  schon  genannte  Ergebnis  wiedergewonnen  haben. 

Nach  der  ersten  Formel  (3)  dürfen  wir  das  Product  der  Formen 
/'  und  IV  zum  Zwecke  der  formalen  Gleichförmigkeit  als  Überschiebung 
(/',  tv)^  schreiben,  so  dass  die  Gleichung  (10)  die  Gestalt  gewinnt: 

(12)  {f,u\-\-{t\v\+(f,iv\=0. 

Hiermit  haben  wir  nun  thatsächlich  die  invariante  Gestalt  der 
Differentialgleichung  zweiter  Oi-dnung  gewonnen:  Die  polymorplicn 
Formen  f  unserer  Schar  (Ä^y-\-  Bt^)  sind  dadurch  charakterisiert,  dass 
die  in  (12)  dargestellte  Stimme  der  JJherschiebumjen  einer  particidärcn 
Form  f  mit  den  rationalen  ganzen  Formen  u,  v,  iv  der  Dimensionen 
n,  n  —  2,  n  —  4  verschwindet. 

Die  gewonnene  überaus  einfache  und  durchsichtige  Bauart  der 
Differentialgleichung  gewinnt  noch  ein  erhöhtes  Interesse,  wenn  wir 
über  die  in  den  einzelnen  Gliedern  auftretenden  rationalen  Formen 
folgendes  recapitulieren:  Die  Form  u\z^,  ^2)  liefert  vermöge  ihrer  Null- 
stellen die  n  VerZ'weigungspunlxte  e^,  e^,...,e„\  die  Form  v{z-i_,  z^)  er- 
giebt,  falls  die  e^  als  berechnet  gelten,  iveiter  die  Zahlen  l^,  I2,  ..  ..In, 
tvelche  die  Signatur  (0,  w;  l^,  l^,  .  .  .,1^  festlegen;  die  Form  iv{z^,  z^) 
endlich  gestattet  hei  Bekanntschaft  der  e^  und  Ik  die  Berechnung  der 
(n  —  3)  accessorischen  Parameter  der  Differentialgleichung  (cf.  pg.  50j, 
d.  i.  der  (n  —  3)  Coefficienten  der  in  der  Differentialgleichung  (6)  pg.  119 
auftretenden  ganzen  Function  Gn—i{z).  Bei  weitergehenden  Unter- 
suchungen wird  es  sich  vermutlich  empfehlen,  geradezu  die  Coefficienten 
von  w  als  accessorische  Parameter  zu  bezeichnen. 
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Wir  kommen  endlich  noch  speciell  auf  den  niedersten  Fall  n  =  3 
zurück.  Hier  verschwindet  iv  identisch,  u  ist  eine  Form  dritter 
Dimension  und  v  eine  lineare  Form.  Die  invariante  Gestalt  der 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  wird  also  hier: 

(13)      .  if,  u),  +  (•/;  r)i  =  0. 

Es  mögen  nun  noch  einige  historische  Angaben  über  die  in- 
variante Darstellung  unserer  Differentialgleichung  folgen. 

Die  erste  in  dieser  Richtung  liegende  Entwicklung  rührt  von 
Hilbert  her.  Derselbe  hat  in  seiner  Abhandlung  ..Lher  eine  Dar- 
stelhmgsiveise  der  invarianten  Gehildc  im  binären  Formengehide''''^')  der 
hypergeometrischen  Differentialgleichung  eben  diejenige  Gestalt  gegeben, 
zu  welcher  wir  soeben  unter  (13)  hingeführt  wurden.  Hilberths  Entwick- 
lungen beziehen  sich  allerdings  nur  auf  den  Fall  von  algebraischen  Inte- 
gralen der  hypergeometrischen  Differentialgleichung;  doch  bleibt  die 
Hilbert'sche  Gleichung,  wie  wir  gesehen  haben,  unmittelbar  auch  für 
die  Fälle  transcendenter  Lösungen  gültig. 

Die  Untersuchungen  von  Pick  „Über  eine  NormaJform  f/ewisser 
Differentialgleichungen  siveiter  und  dritter  Ordmmg"^-*)  ])etreffen  beliebige 
polymorphe  Functionen  und  Formen  auf  Flächen  des  Geschlechtes 
^7  =  0  und  damit  gerade  die  für  uns  hier  zunächst  in  Betracht  kommenden 
Differentialgleichungen.  Es  wird  daselbst  festgestellt,  in  wie  weit  man 
diesen  Differentialgleichungen  Invarianteneigenschaft  zuzusprechen  hat, 
und  insbesondere  wird  für  die  oben  (pg.  117)  mit  R(z)  bezeichnete 
Function  eine  invariante  Schreibweise  entwickelt. 

Die  pg.  116  genannte  Abhandlung  von  Klein  giebt  in  der  Haupt- 
sache die  Definition  der  polymorphen  Formen,  die  wir  t^.  l,  nannten, 
berührt  dagegen  die  invariante  Gestalt  der  Differentialgleichungen 
nur  beiläufig. 

Endlich  aber  ist  von  E.  "VVaelsch  in  der  Abhandlung  ..Zur 
Geometrie  der  linearen  algebraischen  Differentialgleichungen  und  binären 
Fminen"***)  die  allgemeine  Gestalt  (12)  unserer  Differentialgleichung 
aufgestellt  worden.  Freilich  beziehen  sich  die  Untersuchungen  von 
Waelsch  auch  nur  erst  auf  Differentialg-leichungen  mit  rationalen 
Lösungen;  doch  bleibt,  wie  wir  sahen,  die  Waelschsche  Gleichung 
unmittelbar  für  unsere  transcendenten  Formen  ^i,  ^2  ^  Gültigkeit. 


*)  Mathem.  Annalen  Bd.  30  pg.  15  (1887). 
**)  Mathem.  Annalen  Bd.  38  pg.  139  (1890). 
***;  Schriften  der  Deutscheu  Prager  mathematischen  Gesellschaft  von  1892  pg.  78  iF. 


I,  2.  Formentheorie  der  automorpheu  Gebilde  des  C4eschlecbtes  niül.      127 

§  19.    Reihendarstellung  der  polymorphen  Formen 
im  Falle  ?*  =  3. 

Die  Bedeutung  der  gewonnenen  linearen  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  können  wir  darin  sehen,  dass  wir  von  ihnen  aus  für 
unsere  polymorphen  Formen  FofenzreiJKmmhviclJungen  nach  z,  nämlich 
als  recurrente  Reihen  zweiter  Ordnung  ohne  principielle  Schwierigkeit 
ausrechnen  können.  Wir  müssen  dabei  natürlich  neben  den  e^.  und  Ik 
auch  noch  die  accessorischen  Parameter  der  Differentialffleichuuo-  als 
bekannt  ansehen.  Im  niedersten  Falle  n  =  3  treten  accessorische  Para- 
meter noch  nicht  auf.  Es  sei  also  erlaubt,  auf  diesen  Fall  und  damit 
auf  die  Lehre  von  den  hiipergcometyischen  Beihen  kurz  einzugehen.  In 
der  That  sollen  unsere  Betrachtungen  den  in  (12)  pg.  120  definierten, 
der  hypergeometrischen  Differentialgleichung  genügenden  polymorphen 
Formen  H^,  H.^  gelten.  Zur  Gewinnung  von  Reihen  für  andere  Formen, 
wie  z.  B.  für  die  Z^,  Z.y,  müsste  man  dann  auf  deren  Beziehung  zu  den 
H^,  H^  zurückgehen. 

Übrigens  woUe  man  die  nachfolgenden  Entwicklungen  nur  mehr 
als  einen  beiläufigen  Excurs  in  ein  wichtiges  Nachbargebiet  auffassen, 
mit  dem  sich  unsere  Untersuchungen  unmittelbar  berühren.  Eine  er- 
schöpfendere Behandlung  der  hypergeometrischen  Reihen,  welche  vor 
allen  auch  die  Fragen  der  Convergenz  und  des  genaueren  functionen- 
theoretischen  Charakters  dieser  Reihen  zum  Gegenstand  haben  müsste, 
würde  uns  von  unseren  eigenen  Zielen  zu  weit  ablenken. 

Die  von  Gauss*)  mit  der  Bezeichnung  F{ci,  ß,  y;  z)  belegte  hyper- 
geometrische Reihe: 

gestattet  bekanntlich**),  particuläre  Integrale   der  pg.  120  gewonnenen 
hypergeometrischen  Differentialgleichung: 

(2)  K^  -  1)^  +  [(«  +  /3  +  1)^  -  y]  ^  +  a/3i/  =  0 

in    mannigfacher  Weise    anzugeben.      Wir    haben   für    die    Umo-ebuncy 
des  singulären  Punktes  ^^  =  0  die  beiden  Integrale : 

*)  „Disquisitiones   generalis    circa    seriem    infmitam    1 -f -^^  a? -|- •••■',  Ab- 

1-  y 

handl.  der  Gott.  Gesell,  d.  Wiss.  von  1813  oder  Gauss'  Werke,  Bd.  3  pg.  125.  „Beter- 

minatio  seriei  nostrae  per  aequationem  (lifferentialem  secundi  oräinis",  Gauss  Werke, 

Bd.  3  pg.  207. 

**)  Siebe  z.B.  die  Vorlesung  Elein's  „Vher  die  Jiypergeometrische  Function" 
vom  Wintersemester  1893/94  pg.  63fF.  oder  Scblesinger's  „Handbuch  der 
Ihem-ie  der  linearen  Bifferentialgleichungen"  Bd.  Ipg.  265. 
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(    F{cc,  ß,  y,  z), 
^  ^  1    z'-'F{a  -7  +  1,     ß-y-^1,     2-y;  ^); 

hieran    reihen    sich    für    die    Umgebung    von    2^1    die    particulären 

Integrale : 

F(a,  ß,  a  +  ß-r  +  l;  1-z), 


^^^  I     (l-z)y-"---^F{y-ß,  y-a,  y-a-ß  +  1:   1-z), 


sowie  endlich  für  die  Umgebung  von  s  =  oc: 

^--F{a,    a-y  +  1,    a-/3  +  l;    j^ 
^.-^'F[ß,    ß-y  +  l:    ^-«  +  1;    -^)- 


(5) 


Der  Einfachheit  halber  nehmen  wir  an,  dass  die  Zj ,  L^,  I^  alle  drei 
endlich  sind:  dann  werden  die  Integrale  jedes  der  drei  angegebenen 
Paare  von  einander  linear -unabhängig  sein. 

Nur  beiläufig  erwälmen  wir,  dass  nach  einer  zuerst  von  Kummer*) 
vollständig  durchgeführten  Theorie  jedes  der  aufgestellten  particulären 
Integrale  insgesamt  stets  auf  vier  Weisen  durch  die  hypergeometrische 
Reihe  dargestellt  werden  kann.  Dies  Theorem  gi'ündet  sich  auf  den 
Umstand,  dass  sich  die  ursprüngliche  Reihe  (1)  auch  noch  in  folgenden 
drei  Weisen  schreiben  lässt: 

(l-^)Y-"-.'F(iy~a,    y-ß,    y-    z) , 
{l-z)-^'F[^a,    y-ß,    r,   Y^)' 

{l-z)-n^(ß,    y-a,  r,    7^)- 

Man  hat  demnach  insgesamt  24  Reihen  zur  Integration  der 
Gleichung  (2)  zur  Verfügung. 

Wir  betrachten  nun  zunächst  die  Umgelumr/  des  Verziveigumjspmiktes 
2  =  0  und  bilden  zu  diesem  Zwecke  die  Formen: 

{H,  s,)  =H,-e,R„     (H,  ei)  =-H,-  si H,. 

Nach   den   Entwicklungen   von  pg.  112  fi".  wird   sich   [H,  e^  bei  einem 

1 

Umlauf  um  den  Punkt  z  =  i)  wie  z'^  verhalten,  während  (H,  £{ )  daselbst 
eindeutig  ist.  Es  werden  demnach  (H,  «i)  und  (H,  a^  bis  auf  constante 
Factoren  mit  den  beiden  unter  (3)  gegebenen  Functionen  von  z  gleich 
sein,  so  dass  wir  den  Ansatz  gewinnen: 


*;  „Über  die  Jujpergeoinetrisclie  Reihe",  Journ.  f,  Math.  Bd.  15  (1836). 
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^^  \iH,ei)=C,F{a,ß,r,,). 

Zur  Bestimmung  der  Constanten  hat  man  etwas  umständliche 
Rechnungen  anzustellen.  Man  bilde  erstlich  den  Quotienten  dieser  beiden 
Gleichungen  und  nenne  den  Quotienten  von  C,  und  Co  etwa  C: 

(7)  ?^=c.,.-,'^(''-r  +  y-r  +  ».^-r;.). 
^  ^  ?- ?{  ^(«,  /*,  y;  z) 

Es  gilt  dann  zunächst,  diesen  Quotienten  C  zu  bestimmen.  Man  lasse 
2  von  0  bis  1  wachsen  imd  erreicht  bei  z  =  1  für  beide  hyper- 
geometrische Reihen,  welche  in  (7)  vorliegen,  die  Convergenzgrenze. 
Indessen  hat  Gauss  festgestellt,  dass  unsere  Reihen  an  der  fraglichen 
Stelle  z  ^^  1  noch  convergieren,  und  er  berechnete  als  Wert  der  Reihe 
und  damit  der  Function  -Z^(a,  ß,y]  z)  für  ^  =  1: 

(8)  F{a,  ß,  y,  1)  -  n(y-a_i)n(y-^^:iy 

Hierbei    bedeutet   n(a;)    die   von   Gauss   so   bezeichnete,    a.a.O.  näher 

untersuchte  Function*).  Die  Variabele  z  sollte  nun  auf  der  reellen  Axe  von 

1 

0  bis  1  wandern;  und  wir  schreiben  vor,  dass  z^~^^=z'^  hierbei  reell 
und  positiv  genommen  werden  soll.  Bei  dieser  Veränderung  von  z 
wird  %  auf  einer  Seite  des  zugehörigen  Kreisbogendreiecks  von  s^  nach 
fo  wandern.  Wir  finden  demnach,  indem  wir  ^  =  1  in  (7)  eintragen 
und  die  Regel  (8)  benutzen,  für  die  Constante  C  den   Wert: 

/Q^  r=  fi:=A n(-«)n(-/3)n(y-i) 

^-  ^.-4    il-yW{y-a-l)Uiy-ß-l)' 

Um  jetzt  weiter  Cj  und  Cg  zu  berechnen,  ziehen  wir  aus  (7)  die 
Folgerung,  dass  t,  bei  ^  =  0  in  erster  Annäherung  durch: 


dz 


dargestellt  ist.     Rechnet  man  sich   hieraus   t-   aus   und   trägt   den   ge- 


*)  Wir  bemerken  übrigens,  dass  die  für  die  Gültigkeit  der  eben  gemachten 
Angaben  zu  stellende  Forderung  y  — a  — ß>0  (siehe  Gauss'  Werke  Bd.  3  pg.  143) 
bei  den  Entwicklungen  des  Textes  zufolge  der  zweiten  Gleichung  (10)  pg.  120 
stets  erfüllt  ist. 
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wonnenen  Wert  in  (12)  pg.  120  ein,   so  ergiebt  sich  als  Wert  von  H,^ 

für  s:  =  0: 

Aber  für  z^O  ist  IIi  =  s^H^,   und  also  liefert  die  zweite  Formel  (6), 
gleichfalls  für  z  ^  0  spezialisiert: 

Für  die  Constante  C.^  findet  man  demgemäss: 


y  —  a  —  ß  —  1  /   f    gl 

(10)  a  =  ±(-i)     i      |/cirr^- 

Die  eindeutige  Bestimmung  der  hier  rechts  vor  dem  Wurzelzeichen 
stehenden  Einheitswurzel  hat  keine  Schwierigkeit,  sobald  man  die  in  den 
Formeln  (12)  pg.  120  rechts  stehenden  Functionen  von  z  für  die  hier 
in  Frage  kommende  Umgebung  von  ^  =  0  eindeutig  definiert  hat.  Mit 
C  und  Ca  ist  jetzt  auch  C^=  C •  C^  unmittelbar  bekannt. 

Für  die  Umgehungen  der  beiden  anderen  Verzweigungspunkte  z  ==  1 
und  0  =  oo  gelten  ganz  analoge  Betrachtungen.  Doch  kann  man  auch, 
wie  wir  z.  B.  für  z  =1  zeigen  wollen,  in  etwas  anderer  Weise  unter  Be- 
nutzung der  bisherigen  Ergebnisse  verfahren.  Für  z=l  gelten  die  den 
Formeln  (6)  entsprechenden  Ansätze: 

{H,  B,)  ==  C[{1-  z)y---  ^-^  F{y  -  ß,  y-a,  y  -  a  -  ß -{-!•   \-z), 
(H,  f^V=  ClF{a,  ß,  a  +  ß-y^l-l-z). 
Trägt  man  hier  z  =  Q  ein  und  benutzt  die  Regel  (8),  so  folgt: 
jj        ,   rr_       n(y  -  g  - /3)n(- y) 

^'    ^2^2- f^i    n(-«)n(-/3)      ' 

TT         ,jj        r^nu  +  ß-y)T\{-y) 

H,-s.H,=  c.  n(^-,)m«-,)- 

Aber  die  Werte  von  iZ^  und  fl,  für  z  =  0  wurden  gerade  soeben  be- 
stimmt; setzt  man  dieselben  in  die  letzten  beiden  Gleichungen  ein,  so 
lassen  sich  die  C[,  Cg  sofort  berechnen.  — 

Wir  erläutern  die  vorstehenden  Rechnungen  am  Beispiäe  \  =  2, 
^2  =  4,  /g^ö,  welches  uns  bereits  in  I  pg.  554  beschäftigte.  Es  soll 
sich  hier  um  dasjenige  ^  handeln,  welches  durch  Figur  176  a.a.O. 
versmnlicht  wird.  Die  gegenwärtig  mit  f^  und  e^  bezeichneten  Werte 
werden  wir  dann  mit: 
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ideutifi eieren,  und  si,  fg  sind  einfach  zu  «^  bez.  f.,  conjugiert  complex. 
Man  wird  für  die  Umgebung  von  s  =  0  zu  folgenden  Ergebnissen 
geführt: 

7=ITWHTW^^^^  "^^  ^  n  (- g)  n  (- g)  1^^  >  (i,  1,  i ; .) 

und  für  die  Formen  H^  und  i/g" 

-l+T/3 


TT  V    2J  TT  (    24  j 


ni-24)n(-2i) 

Bei  der  Ausrechnung  dieser  Formeln  wurde  von  der  durch: 

T{(x  +  l)  =  (x-\-l)-T](x) 

zum  Ausdruck  kommenden  Regel   der  TT -Function  Gebrauch  gemacht. 


§  20.     Darstellung  der  polymorphen  Formen  im.  Falle  w  =  3 
durch  bestimmte  Integrale. 

Für  die  Lösungen  der  hypergeometrischen  Differentialgleichung 
kennt  man  seit  langer  Zeit  eine  Darstellung  durch  hestimmte  Integrale. 
Auch  auf  diese  Darstellung  kommen  wir  hier,  wenn  auch  nur  neben- 
her, zu  sprechen,  weil  wir  an  dieselbe  einen,  wie  es  scheint,  aussichts- 
reichen Ansatz  zur  arithmetischen  Darstellung  der  Dreiecksgruppen, 
sowie  zur  Entwicklung  der  zugehörigen  automorphen  Formen  in  Ge- 
stalt von  Thetareihen  werden  knüpfen  können. 

Vermöge  einer  complexen  Variabelen  tv  setzen  wir  das  folgende 
Integral  an: 

9* 


132  I-  Engere  Theorie  der  eindeutigen  automorphen  Functionen. 

(1)  /w^-  1(1  -  tv)y-''^-Hl  -  sw)-"dw. 

Hierbei  sollen  a,  ß,  y  im  bisherigen  Sinne  (9)  pg.  120  verstanden  sein, 
und  der  „Parameter"  z  des  Integrals  ist  irgend  ein  während  der  Inte- 
gration nach  w  stehender  Wert  der  bisher  so  bezeichneten  Variabelen. 
Die  a,  /3,  y,  sind  hier  stets  rationale  Brüche,  so  dass  unter  dem  Inte- 
gral (1)  eine  algebraische  Function  von  w  steht,  welche  an  den  vier 
Stellen  «<;  =  0,  1,  z~^,  oo  in  einer  in  jedem  Falle  leicht  angebbaren 
Weise  verzweigt  ist.  Dieser  algebraischen  Function  gehört  eine  gewisse 
Riemann'sche  Fläche  über  der  w- Ebene  zu,  welche  wir  F^,  nennen. 

Aus  den  pg.  120  angegebenen  Werten  von  cc,  ß,  y  und  der  Un- 
gleichung: 

0<}  +  ~  +  ^<l 

liest  man  leicht  ab,  dass  in  (1)  ein  Integral  erster  Gattung  der  Fläche 
Fuj  vorliegt.  Wenn  wir  also  irgend  eine  auf  i^„,  geschlossene  Curve  heran- 
ziehen, um  das  Integral  (1)  über  dieselbe  auszudehnen,  so  gewinnen 
wir  als  Integralwert  (1)  die  jenem  Umlaufe  zugehörige  Periode  des  in 
Rede  stehenden  Integrals  erster  Gattung. 

Es  besteht  nun,  wie  schon  am  Eingange  des  Paragraphen  bemerkt 
ist,  das  sehr  merkwürdige  Theorem,  dass  das  fragliche  Integrcd  (1)  in 
ÄhhängigJceit  vom  Parameter  z  der  hijpergeometrischen  Differential- 
gleichung (11)  pg.  120  genügt.  Wir  verweisen  wegen  des  Nachweises 
dieser  Behauptung  auf  die  Litteratur  des  Gegenstandes,  über  welche 
hier  einige  Notizen  eingeschalten  werden  mögen. 

Bereits  Euler*)  wurde  zur  Betrachtung  unseres  Integrals  (1)  hin- 
geführt; doch  handelte  es  sich  bei  ihm  einzig  um  reelle  Werte  von  w, 
und  das  Integral  war  zwischen  den  Grenzen  0  und  1  ausgedehnt.  Sind 
die  Exponenten  bez.  die  Grössen  a,  ß,  y  nicht  in  der  hier  vorliegenden 
speci eilen  Art,  sondern  zunächst  beliebig  gewählt,  so  kann  freilich 
unter  Umständen  das  Integral  an  der  unteren  Grenze  0  oder  an  der 
oberen  1  oder  auch  an  beiden  unstetig  werden.  Man  hat  demnach,  damit 
der  Euler'sche  Ansatz  unmittelbar  brauchbar  bleibt,  die  Ungleichungen 
ß~>  0,  y  >  ß  als  erfüUt  anzusehen.  Alsdann  aber  kami  man  leicht 
zeigen,  dass  das  von  Euler  betrachtete  Integral,  z  <il  vorausgesetzt, 
bis   auf  einen  constanten  Factor  mit  F(u,  ß,  y;  z)   gleich  ist.      Dieser 


*)  Siehe  die  „Tnstitutiones  calculi  integraUs"  Bd.  2  Abschn.  1  Kap.  10  und  11 
'Petersburg  1769). 
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constante  Factor  wird   aber   sofort   als   das    Euler'sche   Integral   erster 
Gattung: 


■/.. 


0 

erkannt. 

Ist   das  Integral   (1)  nicht  von  der  ersten  Gattung ,   so   wird   man 
den  Schwierigkeiten,   die   aus  dem  Unstetigwerden   des  Integrals  resul- 
tieren,  einfach   dadurch   aus   dem  Wege  gehen,   dass  man  die  oben  zu 
Grunde     seleffte     Riemann'sche    Auf- 
fassungsweise  des  Integrals  (1)  adoptiert. 
Jetzt  ist  IV  complex,  und  man  wird  mit 
der  auf  der  Fläche  F„.  geschlossenen  In- 
tecrrationscurve    einfach    die     vier    Ver- 
zweigungspunkte  zu  meiden  haben,   um  Fig.  22. 

stets  einen  endlichen  und  eindeutig  be- 
stimmten Integralwert  zu  besitzen.  Wie  mau  die  geschlossene  Curve  zu 
wählen  hat,  wird  natürlich  durchaus  von  der  Structur  der  Fläche  F,^  ab- 
hängen. Es  ist  aber  bemerkenswert,  dass  man  in  sogen.  „Doppelumläufen" 
um  zwei  unter  den  Yerzweigungspunkten,  wie  sie  von  C.  Jordan*), 
L.  Pochhammer**)  und  P.  A. Nekrassoff  ***)  zuerst  benutzt  wurden, 
stets  geschlossene  Wege  gewünschter  Art  besitzt.  In  Figur  22  ist  ein 
Doppelumlauf  um  die  Verzweigungspunkte  0  und  1  dargestellt.  Wie 
man  sieht,  wird  hier  jeder  der  beiden  Yerzweigungspunkte  zuerst  in 
der  einen,  sodann  in  entgegengesetzter  Richtung  umlaufen:  eben  dieser- 
halb  resultiert  ein  auf  F^,.  geschlossener  Weg. 

Den  obigen  Satz,  dass  das  Integral  (1)  als  Function  von  s  der 
hypergeometrischen  Differentialgleichung  genügt,  kann  man  nun  einfach 
dadurch  zeigen,  dass  man  die  durch  (1)  gegebene  Function  von  z  in 
die  Differentialgleichung  einträgt  und  die  Differentiationen  nach  dem 
„Parameter"  z  unter  dem  Integralzeichen  ausführt.  Man  sehe  wegen 
der  weiteren  Ausführung  dieses  Ansatzes  neben  den  eben  genannten 
Schriften  die  öfter  genannte  Vorlesung  von  Klein  über  die  „liyper- 
geomeirische  Function^'  (cf.  pg.  53).  Auf  Veranlassung  von  Klein  hat 
C.  Schellenberg  eine  „Neue  Behandlung  der  hypergeometrischen  Func- 


*)  „Cours  d'analyse  de  Vecole  pohjtechnique"  t.  3  pg.  24lff.  (1887). 
**)  Siehe  dessen  Abhandlungen  „  über  ein  Integral  mit   doppeltem   Umlauf", 
Mathem.  Ann.  Bd.  35  (1890)  und  „  Über  eine  Klasse  von  Integralen  mit  geschlossener 
Integrationscurve" ,  ebenda  Bd.  37  (1890). 

***)  „tJber    lineare  Bifferentialgleichungen ,   welche  mittelst  bestimmter  Integrale 
integriert  werden",  Mathem.  Ann.  Bd.  38  (1891). 
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tion  auf  Grund  ihrer  Definition  durch  das  destimmte  Integral"  gegeben*), 
wo  auf  symmetrische  Benutzung  aller  gleichberechtigten  Elemente, 
sowie  andrerseits  auf  die  Ausgestaltung  der  hypergeometrischen  Func- 
tionen als  ganzer  transcendenter  Functionen  der  Exponenten  u,  ß,  y  der 
Nachdruck  gelegt  wird. 

Um  nun  die  Bedeutung,  welche  das  Integral  (1)  für  unsere  Theorie 
der  polymorphen  Formen  hat,  darzulegen,  wenden  wir  uns  zunächst 
zum  SpecialfaUe  der  Modulf unctionen.  Wir  setzen  zu  diesem  Zwecke 
?j=?2==?3=^^  und  finden  als  correspondierende  Werte  a,ß,y: 

a=~,ß  =  -,y=l. 

Unser  Integral  (1)  nimmt  die  Gestalt  an: 

dw 


(2)  jyw 


w){l  —  zw) 

d.h.  wir  gelangen  zum  elliptischen  Integral  erster  Gattung  vom  „Modul"  z. 
Die  Fläche  i^^  ist  vom  Geschlechte  p  =  \,  und  wir  kommen  hier  un- 
mittelbar zu  der  wohlbekannten  Auffassung  zurück,  dass  die  heiden 
Functionen  H^,  H^  von  z  die  Perioden  des  elliptischen  Integrals  erster 
Gattung  (2)  in  ÄbhängigJieit  vom  Modul  z  darstellen.  Dieser  Anschluss 
an  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  wurde  aber  für  die  Entwick- 
lung der  Modulfunctionen  grundlegend,  insofern  man  für  die  Darstellung 
und  Berechnung  der  Modulfunctionen  und  Modulformen  in  den 
Reihenentwicklungen  der  doppeltperiodischen  Functionen  und  vor  allem 
der  Thetafunctionen  unmittelbar  brauchbare  Ansätze  erhielt**). 

Wir  gewinnen  nun  hier  die  interessante  Erkenntnis,  dass  diese 
in  der  Theorie  der  Modulfunctionen  bekannten  und  grundlegenden 
Verhältnisse  der  Verallgemeinerung  auf  jede  Gruppe  (0,  3;  1^,1^,  I3) 
unserer  Art  fähig  sind.  An  Stelle  der  elliptischen  Functionen  treten  die 
Abel' sehen  Functionen  eines  durch  die  Function  der  complexen  Variahelen  w: 

w?-^{l  -  w)>'-/*-i(l  -  ziv)-"" 

definierten  algebraischen  Gebildes  mit  einem  als  variabel  zu  denJcenden 
„3Iodul"  z.  Insbesondere  tritt  an  Stelle  des  elliptischen  Integrals 
(2)  allgemein  das  Abel'sche  Integral  erster  Gattung  (1);  die  Perioden 
desselben,  auf  irgend  ein  Schnittsystem  bezogen,  seien  a^^,  «o,  .  .  .,  co2p, 
unter  j9  das  Geschlecht  des  algebraischen  Gebildes  verstanden.     Es  gilt 


*)  Inaugural- Dissertation  (Göttingen,  1892). 
**)  Man  vergl.  namentlich  „M."  11,   wo   die   im  Texte   ei-wähnten  Ansätze  in 
ausgedehntester  Weise  zur  Durchführung  gebracht  sind. 
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alsdann  der  Satz:  Die  Perioden  a^,  co^,  .  .  .,  (o^p  sind  als  Function  von  z 
durch  zwei  linear -unabhängige  Integrale  H^,  S^  der  hypergeometrischen 
Differentialgleichung  (11)  pg.  120  in  der  Gestalt: 

(3)  coi  =  a,H,  +  hR,,  (*■  =  1 ,  2 2;,) 

mit  4:p  Constanten  Coefßcienten  a,  h  darstellhar*). 

Die  Formebi  (3)  begründen  einen  Zusammenhang  zwischen  imserer 
ursprünglich  zu  Grunde  gelegten  homogenen  Gruppe  F  von  der 
Signatur  (0,  3;  \,  k,  k)  und  einer  gewissen  Gruppe  ganszahliger 
unimodularer  Suhstitutionen  der  Perioden  o^^,  w^,  .  .  .,  co^p,  welche  in 
der  Theorie  der  linearen  Transformation  der  Abel'schen  Functionen 
auftritt.  In  der  That  wird  jedem  geschlossenen  Umlaufe  des  leivegliclien 
Verzweigungspunktes  iv  =  z-^  eine  Periodentransformation: 

(4)  io'i  =  aaOi+  «i-2W2~l +  ^'}  2pi^2p 

der  eben  genannten  Art  entsprechen.  Die  Gesamtgruppe  aller  durch 
„3Imiodromie"  des  Verziveigungspunldes  w  =  z-^  erreichbaren  Substi- 
tutionen (4)  ist  direct  isomorph  mit  imserer  Gruppe  F  der  Signatur 
(0,  3;  ?!,  ^2,  ^3).  Im  Falle  der  Modulf undionen  sind  beide  Gruppen  auch 
formal  identisch;  allgemein  iverden  sie  durch  die  2p  Gleichungen  (3) 
in  einander  transformierbar  sein.  In  der  Gruppe  der  Substitutionen  (4) 
und  den  2p  Relationen  (3)  haben  Avir  hiernach  einen  neuen  Ansatz 
zu  einer  arithmetischen  Darstellung  unserer  Dreiecksgruppe  T  der 
Signatur  (0,  3;  li,h,h)  gewonnen. 

Zur  Darstellung  der  automorphen  Functionen  und  Formen  des 
Gebildes  (0,  3;  Z^,  ?., /g)  würde  man  nun,  den  Verhältnissen  bei  den 
elliptischen  Modulfunctionen  folgend,  die  Thetareihen  des  zugehörigen 
algebraischen  Gebildes  vom  Geschlechte  p  heranziehen  müssen.  Man 
wird  dabei  in  erster  Linie  die  „Nullicerte"  der  geraden  Thetafunctionen 
verwerten,  welche  nur  noch  von  den  Perioden  abhängen.  In  den  beiden 
besonderen  FäUen  (0,  3;  4,  4,  00)  und  (0,  3;  3,  oc,  oc),  die  überein- 
stimmend zum  Geschlechte  p -^  2  gehören,  ist  dieser  Ansatz  von 
H.  Burkhardt  in  der  Abhandlung  ,.Übey  die  Darstellung  einiger  Fälle 


*)  Diese  Reduction  aller  2p  Perioden  auf  zwei  Grössen  H^,  H,  hat  J.  Wellstein 
(zufolge  einer  brieflichen  Mitteilung  an  den  Verf.)  in  einer  noch  nicht  publicierten 
Untersuchung  direct  ausführen  können.  Wellstein  operiert  hierbei  mit  besonders 
geeigneten  „reducierten"  Schnittsystemen  und  bezieht  übrigens  seine  Untersuchung 
nicht  nur  auf  den  im  Texte  in  Frage  kommenden  Fall  von  Integralen  mit  drei 
festen  Verzweigungsstellen  0,  l,c»,  sondern  auf  Integrale  mit  n  festenVerzweigungs- 
stellen  ^1,63,...,^«. 
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der  automorphen  Primformen  durch  specielle  TJietareihen"*)  thatsäcMich 
durchgefühi-t  worden.  Leider  aber  haben  gerade  diese  beiden  Fälle 
neue  Ergebnisse  nicht  liefern  können,  da  die  beiden  genannten  Gruppen 
(0,  3;  4,  4,  oü)  und  (0,  3;  3,  oc,  oo)  mit  der  Modulgruppe  commen- 
surabel  sind.  Die  von  Burkhardt  angegebenen  Darstellungen  der 
Primformen  gehörten  denn  auch  in  der  That  zu  bekannten  Reihen- 
entwicklungen elliptischer  ModuKunctionen**j. 

Bei  dieser  Sachlage  kann  man  es  nur  als  wünschenswert  bezeichnen, 
den  entwickelten  Ansatz  in  anderen  aussichtsreichen  Fällen,  und  zwar 
namentlich  in  solchen  Fällen,  bei  denen  die  Commensurabilität  mit 
der  Modulgruppe  von  vornlierein  vermieden  wird,  zur  Durchführung 
zu  bringen. 


*)  Math.  Anualeu  Bd.  42  pg.  185  (1892). 
**)  Man  vergl.  hierzu  den  Paragraph  15  in  der  Abhandlung  von  A.  Hurwitz 
„Über  endliclie  Gruppen  linearer  Substitutionen,  tcelche  in  der  Theorie  der  ellip- 
tischen Transcendeyiten  auftreten",  Mathem.  Ann.  Bd.  27  (1885).  Es  werden  dort 
selbst  allgemein  analytische  Darstellungen  von  elliptischen  Modulformen  aus 
Thetareihen  von  höherem  p  abgeleitet,  wobei  sich  die  Burkhardfschen  Formeln 
als  Specialfälle  einordnen. 


Drittes  Kapitel. 

Theorie  der  Poiucare'schen  Reihen  mit  besonderen  Ausführungen 
für  die  Gebilde  des  (jeschlechtes  null. 

Ehe  wir  die  Formentheorie  bei  automorphen  Gebilden  eines  be- 
liebigen Geschlechtes  weiterführen,  wollen  wir  die  schon  öfter  genannten 
Reihenentwicklungen  kennen  lernen,  welche  Poincare  eingeführt  und 
zur  Grundlage  seiner  ganzen  analytischen  Theorie  der  automorphen 
Functionen  gemacht  hat.  Wir  werden  hierbei  sogleich  an  ein  auto- 
morphes Gebilde  heliehigen  Geschlechtes  p  anknüpfen  können.  Die 
Specialausführungen,  welche  wir  im  Anschluss  an  unsere  allgemeinen 
Darlegungen  für  das  besondere  Geschlecht  p  =  0  bringen  werden,  setzen 
uns  in  den  Stand,  unsere  Untersuchungen  über  die  Gebilde  dieses 
niedersten  Geschlechtes  zum  endgültigen  Abschluss  zu  bringen.  Das 
Poincare'sche  Verfahren,  welches  in  naheliegender  Weise  analytische 
Ausdrücke  ansetzt,  die  gegenüber  den  sämtlichen  Substitutionen  einer 
vorgelegten  Gruppe  F  invariant  sind,  ist  von  Poincare  bereits  in  seinen 
ersten  pg.  41  genannten  Noten  in  den  Comptes  rendus  mitgeteilt  und 
in  der  Abhandlung  „Memoire  sur  les  fondions  fuchsiennes"*)  ausführ- 
lich begründet,  sowie  in  der  späteren  Abhandlung  „Memoire  sur  les 
groupes  Meinceus^'**)  auf  Gebilde  ohne  Hauptkreis  übertragen  worden. 
Die  Betrachtungen,  welche  Poincare  zum  Beweise  der  Convergenz 
der  fraglichen  Reihen  ausführt,  gehören  zu  den  allerwichtigsten  Ent- 
wicklungen der   ganzen  Theorie  der  automorphen  Functionen. 

Nach  den  Angaben  von  pg.  55  wird  man  erwarten,  dass  Poincare 
bei  Bildung  der  fraglichen  Reihen  sich  nicht  der  homogenen  Variabelen 
^1,  ^2  bedient,  sondern  vielmehr  nicht -homogen  operiert.  Das  ist  in 
der  That  der  Fall  und  hatte  die  Folge,  dass  Poincare's  Reihen  gegen- 
über den  Substitutionen  von  F  nicht  absolut  invariant  sind,  sondern  bei 
Ausübung  der  einzelnen  Substitution  einen  von  t,  abhängigen  Factor 
annehmen.     Die  Reihen  zeigen  demgemäss  ein  Yerhalteu  ähnlich  dem- 


*)  Acta  mathematica  Bd.  1,  pg.  193  (1882). 
**)  Acta  mathematica  Bd.  3,  pg.  49  (^1883). 
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jenigen  der  Thetareihen  bei  Vermelinuig  ihres  Argumentes  um  Perioden. 
Dieser  Umstand  veranlasste  Poincare,  seine  Reihen  als  „Fuchs^sche" 
bez.  „Klem'scJie"  „  Thetareiken"  zu  bezeichnen. 

Es  hat  nun  Ritter  in  seiner  pg.  55  genannten  Dissertation  im 
Anschluss  an  Kl  ein 's  Vorlesungen  die  in  Rede  stehenden  Reihen- 
entwicklungen unter  Zugrundelegung  der  homogenen  Variabelen  ^j,  ^^ 
begründet.  Es  handelt  sich  hierbei  übrigens  nur  um  eine  formale 
Ausgestaltuuo;  der  Poincare 'sehen  Reihen. 

Ritter  hat  noch  nach  anderer  Seite  hin  eine  wesentliche  Er- 
weiterung des  Poincare'schen  Ansatzes  vorcrenommen.  Während  sich 
nämlich  Poincare's  eigene  Reihen  (in  homogene  Gestalt  gesetzt)  auf 
eindeutige  Formen  des  Multiplicatorsystems  Mo==:l,  und  also  nur  auf 
eigentlich  automorphe  Formen,  beziehen,  erstrecken  sich  die  Ritter'schen 
Entwicklungen  auf  eindeutige  Formen  heliehiyer  Multiplicatorsijsteme  M. 

Da  übrigens  die  Einführung  der  fraglichen  Reihen  Poincare's 
eigenste  Leistung  ist,  so  ist  Ritter  von  den  bei  Poincare  selbst  be- 
nutzten Benennungen  abgegangen  und  hat  die  an  dieser  Stelle  sehr 
berechtigte  Personalbenennung  „Foincare'sche  Reihen'^  aufgenommen, 
die  wir  weiterhin  durchweg  benutzen  werden. 


§  1.    Ansatz  der  Poincare'sch.en  Reihen. 

Es  sei  eine  beliebige  Gruppe  F  mit  den  zunächst  nicht  -  homogen 
geschriebenen  Substitutionen  V^,  V^,  .  .  .  vorgelegt,  welche  sämtlich  ein 
zugehöriges  Polygonnetz  N  in  sich  transformieren;  das  „Ausgangs- 
polygon" oder  der  „Fundamentalbereich"  P„  werde  durch  V^  in  das 
Polygon  Fk  transformiert.  Die  correspondierende  homogene  F  ist, 
falls  wir  ihre  Substitutionen  „unimodular"  schreiben,  mit  der  nicht- 
homogenen Gruppe  entweder  isomorph  oder  2-1 -deutig  homomorph. 
Die  Substitutionen  der  homogenen  Gruppe  bezeichnen  wir  in  üblicher 
Weise  allgemein  durch   U  und  schreiben   Uk  explicite  so: 

(1)  tf > -  «,,\ -f  /3,e2,    ei*)-  n-^i  +  s,t,. 

Das  Geschlecht  p  des  Fundamentalbereiches  P„  und  damit  des  zu- 
gehörigen automorjjhen  Gebildes  sei  bis  auf  weiteres  ein  ganz  be- 
liebiges. 

Der  Begriff  der  unverzweigten  automorphen  Formen  wurde  pg.  66 
für  Gruppen  F  beliebigen  Geschlechtes  p  festgesetzt.  Die  eindeutic/en 
automorphen  Formen,  welche  eine  specielle  Classe  unverzweigter 
Formen  darstellen  und  stets  ganzzalüige  Fimension  besitzen,  werden  wir 
für   unsere   jetzige   Gruppe  F  genau  so  definieren  wie  oben  für  j;  =  0, 
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nämlich  durch  die  Forderung:  Der  Multiplicator  ^,  tvelcJier  eine  eindeutige 
Form  (pd  (fei ,  ^2)  ^^i  Ausübung  einer  Suhstitution  ü  der  Jiomogenen  Gruppe  F 
annimmt,  soll  stets  ein  und  derselbe  sein,  welchen  innerhalb  des  Be- 
reichs zulässiger  Werte  ti,  ^2  gelegenen  Weg  die  Argumente  t,^,  ^2  cbuch 
bei  Ausübung  der  Substitution  beschreiben  mögen.  Die  zulässigen  Wert- 
systeme ^3,  ^2  sind  dabei  wie  pg.  64  zu  definieren.  Wir  entnehmen 
aus  der  formulierten  Forderung  sogleich  den  Satz:  Sind  ^;  und  (Uj  die 
Multiplicatoren  einer  eindeutigen  Form  (pditi)  ^2)?  welche  den  beliebigen 
Operationen  ü,,  Uk  entsprechen,  so  gehört  sowohl  zu  üi  TJk  als  zu  Uk  U/ 
der  Multiplicütor  ^ifik- 

Geben  wir  dem  Bereiche  Pq  die  kanonische  Gestalt,  so  liefert  der- 
selbe (w  +  2p)  Erzeugende  U^,  .  .  .,  Un,  Ua^,  Uf,^,  .  .  .,  Ua^,  Uf,^,  sofern 
{p,n)  der  „Charakter"  von  P  ist.  Die  einzelne  Form  besitzt  ent- 
sprechend ein  System  von  {n  +  2p)  erzeugenden  Multiplicatoren,  aus 
denen  nach  dem  angegebenen  Satze  alle  übrigen  Multiplicatoren  dieser 
Form  herzustellen  sind.  Bei  den  Gruppen  des  Geschlechtes  ^;  ^  0 
kamen  einzig  Multiplicatoren  in  Betracht,  welche  Einhcitswurzeln  waren. 
Für  die  den  etwa  vorkommenden  parabolischen  Erzeugenden  Ui,  sowie 
den  hyperbolischen  TJaj^,  Ub^  entsprechenden  Multiplicatoren  ist  aus  der 
Natur  der  Gruppe  und  dem  Begriffe  der  eindeutigen  Formen  noch 
nicht  notwendig,  dass  sie  Einheitswurzeln  darstellen.  Gleichwohl  be- 
stimmen wir,  dass  die  (n  +  2p)  erzeugenden  Multipliccdoren  und  damit 
überhaupt  alle  Multiplicatoren  ohne  Ausnahme  Zcdden  vom  ctbsoluten  Be- 
trage 1  sein  sollen.  Auf  die  Bedeutung  dieser  Bestimmung,  auf  die  etwa 
zwischen  den  erzeugenden  Multiplicatoren  bestehenden  Relationen  u.s.w. 
kommen  wir  im  nächsten  Kapitel  bei  der  ausführlichen  Formentheorie 
der  automorphen  Gebilde  mit  ^9  >  0  zurück.  Einstweilen  sind  die  vor- 
stehenden Festsetzungen  ausreichend,  um  die  Theorie  der  Poincare'schen 
Reihen  in  der  von  Ritter  gewählten  Ausdehnung  sogleich  für  Gebilde 
von  beliebigem  j9  zu  entwerfen. 

Wir  versuchen  nun  für  ein  einzelnes  gegebenes  Multiplicator- 
system  analytische  Ausdrücke  für  zugehörige  eindeutige  automorphe 
Formen  vorgeschriebener  ganzzahliger  Dimension  d  zu  gewinnen.  Zu 
diesem  Zwecke  gehen  wir  auf  die  in  (1)  eingeführte  Schreibweise  der 
Substitutionen  L'^  von  F  zurück  und  bezeichnen  mit  ^^  den  zu  Uk  ge- 
hörenden Multiplicator.  Wir  verstehen  unter  ITd{ti,  ^2)  'irgend  eine 
homogene  rationale  Function  der  ^j,  ^3  ^'on  der  Dimension  d  und  setzen 
mit  Hilfe  derselben  folgende  Reihe  an: 

(2)  ^.a:.e2)==v^r^^.afu^^-'j 

oder  ausführlicher  geschrieben: 


140  I-  Engere  Theorie  der  eindeutigen  automorphen  Functionen. 

(3)  cfäiii,  y  =^(ir'Hä{cc,ir+  ßkt2>  nti+  «3,^2), 

summiert  über  /.'  =  0,  1,  2,  3, . . .,  d.  h.  über  alle  Operationen  der  homogenen 
Gruppe  r.  Die  Bezeichnung  9:^(^1,  £2)  wolle  man  hier  einstweilen  nur 
als  ein  Symbol  für  die  rechts  angesetzte  Reihe  ansehen,  da  über  deren 
Convergenz  und  functionentheoretischen  Charakter  noch  nichts  fest- 
gestellt ist.  Jede  solche  Reihe  (2)  oder  (3)  wollen  wir  hinfort  als 
eine   „Poincare'sche  Reüie''  unserer  Gruppe   F  bezeichnen. 

Ist  Hd(ti)  ^2)  keine  ganze  Form,  so  besitzt  dieselbe  Pole  in  der 
2:-Ebene.  Fällt  einer  dieser  Pole  mit  einem  Grenzpunkte  der  Gruppe  i' 
zusammen,  so  werden,  wo  wir  auch  ^q  im  Poljgonnetze  aufgreifen,  in 
jeder  noch  so  klein  gewählten  Umgebung  jenes  Grenzpunktes  noch 
unbegi-enzt  viele  mit  ^q  äquivalente  Punkte  Vkito)  gelegen  sein.  Das 
Verhalten  der  correspondier enden  Reihengheder  in  (2)  und  ihrer  Summe 
ist  dann  schwieriger  festzustellen.  Allerdings  kommen  wir  unten 
(in  §  3)  auf  den  noch  zugänglichen  Fall  zurück,  dass  ein  Pol  von 
hinreichend  niedriger  Ordnung  in  eine  parabolische  Spitze  fallt.  Um 
aber  der  hier  in  Rede  stehenden  Schwierigkeit  bei  der  Grundlegung 
der  Theorie  der  Poincare 'sehen  Reihen  aus  dem  Wege  zu  gehen,  hat 
man  gleich  anfangs  die  folgende  Vorschrift  an  die  Spitze  gestellt: 
Vmi  den  Polen  der  Form  Ed{t,^,t<,)  soll  leiner  mit  einem  GrenzpimUe 
der  Gruppe  F  zusammenfallen.  Wir  werden  an  dieser  Bestimmung, 
abgesehen  von  der  schon  erwähnten  Entwicklung  in  §  3,  beständig 
festhalten. 

Als  rationale  Form  ist  i?rf(ti,  go)  ^^  Netze  N  entweder  polfrei 
oder  besitzt  eine  endliche  Anzahl  von  Polen.  Ln  letzteren  Falle  mar- 
kiere man  alle  mit  diesen  Polen  äquivalenten  Stellen  im  Polygon  Pq  sowie 
in  allen  übrigen  Polygonen  des  Netzes  N.  An  der  einzelnen  solchen 
Stelle  wird  ein  GHed  der  Reihe  (2)  polar  unstetig  oder  auch  mehrere 
in  endlicher  Anzahl,  falls  nämlich  mehrere  Pole  von  Hd{t,i,  ^2)  ^ 
Punkte  fallen,  die  bezüglich  F  äquivalent  sind.  Im  letzteren  Falle 
ist  es  möglich,  dass  sich  die  Pole  dieser  Glieder  bei  Bildung  der 
Summe  (2)  gegenseitig  zerstören,  ein  Vorkommnis,  das  uns  Tinten 
noch  beschäftigen  wird. 

Wir  sprechen  nun  folgendes  Theorem  aus:  Können  wir  ieiveisen, 
dass  die  Beihe  (2)  in  der  Umgebung  einer  „beliebigen"  Stelle  ^q  <^^^ 
Netzes  N,  abgesehen  von  endlich  vielen  Gliedern,  die  in  ^^  polar  unstetig 
werden,  absolut  und  gleichmässig  convergent  ist,  so  liefert  dieselbe  eine 
eindeutige  aidomorphe  Form  q>d{ti,  ^2)  ^^^  vorgeschrieboien  Midtiplicaior- 
systems  und  der  gegebenen  Dimension  d.  Schreiben  wir  nämUch  die 
Reihe  (3)  symbolisch  noch  etwas  kürzer  in  der  Gestalt: 
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7: 

SO  führt  die  Ausübung  vou    Z7,  auf: 

k  k 

Nun  durchläuft  mit  Ä'  =  0,  1,  2,  .  .  .  auch  Uk-  U,  die  Gruppe  F,  und 
^li^ik  ist  der  zugehörige  Multiplicator.  Wegen  der  absoluten  und  eben 
deshalb  unbedingten  Convergenz  wird  aber  die  mit  ^i;  auf  der  rechten 
Seite  der  letzen  Gleichung  multiplicierte  Reihe  denselben  Summenwert 
wie  die  Reihe  (3)  haben.  Nehmen  wir  noch  hinzu,  dass  in  der  Um- 
gebung der  beliebigen  Stelle  ^q  des  Netzes  auch  die  „gleichmässige" 
Convergenz  der  Reihe  (3)  angenommen  wurde,  so  wird  diese  Reihe 
eine  im  Netze  N  eindeutige  homogene  analytische  Function  von  ^j,  ^g 
liefern,  welche  gegenüber  U;  den  Factor  ju.,  annimmt.  Der  ausgesprochene 
Satz  ist  damit  thatsächlich  bewiesen. 

Ist  die  homogene  Gruppe  auf  die  nicht -homogene  nicht  isomorph, 
sondern  2-1 -deutig  homomorph  bezogen,  so  enthält  erstere  die  Sub- 
stitution —  1.  Für  diese  homogene  Substitution  liefert  jedes  System  M 
von  gerader  Dimension  den  Multiplicator  ^  =  1  und  jedes  von  un- 
gerader Dimension  ju,  =  — 1.  Die  Folge  ist,  dass  jetzt  die  Glieder 
der  Reihe  (2)  zu  Paaren  einander  gleich  werden.  Es  tvird  hiernach 
ausreichend  sein,  ivenn  wir  beim  Auf  hau  der  Beihe  (2)  von  je  zwei  der 
f/leichen  Substitution  V  entsprechenden  homogenen  U  immer  nur  eine 
Substitution  zulassen. 

Übrigens  werden  wir  in  der  Folge  meist  die  Reihe  (2)  in  nicht- 
homogener Gestalt  benutzen.     Wir  setzen  hierbei: 

(4)  H^it„Q  =  ttH^itA)  =  ttm) 
und  gewinnen  damit  folgende  Darstellung  unserer  Reihe: 

(5)  v,(5, ,  O  =  ^^f.-  .  H  (^^)  (y^  5  +  S,y, 

k 

wo  die  Reihenglieder  jetzt  den  Substitutionen  F^.  der  nicM -homogenen 
Gruppe  eindeutig  zugeordnet  sind. 

Lassen  wir  den  Factor  ^^  fort  und  specialisieren  die  Formel  (5) 
für  gerade  Dimensionen  d  =  —  2  m  und  für  das  Multiplicatorsystem 
M(,=  1,  so  gelangen  wir  in: 

(6,  9(o=_^s(i^)(,,5  +  d.)-.. 

ZU  der  von  Poincare  an  die  Spitze  gestellten  „Thetafunction".  Die 
Gleichung : 
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liefert    alsdann    für    die    in    (6)    dargestellte    0- Function    als  Verhalten 
gegenüber  der  Substitution    Vi'. 


Hi7f+I)="''5  +  *'^"^®- 


Dass  sich  0(^)  gegenüber  Vi  nicht  absolut  invariant  verhält,  vielmehr 
änen  von  ^  abhängigen  Factor  annimmt,  wurde  schon  oben  (pg.  137) 
angegeben. 

Es  kommt  jetzt  alles  darauf  an,   die  Convergenzuntersuehung  der 
Poincare 'sehen  Reihen  wirklich  durchzuführen. 


§  2.    Erste  Convergenzbetraclitung  der  Poincare 'sehen  Reihen. 

Poincare  hat  in  §  1  der  ersten  der  beiden  pg.  137  genannten  Ab- 
handlungen  die    Convergenzuntersuehung   seiner   Reihen    im    FaUe    der 

Hauptkreisgruppen  nach 
zwei  verschiedenen  Me- 
thoden durchgeführt,  von 
denen  die  erste  ihre  Be- 
weiskraft im  Falle  be- 
liebiger Polygongruppen 
bewahrt.  Wir  gehen  dem- 
gemäss  hier  zunächst  auf 
diese  erste  Poincare- 
sche  Convergenzbetrach- 
tung  ein.  Ein  paar  vor- 
läufige Übei-legungen  sind 
dabei  vorauszuschicken. 
Erstlich  wird  es 
beim  Beweisgang  erfor- 
derlich sein,  dass  wir  ein 
Netz  JSf  mit  einer  oder 
unendlich  vielen  Grenz- 
curven  haben.  Dies  ist 
aber  keine  Einschränkung  der  Allgemeingültigkeit  unserer  Ergebnisse. 
Es  ffilt  nämlich  der  Satz:  Sind  die  Beihen  der  Dimension  d  hei  den 
Gruppen  mit  Grenzcurven  im  Innern  der  hetreffenden  Netze  überall  abso- 
lut und  gleichmässig  convergent,  so  findet  die  gleiche  Convergenz  bei  den 
Beihen  eben  dieser  Dimension  d  aucli  für  die  Gruppe^i  mit  nur  isoliert 


Fig.  23. 
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liegenden  GrenzpimMen  statt.  Sollen  wir  nämlich  bei  einer  Gruppe  r 
der  letzten  Art  für  die  Umgebung  B  einer  Stelle  ^^  des  zugehörigen 
Netzes  die  Convergenz  einer  vorgelegten  Reihe  der  Dimension  d  unter- 
suchen, so  componiere  man  F  nach  Mafsgabe  von  Figur  23  etwa  mit 
einer  Hauptkreisgi-uppe  der  Signatur  (0,  3;  0,  0,  0),  die  wir  so  wählen, 
dass  der  Bereich  B  auch  innerhalb  des  Netzes  der  durch  Composition 
entspringenden  Gruppe  liegt.  In  der  Figur  ist  der  Polygonrand  dieser 
Hauptkreisgruppe  und  der  zu  ihr  gehörige  Hauptkreis  selbst  stark 
markiert.  Durch  die  Composition  ergiebt  sich  nun  offenbar  eine  Gruppe 
mit  unendlich  vielen  Grenzcurven.  Man  hat  jetzt  nur  noch  zu  berück- 
sichtigen, dass  jeder  Bestandteil  einer  absolut  und  gleichmässig  con- 
vergenteu  Reihe  wieder  eine  ebenso  convergente  Reihe  darstellt,  um 
die  Richtigkeit  der  ausgesprochenen  Behauptung  von  den  Poincare- 
schen  Reihen  der  ursprünglichen  Gruppe  zu  erkennen. 

Wir  wollen  zweitens  beweisen:  Die  Convergenz  der  einzelnen 
Poincare" sehen  Eeilie  ist  unabhängig  von  einer  heliehigen  linearen  Trans- 
formation, die  tvir  auf  i,  hez.  ^^  und  ^^  cmsidjen  mögen.  Gehen  wir  näm- 
lich vermöge  einer  etwa  unimodular  geschriebenen  Substitution: 

(1)  i,  =  Al[+Btk,  t,=  C^[+Dt', 

zu  den  neuen  Yariabelen  ^[  und  t,^  über  und  setzen: 

Ha{A^[+  Bu,  ct[+  Dti) = mu,  U), 

so  wird,  symbolisch  geschrieben: 

wo  üjc  die  durch  Transformation  vermöge  der  Operation  (1)  aus  üf; 
entspringende  Substitution  ist.     Hiernach  sind  die  beiden  Reihen: 

k  k 

gliedweise  einander  gleich,  und  es  kann  bei  Betrachtung  der  Convergenz 
in  der  That  jede  an  Stelle  der  anderen  treten. 

Von  der  letzten  Betrachtung  machen  wir  dahingehend  Gebrauch, 
dass  wir  annehmen,  der  PunJd  ^  =  oo  liege  weder  im  Innern  noch 
auf  dem  Bande  des  Polygonnetzes  N,  tvelches  demnach  ganz  im  Endlichen 
verlaufen  tvird.  Würde  dies  zunächst  nicht  zutreffen,  so  könnten  wir 
sofort  zu  einem  kreisverwandten  Netze  übergehen,  welches  unsere 
Forderung  erfüllt. 

Wir  schreiben  nun  unsere  Reihe  in  der  Gestalt  (5)  pg.  141  und 
lassen  auch  noch   den  Factor  ^i  (der  bei   der   Convergenzbetrachtung 


144  I-  Engere  Theorie  der  eindeutigen  automorphen  Functionen. 

nicht  interessiert)  fort;  es  gilt  also,  die  Convergenz  der  folgenden  Reihe 
zu  untersuchen: 


2>^^'^{^^yni+'>^y- 


Benutzen  wir  für  die  unimodular  geschriebenen  nicht -homogenen  Sub- 
stitutionen  wie  oben  die  Bezeichnung  t''^=V/.(^')^  so  kann  man  die 
fragliche  Reihe  auch  so  schreiben: 


Im  „Innern"  des  Polygonnetzes  werde  jetzt  ein  „beliebiger"  Punkt  ^^ 
aufgegriffen  und  mit  einem  kleinen  Bereiche  B  umgeben,  der  dem 
Rande  des  Netzes  N  nirgends  nahe  kommen  soll.  In  diesem  Bereiche  B 
wollen  wir  die  Convergenz  der  Reihe  (2)  untersuchen  und  schränken 
demgemäss  ^  auf  den  Bereich  B  ein. 

Die  mit  B  äquivalenten  Bereiche  heissen  etwa  Bq==B,  B^,  B.2,  •  • . 
Wir  nehmen  B  derart  gewählt  an,  dass  die  Bereiche  B^  nicht  über 
einander  greifen;  im  Falle  eines  elliptischen  Fixpunktes  f,,  wird  man 
B  somit  als  Sector  von  einer  anliegenden  Polygonecke  abschneiden. 
Während  t  den  Bereich  B  beschreibt,  wird  offenbar  lift)  den  äqui- 
valenten Bereich  Bj,  durchlaufen. 

Kommen  Pole  der  rationalen  Function  Hit.)  im  Netze  vor,  so  um- 
gebe man  jeden  derselben  mit  einem  kleinen  im  Tunern  des  Netzes 
verlaufenden  Kreise.  Diese  Kreise  werden,  insofern  sie  im  „Innern" 
des  Netzes  liegen  sollten,  nur  mit  endlich  vielen  Bereichen  B^  Punkte 
gemein  haben.  Die  diesen  letzten  Bereichen  zugehörigen  Reihenglieder 
in  (2)  denken  wir  ausgelassen;  sie  spielen  ihrer  endlichen  Anzahl  halber 
bei  der  Frage  der  Convergenz  keine  Rolle.  Die  noch  übrig  gebliebenen 
Bereiche  B  mögen  Bö,  B[,  B2,  .  .  .  heissen;  an  die  so  eingeführte 
Kürzung  der  Reihe  möge  durch  einen  oberen  Index  am  Summenzeichen 
erinnert  werden. 

Da  nun  die  Bereiche  Bl  von  den  Polen  der  rationalen  Function 
H{t)  überall  endlich  entfernt  sind,  so  werden  die  absoluten  Beträge  der 
für  uns  in  Betracht  kommenden  Functionswerte  H[V};{ty\  sämtlich  eine 
angebhare  endliche  Grösse  G  nicht  überschreiten.  Gehen  wir  demnach 
von  der  gekürzten  Reihe  (2)  zur  Reihe  der  absohden  Beträge  und 
benutzen,  dass     /uj  |  ^  1  ist,  so  gilt  offenbar: 


SG-2"'-T 
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Die  Untersucliuug  ist  hiermit  auf  die  Frage  der  Convergenz  der  Reihe: 

(3) 
reduciert. 


2' 


dVk(S) 


(H 


Nun  ist  für  den  einzelnen  Punkt  t,  des  Bereiches  B  die  geometrische 


Bedeutung  des  absoluten  Betrages 


dVkit) 


dl 


die,  dass  derselbe  das  „Ver- 


grösserimgsverhäUnis"  oder  den  „3Iodul"  der  conformcn  Ähhildtmg  der 
nächsten  Umgehung  des  Pimlies  ^  auf  den  Bereich  B^  liefert.  Dieser 
Abbildungsmodul  nimmt  gegen  die  Grenze  0  ab,  wenn  wir  uns  dem 
Rande  des  Netzes  iV  mehr  und  mehr  annähern.  Somit  muss,  damit 
die  Reihe  (3)  convergent  ist,  d  eine  „negative''^  ganze  Zahl  sein;  setzen 
wir  also  —d  =  d',  so  ist  d'^1  zu  nehmen,  und  es  handelt  sich  um 
die  Convergenz  der  Reihe: 


d' 


(4) 


2' 


(H 


Man  ziehe  nun  die  Grösse  der  Schwanhing  in  Betracht,  wdche  der 

Zu 


Ahhildungsmodid       J}    \  erfährt,  ivenn  ^  den  Bereich  B  beschreibt 


dS  ^ 

diesem  Zwecke  schreiben  wir; 

dVkit) 


dS 


y.pU  + 


Yk 


wobei  zu  bemerken  ist,  dass  die  Coefficienten  y^.  aller  Substitutionen 
der  Gruppe  JT,  abgesehen  von  der  Identität  Vq=  1,  als  von  0  ver- 
schieden angenommen  werden  dürfen*).  Bezeichnen  wir  den  grössten 
Wert  einer  im  Bereiche  B  variabelen  Grösse  durch  Anhängung  des 
Index  M,  den  kleinsten  entsprechend  durch  Anhängung  von  m,  so 
ergiebt  sich  aus  der  letzten  Gleichung: 


dVk(0 


dt 


dVkiO 


dt 


?  + 


dk_\ 


t  + 


8k 

Yk 


Sk 


Jetzt  beachte    man,    dass   Fr^foo)  = ^  ist.      Der    Punkt 


Yk 


— '-    ist 

Yk 


somit  für  jedes  k  mit  oo  äquivalent  und  also  ausserhalb  des  Netzes  N 
gelegen.     Nun  ist     ^  +  ^;;^     einfach   gleich    der  Entfernung    der  beiden 

Yk   1 


*)  Ist  nämlich  Y}.  =  0,  so  hat  V^,  bei  t=oo  einen  Fixpunkt.  Die  sämtlichen 
nicht -elliptischen  Fixpunkte  liegen  aber  auf  dem  Rande  von  JV  und  also  nicht 
bei  ^  =  oo.  Etwaige  elliptische  Fixpunkte  liegen  ausserhalb  isoliert;  und  man 
kann  nach  dem  zweiten  am  Anfang  des  Paragraphen  vorausgeschickten  Hilfsatze 
die  Anordnung  stets  so  treffen,  dass  J  =  CX)  kein  elliptischer  Fixpunkt  ist. 
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Punkte  t  und  — 


Demgemäss  ist 


^  + 


yk 


grösser  als  die  kleinste 


Entfernung  m,  welche  man  zwischen  einem  Randpunkte  von  B  und 
einem  solchen  von  N  auffinden  kann.  Da  B  überall  vom  Rande  des 
Netzes  N  endlich  entfernt  bleibt,  so  ist  m  eine  bestimmte  von  0  ver- 
schiedene positive  Zahl  (cf.  Figur  24)*).     Da   femer   sämtliche  Punkte 

dk 


yk 


für  /.-^l,  2,  3.  . 


im  Endlichen  liegen, 
so  kann  man  etwa  um 
t.Q  einen  Kreis  mit 
bestimmtem  endlichen 
Radius  legen,    der  alle 

Punkte  —  —  einschliesst. 


yk 


?  + 


8  k 


yk 


Dann  aber  ist 

offenbar  kleiner  als  die 
grösste  Entfernung  M, 
welche  zwischen  einem 
Randpunkte  von  B  und 
einem  Punkte  der  Peri- 
pherie des  eben  genann- 
ten Kreises  existiert. 
Hierbei  ist  31  wieder 
eine       endliche       Zahl 

(cf.  Figur  24).  Setzen  wir  nun  den  Quotienten  *  ,  =  C,  so  ist  die 
rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  <  C,  und  also  ergiebt  sich  die 
Ungleichung: 


Fig.  24. 


(5) 


dS 


<c 


dVk(t) 
dS 


(I.  h.  der  Quotient  des  grössten  WeHes  des  fragliclien  Ahbildmigsmodids 
im  Bereiche  B  und  des  Meinsten  daselbst  eintretenden  Wertes  ist  Meiner 
als  C,  ICO  C  eine  von  h  unabhängige  endliche  positive  Constante  ist. 

Wir  verstehen  nun  unter  J^^  den  Inhalt  der  Fläche  des  Bereiches 
B  und  bezeiclinen  entsprechend  den  Inhalt  von  .B^  durch  Ji.  Dann  gilt 
iedenfalls: 

(6)  |i^iv,^/..^l^^rj. 


di 


dS 


*)  Diese  Figur  versinnlicht  den  Fall,  dass  der  vom  Xetze  N  bedeckte  Be- 
reich einfach  zusammenhängend  ist.  Doch  gilt  die  Überlegung  ohne  weiteres 
auch  in  dem  Falle,  dass  das  Netz  N  unendlich  hohen  Zusammenhang  besitzt. 
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Hieraus  und  aus  der  Ungleichung  (5)  folgt  für  einen  heliebigen  Punkt  t, 
im  Bereiche  B: 


(7) 


dVkit) 


cn 


< 


dVkiS) 


dS 


2   ^  ^2    I  dVk(S)  |2  ^  ^2    Jk 


.u 


dS  L  —  Jn 


Für  die  zu  untersuchende  Reihe  (4)  ergiebt  sich  demgemäss: 

als    eine   an    der    betrachteten  Stelle  ^    gültige  Ungleichung.     Ist   nun 
zunächst    (/'=  4,    so    hat   man   die   Reihe  ^  J^.,    imd    diese    ist    sicher 

k 

convergent;   denn   die   Bereiche  B,,  coUidieren  nicht  mit  einander,   und 
das   ganze  Netz  N  verläuft  im  Endlichen.    Damit  ist,  weil  lim  J/,  =  0 

ist,  zugleich  auch  die  Convergenz  für  alle  Werte  d'  >  4  bewiesen. 

Da  übrigens  die  gedachte  Stelle  ^,  wie  hervorgehoben,  im  Bereiche  B 
willkürlich  wählbar  war,  so  ist  durch  die  vorstehende  Betrachtimg 
auch  die  Gleichmässigkeit  der  Convergenz  im  Bereiche  B  bewiesen. 

Nach  den  am  Anfang  des  Paragi-aphen  vorausgeschickten  Über- 
legungen können  wir  demnach  das  folgende  allgemeine  Convergenz- 
theorem  aussprechen:  Für  jede  Poh/gonfjrnppp.  F  convergieren  alle 
Poincare  sehen  Reihen  der  Dimension  d  ^  —  4  im  obigen  Sinne  imhedingt 
und  gleichmässig  im  ganzen  Innern  des  Polygonnetzes  N,  d.  h.  in  der 
ümgebmig  jedes  vom  Fuinde  des  Netzes  endlich  entfernten  inneren  Pimlies. 

Der  Hauptgesichtspunkt  der  hiermit  zu  Ende  geführten  ersten 
Poincare 'sehen  Convergenzbetrachtung  besteht  in  der  Reduction  der 
Untersuchung  auf  die  Convergenz  der  Reihe^  J^.,  welche  geometrisch 
evident  ist.  Dabei  bedeuten  die  J^.  die  „eukhdischen"  Flächeninhalte 
der  äquivalenten  Bereiche  Bk-  In  der  zweiten  Poincare 'sehen  Conver- 
genzbetrachtung wird  ein  gleichfalls  grundlegender  Gebrauch  vom 
„hyperboKschen"  Flächeninhalte  der  Bereiche  B  gemacht  (cf.  §  7). 

§  3.    Verhalten  der  Poincare'schen  Reihen 
in  parabolischen  Spitzen. 

Um  das  pg.  140  aufgestellte  Theorem  über  den  automorphen 
Charakter  einer  Poincare'schen  Reihe  allgemein  in  Anwendung  bringen 
zu  können,  müssen  wir  dem  Polygonnetze  N  in  gewohnter  Art  auch 
die  etivaigen  paraTjolischen  Spitzen  der  Polygone  zurechnen.  Für  derartige 
parabolische  Punkte  ist  aber  das  Verhalten  der  Reihen  durch  die  soeben 
gegebenen  Betrachtungen  noch  nicht  festgestellt. 

10* 
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Da  die  Convergenz  der  einzelnen  Poincare'schen  Reihe  von  der 
Ausübung  einer  beliebigen  linearen  Transformation  des  t,  unabhängig 
ist,  so  legen  wir  einen  zur  näheren  Untersuchung  vorgelegten  para- 
bolischen Punkt  nach  ^  =  cx)  und  setzen  die  zugehörige  erzeugende 
Substitution  nach  (5)  pg.  65  in  die  Gestalt: 

(1)  U-tl+2i7t^,,       U-i2- 

'/. 

2  iTt  — 

Der  correspondierende  Multiplicator  sei  e       ' ,  unter  X  eine  der  Zahlen 

0,1,2,  ..  .,  (I  —  1)  verstanden;  als  Entwicklungsgrösse  der  automorphen 

Functionen  und  Formen  für  die  „Umgebung"  des  parabolischen  Punktes 

haben  wir  nach  flO)  pg.  70: 

t=^e^ 
heranzuziehen. 

Wir  nehmen  nun  an.  es  sei  eine  Poincaresche  Reihe  vorgelegt, 
deren  Convergenz  im  „Innern"  des  Netzes  N  bereits  bewiesen  ist.  Dies  ist 
für  (/'=  — f?>4  ja  allgemein  der  Fall.  Indem  ivir  aber  nur  d'^2 
fordern,  werden  unsere  nächsten  U])erlegungen  für  die  bei  gewissen 
besonderen  Gruppen  noch  convergenten  Reihen  mit  d'=  3  und  2  ohne 
weiteres  mitgelten. 

Da  bei  Ausübung  der  parabolischen  Substitution  ^ö  =  ti  ist,  so 
wird  die  mit  c^'  multiplicierte  Poincare'sche  Reihe,  die  ja  im  ,, Innern" 
des  Netzes  gleichmässig  convergiert,  daselbst  eine  Function  von  ^ 
darstellen,    welche    bei    Ausübung    der    Substitution    ^'=t-\-2i:t    den 


;. 

in  — 


Factor  e"  '  annimmt.  Wir  schliessen  für  die  ,,Umgebimg"  der  para- 
bolischen Spitze  auf  die  Existenz  einer  eindeutig  bestimmten  Dar- 
stellung: 


k 


WO  die  rechts  stehende  Laurent' scJie  Beihe  innerhalb  eines  gewissen 
endlichen  Kreises  um  t  =  0,  nötigenfalls  vom  Punkte  ^  =  0  selber  ab- 
gesehen, convergent  ist. 

Es  ist  nun  äusserst  wichtig,  dass  ivir  die  Poincare'sche  Reilie  auf 
einem  directen  Wege  in  die  so  gemeinte  Fotenzreihe  umsetzen  können. 
Die  hierzu  erforderliche  Entwicklung  gliedert  sich  folgendermafsen: 

Da  die  Poincare'sche  Reihe  im  Innern  des  Netzes  N  unbedingt 
convergent  ist,  so  können  wir  ohne  Änderung  des  Summenwertes  die 
Glieder  der  Reihe  in  eine  beliebige  Anordnung  bringen.  Man  beachte, 
dass  innerhalb  JT  die  Substitutionen  ^'=  t-\-  2iTiv  (mit  v  =  —  oc,  —  +  oo) 
eine  Untergruppe  des  Index  oo  liefern.    Für  diese  Untergruppe  mögen 
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wir  ein  Repräsentantensystem  in  den  Substitutionen  Vy  (mit  x^O,  1,  .  . . 
ausgewählt  haben:  und  zwar  derart,  dass  wir  in: 

V,{^-\-2i7iv)-     x  =  0,1,2,...;     v  =  -  oü,  .  .  .,  +  x 

alle  Substitutionen  der  Gruppe  und  jede  nur  einmal  gewinnen.  Es  ist 
alsdann  folgende  Anordnung  der  Reihenglieder  für  uns  am  zweck- 
mässigsten: 


zL.  •■  =  —     »  A  f.  _l 


2 


Setzen  wir  zur  Abkürzung; 


1==  X  '^-  ^■ 

so    hat    damit    unsere    zu    untersuchende    Reihe    die    einfache    Gestalt 
angenommen; 


(4j  2    >"r'^e'"'"'a),(^-2/:ra)    .- 

z       L  o  =  0  J 

Da  die  rationale  Function  H{%\  auf  dem  Netzrande  überall  polfrei 
ist,    imd    da   ferner  (?'    ganzzahlig    und  ^  2    vorausgesetzt    wurde,    so 
haben  wir  in: 
(5)  if(^i!+^)„,5  +  Ä,)-^'  =  iJ(ö 

für  den  einzelnen  Index  /,  eine  rationale  Function  von  g,  welche  bei 
^  =  oo  e^«^ew  NullpunU  mindestens  von  der  zweiten  Ordnung  hat.  Man 
wolle  sich  überzeugen,  dass  diese  Regel  für  x  =  0,  d.  i.  für  die  Sub- 
stitution  Vq=1  keine  Ausnahme  erleidet.     Hier  ist: 

(6)  i?(^)  ^fi^ft)  =  ef  5,(^1,  y. 

Da  nun  Kt^l^,  ^2)  fiü*  ^2=  0,  d.  h.  im  parabolischen  Grenzpunkte  end- 
lich bleiben  sollte  und  ä' ^2  gilt,  so  hat,  wie  behauptet,  H{^)  und 
also  i?(g)  bei  co  einen  NuUpunkt  zweiter  oder  höherer  Ordnung. 

Es  möge  nun  Bi^)  insgesamt  .s  Pole  besitzen,  welche  an  den 
endlichen  Stellen  a^,  «9?  •  •  •<  «•*  liegen,  und  es  sei  der  h^^  unter  ihnen 
von  der  Ordnung  p,,.  Dann  gilt  mit  Rücksicht  auf  das  Verhalten  von 
jR(^)  bei  t,^  ^su  die  Partialbruchzerlegung: 

(7)  R  (0  =2    y^  +  ^y-.  +  ■  •  •  +  (j_a,)p, 

A=i  L 

mit  verschwindender  Summe  der  Zähler  J.^^^: 
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(8)  _^^r-0.- 

/,  =1 

Die  Formel  (3)  schreibe  man  nun  so: 

(9)  0.(0  =  W)  +^  [J^a  -  ^^^^^)  +  ^(^  +  2i7clv)l 

Die  hier  rechts  angedeutete  Summation  soll  au  den  einzelnen  Grliedem 
des  entwickelten  Ausdrucks  (7)  von  jR(^)  durchgeführt  werden.  Zu 
diesem  Zwecke  benutze  man  die  Formel: 

r  =  l 

Drücken  Avir  die  Function  cotg  durch  die  Exponentialfunction  aus  und 
schreiben:  ..        ^ 

(10)  e^=t^=t', 

so  nimmt  diese  Gleichung  die  Gestalt  an: 

1     li-t'e~'~ 


f  =  1  ^"  "  -^ 


2/ 


Die  links  stehende  Summe  liefert  also  eine  rationale  Function  von  t\ 
die  in  der  parabohschen  Spitze,  d.h.  für  ^'  =  0,  den  von  der  Lage  des 
Poles  a  unabliängigen  Wert  —  -,  annimmt.  — 

Die  in  der  letzten  Gleichung  links  stehende  Reihe  darf,  unbeschadet 
ihrer  gleichmässigen  Convergenz,  gliedweise  nach  t  differenziert  werden. 
Rechts  tritt  dabei  eine  rationale  Function  von  ^'  ein,  die  für  ^'  ^  0 
verschwindet.  Genau  dasselbe  Sachverhältnis  bleibt  auch  bei  mehrfacher 
Wiederholung  dieses  Diff'erentiationsprocesses  bestehen;  jede  der  Reihen. 

^/      1      y^     ^  (      1      y^ 

1=  —  X  r  =  —  sc 

liefert  eine  rationale  Function  von  t',  die  für  t'  =  0  rersehivindrt. 

Unter  Benutzung  der  Relation  (8)  und  mit  Rücksicht  auf  das 
Verhalten  des  in  (11)  rechts  stehenden  Ausdrucks  bei  t  =  oc  finden 
wir  demgemäss  für  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (9)  eine  rationale 
Function  von  t',  die  für  ^'=0  verschwindet.  0;,(^)  gestattet  somit 
eine  innerhalb  eines  endlich  ausgedehnten  Kreises  um  ^'===0  convergente 
Entwicklung  nach  Potenzen  von  t': 
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Vermöge  dieses  Ausdrucks  für  ^y.{0  gestalte  mau  jetzt  die  Summe 
(4)  um;  mau  findet  zunächst: 

a=0  r.=0 

Bei  der  Summation  in  Bezug  auf  o  fallen  hier  rechter  Hand  alle 
diejenigen  Glieder  einfach  fort,  bei  denen  der  Exponent  von  t'  modulo 
7  nicht  mit  l  congruent  ist.     Es  folgt  somit: 

(7  =  0 

wobei  im  Falle  /l  =  0  (Irr  Änfangscoefficient  Uf>  verschtvindet. 

Die  Summe  aller  hier  rechts  stehenden  Ausdrücke  für  ;<  =  0, 1,  2, . . . 
liefert  den  Wert  der  convergenten  Reihe  (4).  Dieselbe  darf,  was  von 
Weierstrass*)  bewiesen  worden  ist,  nach  ansteigenden  Potenzen  von  f 
umgeordnet  werden  und  ergiebt  damit  die  gewünschte  Darstellung 
unserer  Poiucare'schen  Reihe  in  der  Gestalt: 

(12)        ^^r  '^(^^)  {nl  +  ö,)-  ''  =  fJ  («0  +  ciit  +  a,t'  +■••), 

wo  A  eine  Zahl  aus  der  Reihe  0,  1,  2,  ...,?—  1  ist  und  «^  im  Falle 
A  =  0  verschwindet. 

Hiermit  haben  wir  den  wichtigen  Satz  gewonnen:  Eine  im 
„Innern"  dos  Netzes  N  unhedingt  convergente  Poincare' sehe  Beihe  einer 
Dimension  d  ^  —  2  tveist  auch  in  der  einzelnen  etiva  auftretenden  para- 
bolischen Spitze  niemals  einen  wesentlich  singidären  PunJct  auf.  Nach 
einem  ptg.  140  aufgestellten  Grundtheoron  wird  die  Beihe  somit  eine  auto- 
morphe Form  darstellen;  und  zivar  besitzt  diese  Form  im  parabolischen 
PunMe  unter  allen  Umständen,  auch  ivenn  der  MuUiiMcator  ji  =  1  vor- 
liegt, einen  Nidlpunld.  Insbesondere  letzterer  Umstand  wird  späterhin 
sehr  folgenreich  werden.   — 

Die  Rechnungen  des  vorliegenden  Paragraphen  geben  noch  zu 
folgender  beiläufigen  Betrachtung  Anlass.  Lassen  wir  zu,  dass  die 
rationale  Form  Hd{t,i,t-2)  *^'^  parabolischen  Punlde  ^  =  oo  einen  Pol 
höchstens  von  der  Ordnung  d'  —  2  besitzt,  so  bleiben  alle  einzelnen 
Schritte  unserer  analytischen  Entwicklung  formal  unverändert  bestehen. 
Die    in    (6)    dargestellte   rationale   Function    B(^)  und   (falls  wir  nicht 


*)  Monatsberichte  der  Berliner  Akademie  von  1880  oder  Weierstrass'  Mathe- 
matische Werke,  Abhandlungen  Bd.  2  ^jg.  205. 
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noch  weitere  Pole  in  Grenzpunkten  zulassen)  die  Function  (5)  für 
beliebiges  %  bewahren  ihren  Nullpunkt  mindestens  der  zweiten  Ordnung 
bei  ^^c»;  und  man  gelangt,  die  absolute  und  gleichmässige  Convergenz 
der  in  Frage  kommenden  Reihen  im  Netzinnern  vorausgesetzt,  schliess- 
lich wieder  im  vollen  Umfange  zum  Ergebnis  (12)  und  zu  dem  daran- 
geknüpften Theoreme. 

Es  ist  nun  in  der  That  durch  H.  v.  Mango Idt*)  für  die  so  ver- 
allgemeinerten Poincare 'sehen  Reihen  bei  f?'^4  der  erforderliche  Con- 
vergenzbeweis  erbracht  worden.  Die  Betrachtung  gründet  sich  in  ein- 
facher Weise  auf  Rechnungen,  wie  wir  sie  in  den  Formeln  (3)  ff. 
anstellten.  Man  muss  nur  das  Repräsentantensystem  Vy,  der  parabolischen 
Untergruppe  (entgegen  der  oben  befolgten  Maßregel)  in  der  Art 
fixieren,  dass  man  jetzt  in: 

Vy\l)  +  2iTtv;     ;<  =  0,  1,  2,  .  .  .;     i/  =  - CO,  .  .  .,  +  oo 

alle  Substitutionen  der  Gruppe  und  jede  nur  einmal  erhält. 

Bei  dem  so  bezeichneten  Resultate  scheint  freilich  zunächst  ein 
Widerspruch  insofern  vorzuliegen,  als  trotz  des  Poles  von  H.iit,^,  t^  im 
parabolischen  Pmikte  die  durch  die  Reihe: 

k  ' 

dargestellte  automorphe  Form  eben  daselbst  stets  einen  NiillpimM  be- 
sitzt. Indessen  wolle  man  sich  hier  unserer  obigen  Festsetzungen  über 
Nullpunkte  der  Formen  in  parabolischen  Spitzen  erinnern  ( cf.  pg.  70). 
Es  gilt  als  Potenzreihenentwicklung  der  einzelnen  Form  an  der  frag- 
lichen Stelle:  ^ 

tr'^' f{%+  ait-\-aa^ +  ■■■), 

und  hier  findet  man  den  Pol  der  Form  Hfi  im  Pole  des  ersten  Factors 
t,f'^'  wieder,  den  wir  nur  auf  Grund  der  genannten  Verabredung  bei 
Angabe  des  Verhaltens  der  automorphen  Form  nicht  mitzählen. 

Da  übrigens  hiernach  auch  die  durch  v.  Mangoldt  betrachteten 
Reihen  nicJit  von  der  beschränkenden  Eigenschaft  frei  sind,  Nullpunkte 
in  parabolischen  Spitzen  zu  ergeben,  so  werden  diese  Reihen,  wie  wir 
später  noch  ausführlich  darlegen  werden**),  nicht  mehr  leisten  können, 


2^ 


*)  Vergl.  die  Abhandhing  „  Über  ein  Verfahren  zur  Darstellung  elliptischer 
Modul fiinctionen  durch  unendliche  Producte  nebst  einer  Ausdehnung  dieses  Ver- 
fahrens auf  allgemeinere  Functionen",  Göttinger  Nachr.  von  1886,  pg.  1. 

**)  Siehe  die  am  Schlüsse  des  Kapitels,  sowie  im  nächsten  Kapitel  zu  ent- 
wickelnden Theoreme  über  Darstellung  beliebiger  automorpher  Formen  durch 
Poincare 'sehe  Reihen. 
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als  die  von  uns  bisher  betrachteten  Reihen.  Es  erscheint  dieserhalb 
gerechtfertigt,  wenn  wir  fortan  wieder  die  rationale  Form  Haiti)  ^2) 
in  allen  Grenspmikteu  der  Gruppe  als  polfrei  voraussetzen. 


§  4.     Von  den  Poincare'schen  Reihen  (—  2)*^''  Dimension 
bei  Gruppen  V  mit  Grenzcurven. 

Bei  den  Betrachtungen  des  vorigen  Paragraphen  hatten  wir  bereits 
die  Reihen  (—  2)*^''  und  (—  3)*"  Dimension  mit  berücksichtigt.  Es 
liegen  vornehmlich  über  die  Reihen  mit  rf  =  —  2  zahlreiche  Unter- 
suchungen vor,  über  welche  wir  jetzt  berichten  wollen. 

Voran  stellen  wir  den  negativen  Satz,  dass  die  Reihen  (—  2)*®'' 
Dimension  sicher  dann  nicht  mehr  absolut  convergent  sind,  tvenn  das 
Polygonnets  eine  oder  unendlich  viele  Grenzcurven  besitzt*). 

Der  Beweis  ergiebt  sich  leicht  aus  den  im  vorletzten  Paragraphen 
entwickelten  Ansätzen,  die  wir  dieserhalb  im  vollen  Umfange  wieder 
aufnehmen.  Jedoch  wolle  man  anstatt  der  Pole  nunmehr  die  Null- 
punkte der  rationalen  Function  i?(^)  markieren.  Jeden  einzelnen  derselben 
wolle  man  mit  einem  kleinen  Kreise  umgeben  und  nehme  aus  dem 
Netze  ^^  alle  diejenigen  Polygone  heraus,  welche  wenigstens  mit  einem 
dieser  Kreise  ein  endlich  ausgedehntes  Flächenstück  gemein  haben.  Sollten 
sich  ein  Nullpunkt  oder  mehrere  Nullpunkte  von  Hi^)  auf  einer  Grenz- 
curve  von  N  finden,  so  kommen  auf  diese  Weise  unendlich  viele 
Polygone  in  Fortfall.  Wir  können  alsdann  die  um  die  Nullpunkte  zu 
legenden  Kreise  so  klein  wählen,  dass  endlich  ausgedehnte  Strecken  des 
Netzrandes  erhalten  bleiben. 

Wir  wählen  jetzt  ^  wieder  irgendwo  in  dem  oben  (pg.  144)  mit  B^ 
oder  B  bezeichneten  Bereiche  und  behalten  von  der  vorgelegten  Reihe 
(-_  2)ter  Dimension  nur  diejenigen  Glieder  bei,  deren  Bereiche  Bj,  dem 
Reste  des  Netzes  angehören.  Die  Kürzung  der  Reihe  mag  wieder 
durch  einen  oberen  Index  am  Summenzeichen  angedeutet  sein.  Der 
kleinste  W^ert  K,  den  [  H{t)  \  im  beibehaltenen  Reste  des  Netzes  an- 
nimmt, ist  >  0.     Alsdann  gilt: 


SO  dass  unsere  Reihe  nicht  absolut  convergent  sein  wird,  falls  die  Reihe: 


*)  Ritter    hat    diesen    Satz    in    §   12     seiner    öfter    genannten    Arbeit    im 
41.  Bd.  der  Mathem.  Annalen  aufgestellt. 
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(1) 


2' 

k 


dVkiO 


divergent  ist. 

Der  Bereich  B  durfte  keinem  Grenzpunkte  der  Gruppe  F  unendlich 
nahe  kommen  und  war  so  zu  fixieren,  dass  die  ihm  äquivalenten 
Bereiche  jB^.  nirgends  über  einander  greifen.  Einer  weiteren  Ein- 
schränkung ist  aber  die  Auswahl  von  B  nicht  unterworfen.  Wir 
genügen  den  genannten  Anforderungen,  indem  wir  B  geradezu  mit  dem- 
jenigen Polygone  des  Netzes  identisch  nehmen,  welchem  der  ausgewählte 
Punkt  t,  angehört*).  Nur  au  den  etwaigen  parabolischen  Zipfeln  wolle 
man  längs  zugehöriger  Bahncurven  kleine  Segmente  abschneiden, 
damit  B  keinem  Grenzj^unkte  unendlich  nahe  kommt. 

Die  Länge  des  Umfangs  von  B  sei  L^,  und  Lk  habe  die  ent- 
sprechende Bedeutung  für  i?^.     Dann  ist  jedenfalls: 


dVkit) 


di 


L,<L,£ 


dVk(S) 


dS 


Mit  Benutzung  von   (5)  pg.  146  ergiebt  sich  hieraus  für  unseren  dem 
Bereiche  B  angehörenden  Punkt  t: 


dVkiS) 


dS 


>|^|>6'-^ 
=  \     dS     \ 


dVka) 


dt 


Für  die  zu  untersuchende  Reihe  (1)  haben  wir  somit  die  Ungleichung: 

k  7. 

Wir  kehren  nun  zunächst  der  grösseren  Deutlichkeit  halber  für  den 
Augenblick  nochmals  zum  unverkürzten  Polygonnetze  N  zurück  und 
überzeugen  uns  oluie  Mühe,  dass  die  Summe  der  Umfange  aller  Polg- 
gone  P^,  P^,  P^,  .  .  .  des  Netzes  N  tmendUch  gross  ist.  In  der  That 
bringe  man  die  Polygone  in  folgende  Anordnung.  Um  P^  herum  lege 
man  einen  geschlossenen  Kranz  mit  P^  benachbarter  Polygone.  Ist 
Pq  mehrfach  zusammenhängend,  so  genügt  es,  diesen  Polygonkranz  um 
den  äusseren  Rand  von  P^  zu  legen.  Das  Polygon  Pp  besitzt  einen 
solchen,  da  der  Punkt  t;  =  oo  ausserhalb  des  Netzes  N  und  also  ausser- 
halb des  Polygones  P^  gelegen  ist.  Um  den  construierten  Polygon- 
complex  lege  man  aufs  neue  einen  geschlossenen  Kranz  weiterer  Poly- 
gone und  fahre   in  derselben  Art  fort.     Erst  indem  wir  unendlich  viele 


*)  Liegt  tT  auf  einer  Seite  oder  in  einer  Ecke  der  Polygonteilung,   so  wähle 
man  eines  der  beteiligten  Polygone  als  Bereich  B. 
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einander  umschliessende  Polygonkräuze  dieser  Art  an  einander  gereiht 
haben,  kommen  wir  dem  Rande  des  Netzes  N  unendlich  nahe. 

Man  summiere  jetzt  zunächst  für  den  einzekien  solchen  Polygon- 
kranz die  Umläufe  der  sämtlichen  beteiligten  Polygone.  Wie  diese 
Partialsummen  für  die  einzelneu  Kränze  auch  ausfallen  mögen,  jeden- 
falls werden  sie  sich  nicht  der  Grenze  null  nähern,  wenn  wir  uns  in 
der  Reihe  der  Polygonkränze  dem  Netzrande  annähern. 

Die  für  uns  in  Betracht  kommende  Summe 'Vx^  bezieht  sich  nun 


k 


freilich  nicht  immer  auf  alle  eben  in  Betracht  gezogenen  Polygone  und 
(im  Falle  i)arabolischer  Zipfel)  auch  nicht  auf  die  vollständigen  Poly- 
gone. Aber  es  genügt  ersichtlich,  dass  das  Netz  N  auch  nach  der  Kürz- 
ung noch  an  einem  cmnicJi  ausgedehnten  Stücke  des  ursprünglichen 
äusseren  Netzrandes  teilnimmt,  um  aus  den  gegebenen  Darlegungen 
auch  die  Divergenz  der  ReiheV'^-^  zu  erkennen.     Der  am  Anfang  des 

k 

Paragraphen  angegebene  Satz  ist  damit  bewiesen.  — 

Wir  schliessen  hier  weiter  eine  mehr  beiläufige  Bemerkung  an.  Im 
Falle  der  MoiMfimctionen  sind  die  mit  den  Poincare'schen  Reihen  nahe 
veru-andten  Eisen  stein' sehen  Beihen  (-  2y^'  Dimension  „he(^ingt"  conver- 
gent.    Die  Definition  dieser  Eisenstein'schen  Reihen*)  ist  gegeben  durch: 

77(1  ,    TWo 

WO  sich  die  Summe  auf  alle  Paare  ganzer  Zahlen  m^,  m,  mit  Aus- 
schluss der  Combination  m^^O,  nu^O  bezieht.  Dieser  Reihe  (3) 
lassen  wir  die  folgende  Reihe: 

(4)  ^\ykt,^8ktj 

k 

gegenübertreten,  welche  aus  (3)  hervorgeht,  wenn  man  alle  diejenigen 
Glieder  jener  ersteren  Reihe  auslässt,  in  welchen  m^  und  nh^  einen  von 
1  verschiedenen  Teiler  gemein  haben.  Man  bemerke,  dass  wir  in  (4) 
nicht  direct  eine  Poincare'sche  Reihe  der  bisher  betrachteten  Art  haben. 
Die  bei  ihr  zu  Grunde  liegende  rationale  Form  H  =  li  hat  nämlich 
die  Eigenschaft,  bei  einer  parabolischen  Untergruppe  der  Modulgruppe 

*)  Man  vergl.  die  Abhandhing  „  Genaue  Untersiiclmng  der  %mendlichen  Boppel- 
producte,  aus  icelchen  die  emptischeu  Fwictionen  als  Quotienten  zusammengesetzt 
sind",  Journ.  f.  Math.  Bd.  35  (1847). 
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unverändert  zu  bleiben.  Deshalb  wird  man,  um  eine  automorphe 
Form  zu  erhalten,  sich  auf  ein  jener  Untergruppe  zugehöriges  Re- 
präsentantensystem beschränken.  Dabei  aber  wird  man  gerade  zur 
Reihe  (4)  geführt. 

Die  Beziehung  beider  Reihen  (3j  und  (4)  ist  im  Falle  der  un- 
bedingten Convergenz  leicht  angebbar*).  Man  gewinnt,  indem  man 
an  Stelle  des  einzelnen  Zahlenpaares  yic,  ^k  alle  Paare  tyi;,  tök  mit 
^  =  1,  2,  3,  .  .  .  setzt,  offenbar  alle  Paare  m^,  m.^.  Ist  somit  die  Reihe 
(3)  unbedingt  convergent,  so  ordne  man  alle  die  Glieder,  welche  sich 
auf  das  gleiche  Paar  relativ  primer  Zahlen  y^,  d/.  beziehen,  zusammen 
und  findet  auf  diese  Weise: 

so  dass  heide  Reihen  nur  um  einen  constanten  Factor  verschieden  sind. 

Diese  unbedingte  Convergenz  tritt  aber  bekanntlich  nur  für 
^'>2  ein;  dagegen  ist  die  Reihe  (3)  für  d' =  2  bedingt  convergent. 
Bevorzugt  man  z.  B.  diejenige  Gliederanordnung,  welche  wir  pg.  149 
zum  Zwecke  der  Potenzreihenentwicklung  in  der  Umgebung  einer  para- 
bolischen Spitze  benutzt  hatten,  so  gilt**): 


'ii.m^  »(=1 


/)  =  1 


unter  q  die  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  gebräuchliche 
Entwicklungsgrösse  e'^*'-"  für  die  Umgebung  der  parabolischen  Spitze 
t,=^  i  oc  verstanden.  Hier  steht  rechts  in  der  That  eine  convergente 
Reihe.  Wählt  man  aber  andere  Anordnungen  der  Reihenglieder, 
so  kommt  man  zu  anderen  und  anderen  Summenwerten,  wie  dies  z.  B. 
in  der  eben  genannten  Arbeit  von  A.  Hurwitz  (Kap.  2,  §  4)  ausführlich 
erörtert  wird. 

Es  lassen  sich  nun  die  Reihen  vom  Typus  (4)  ohne  weiteres 
bei  jeder  Gruppe  F  mit  parabolischen  Substitutionen  ansetzen.  Dabei 
liegt  die  Vermutung  nahe,  dass  die  Reihen  (—  2)*®'"  Dimension  dieser 
Art  in  jedem  Falle  bedingt  convergent  sein  möchten.  Indessen  ist 
diese  Frage  noch  keiner  ausführlichen  Untersuchung  unterzogen  worden. 


*)  Vergl.  hierzu  die  Abhandlung  von  0.  R au senb erger  ,, Notiz  zur  Theorie 
der  Modulfunctionen" ,  Math.  Annalen  Bd.  20  (1882). 

**)  Cf.  A.  Hurwitz,  „Grundlagen  einer  independenten  Tlieorie  der  elliptischen 
Modulfunctionen  u.sav."    Math.  Annalen  Bd.  18  (1881). 
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§  5.     Von  den  Poincare 'sehen  Reihen  (—  2)*'^'^  Dimension  bei 
Hauptkreisgruppen  mit  isoliert  liegenden  Grenzpunkten. 

Eiu  erstes  positives  Ergebnis  über  die  Reihen  ( —  2)*«'"  Dimension 
ist  in  folgendem  Satze  enthalten:  Bei  denjenigen  Haupth-eisgrnpimi, 
welche  ein  über  die  ganze  Ebene  ausgebreitetes  Netz  N  besitzen,  bei  denen 
also  die  Grenzpmikte  den  Hauptkreis  nieJit  iiberaU  dicht  bedecJcen,  sondern 
auf  demselben  isoliert  liegen,  sind  die  Poincare' sehen  Reihen  (—2)'®' 
Dimension  im  ganzen  Netze  stets  unbedingt  und  geichmässig  convergent*). 
Das  aufgestellte  Theorem  ist  für  die  gesamten  unter  2.  pg.  31 
genannten  Kategorien  automorpher  Gebilde  offenbar  von  principieller 
Bedeutung.  Der  Beweis  gelingt  leicht  auf  Grund  der  im  ersten 
Poincare 'sehen  Convergenzbe weise  (cf.  §  2  pg.  142  ff.)  entwickelten  Ge- 
sichtspunkte. 

Mau  wolle,  was  nach  dem  zweiten  in  §  2  (pg.  143)  aufgestellten 
Theoreme  erlaubt  ist,  den  Hauptkreis  zur  reellen  ^-Axe  machen  und 
Sorge  tragen,  dass  der  Punkt  t,^  oo  kein  Greuzpunkt  von  F  ist. 
Dabei  können  wir  leicht  noch  erreichen,  dass  dieser  Punkt  ^  =  c» 
im  Innern  eines  Polygons,  d.h.  nicht  auf  der  Grenze  zwischen  zweien 
gelegen  ist. 

Die  zur  Untersuchung  vorgelegte  Reihe  möge  durch: 

gegeben  sein  und  soll  in  der  Umgebung  irgend  einer  endlichen  Stelle 
l^im  Innern  des  Netzes  N  betrachtet  werden.  Wie  oben  werde  die 
Umgebung  von  t^  durch  einen  Bereich  B^  dargestellt,  den  wir  gleich 
noch  näher  fixieren  wollen.  Vorab  markiere  man  diejenigen  Polygone  des 
Netzes,  in  denen  Pole  von  H[^)  gelegen  sind.  Die  correspondierenden 
Glieder  der  Reihe  (1)  sollen  fortgelassen  werden.  Ebenso  verfahren 
wir  mit  demjenigen  Gliede,  dessen  zugehöriges  Polygon  den  Punkt 
g  3=  oo  trägt.  Die  Kürzung  der  Reihe  werde  durch  einen  Index  am 
Summenzeichen  angedeutet.  Es  sind  insgesamt  nur  endlich  viele 
Glieder  ausgelassen  die  auf  die  Convergenz  der  Reihe  (1)  keinen  Ein- 
fluss  haben 


*)  Diesen  Satz  haben  W.  Burnside  und  E.Ritter  unabhängig  von  einander 
gefunden  und  fast  gleichzeitig  veröflfentlicht.  Die  Burnside'sche  Entwicklung  ist 
in  der  noch  öfter  zu  nennenden  Arbeit  „On  a  dass  of  automorpMc  fmictions" 
(Proceedings  of  the  London  Math.Soc,  Nov.  1891)  enthalten;  bei  Ritter  sehe  man 
§  12  der  Arbeit  in  Bd.  41  der  Mathem.  Annalen  (datiert  Neujahr  1892). 
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Es  gilt  uun  zunächst,  die  Bereiche  Bq,  B^.  .  .  .  in  zweckmässiger 
Weise    auszuwählen. 

Zu  diesem  Ende  ziehen  wir  ein  Netz  von  Normalpolygonen  zur 
Benutzung  heran,  indem  wir  insbesondere  die  ausgewählte  Stelle  to 
zum  Centrum  eines  ersten  solchen  Polygons  P  machen  (cf.  I  pg.  106 
und  243).     Dieses  Polygon  wird  nun  wenigstens  von  einem  Segmente 

Sq  der  reellen  £;-Axe, 
d.  i.  des  Hauptkreises 
durchsetzt,  wobei  die 
beiden  Endpunkte  von 
.S(,  vermöge  einer  hyper- 
bolischen Erzeugenden 
V  von  F  correspon- 
dieren.  Die  beiden 
durch  die  Endpunkte 
von  .s„  hindurchlaufen- 
den Niveaukreise  von 
V,  die  in  Figur  25 
stark  markiert  sind, 
)iehmen  wenigstens  in 
der  Nähe  von  Sq  an  der 
^^s-  25.  Berandung     des     Poly- 

gons P  teil.  In  Figur  25 
ist  auch  noch  die  durch  t^  hindurchlaufende  Niveaucurve  von  V  punk- 
tiert angedeutet,  welche  den  Hauptkreis  an  der  Stelle  A  des  Segmentes  s^ 
und  im  Punkte  A'  ausserhalb  des  Polygons  P  durchschneidet.  Durch 
A!  und  die  beiden  Endpunkte  von  Sg  lege  man  senkrecht  zur  reellen 
Axe  die  beiden  in  der  Figur  mit  K^  und  K^  bezeichneten  Kreise. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  setzen  wir  fest,  dass  Bq  irgend  ein 
um  den  Punkt  t^^  zu  legender  Kreis  sein  soll,  der  nicht  über  den  durch 
K,  und  Kc,  eingesTenzten  sichelförmigen  Bereich  und  natürlich  auch 
nicht  über  das  zu  t^  gehörende  Polygon  des  Netzes  hinausragen  soll. 
Die  unmittelbare  Anschauung  der  Figur  lehrt,  dass  man  einen  endlich 
ausgedehnten  Kreis  dieser  Art  wählen  kann,  und  dass  derselbe  niemals 
grösser  sein  Tcann,  als  der  Kreis  mit  dem  Durcltmesser  s^.  Für  den 
Umfang  Z/^  von  Bq  gilt  demnach: 

(2) 

Die  hiermit  getroffenen  Bestimmungen  haben  gegenüber  der  Kreis- 
verwandtschaft und  also  bei  Übergang  zu  den  mit  Bq  äquivalenten 
Bereichen   B^    den    Charakter    der    Invarianz.       Wir    gewinnen    somit 


Lq^tcSq. 
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ohne   weiteres   für   die   Länge  Lu  des   Umfaugs    des   Bereiches  Bk  die 

Ungleicliung : 

(3)  U  ^TiSk, 

wenn    Sk  das    mit    .s^    äquivalente   Segment   des   /j'^°  Polygons   resp.  die 

Länge  dieses  Segmentes  bedeutet. 

Die  o-leichmässige  Convergenz  der  Reihe  der  absoluten  Beträge: 


it 


d^ 


für  irgend  eine  Stelle  t,  innerhalb  B^  ist  nun  leicht  bewiesen.  Zunächst 
ist  die  pg.  145  ff.  ausgeführte  Betrachtung  über  die  Schwankung  des 
Abbildungsmoduls  bei  Übergang  von  B^  zu  Bu  auch  hier  gültig.  Der 
Coefficient  yk  ist  in  jeder  Substitution  Vu  von  F,  abgesehen  von  der 
Identität,  von  null  verschieden.  Die  mit  oo  äquivalenten  Punkte  sind 
auf  der  reellen  Axe  zerstreut,  und  höchstens  für  ein  einziges  h  wird 
—  —  einen  im  Innern  des  Bereiches  B^  gelegenen  Punkt  liefern. 
Sollte  dies  eintreten,  so  lasse  man  das  betreffende  Reihenglied  einfach 
fort.  Alsdann  gilt  auch  hier  eine  Ungleichung  von  der  Gestalt  (5) 
pg.  146  mit  endlichem  von  /.•  unabhängigen  C.  Wir  können  femer 
infolge  des  Ausschlusses  der  an  den  Polen  von  Hi^)  beteiligten  Polygone 
eine  endliche  Zahl  G  angeben,  über  welche  ;  H[Vu{t)\  ,  in  keinem  der 
Bereiche  Bk  hinauswachsen  kann.  Alsdann  aber  finden  wir  analog  wie 
oben  (pg.  146  ff.)  das  Bestehen  der  Ungleichung: 

k  *" 

d.  i.  vermöge  (3): 

Die  in  der  letzten  Summe  in  Betracht  kommenden  Sk  bedecken  ins- 
gesamt nur  ein  mdlkhcs  Stück  der  reellen  Axe,  da  das  eine  durch  das 
Unendliche  ziehende  Segment  fortzulassen  ist.    Somit  ist^  Sk  endlich, 

und  also  ist,  da  ^  im  Bereiche  B^  willkürlich  wählbar  war,  unsere 
Reihe  daselbst  in  der  That  absolut  und  gleichmässig  convergent*). 

*)  Wir  machen  hier  noch  auf  die  Arbeit  von  H.  Weber  „Ein  Beitrag  zu 
Poincare's  Theorie  der  Fuchs' sehen  Functionen"  (Göttinger  Nachrichten  von  1886 
pg.  359)  aufmerksam,  auf  welche  wir  späterhin  noch  ausführlicher  zurückkommen 
werden.  In  dieser  Arbeit  werden  für  specielle  Hauptkreisgruppen  mit  isoliert 
liegenden  Grenzpunkten  unendliche  Producte  in  Ansatz  gebracht,  deren  Convergenz- 
beweis  auf  denselben  geometrischen  Gesichtspunkt  gegrändet  wird,  der  auch  bei 
den  Untersuchungen  des  Textes  das  Fundament  abgiebt. 
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Das  Verhalten  unserer  als  convergent  erkannten  Reihen  ( —  2)^" 
Dimension  in  etwaigen  parabolischen  Spitzen  ist  bereits  durch  die  Ent- 
wicklungen von  §  3  (pg.  147  ff.)  klargestellt.  Wir  dürfen  sogleich  den 
Satz  aussprechen:  Für  jede  der  in  diesem  Paragraphen  hetrachteten 
HauiAhrisgruppcn  stellt  eine  unserer  Poincare' chen  Reihen  (—  2)*®''  Dimen- 
sion eine  automorphe  Form  dar,  welche  in  den  etwaigen  iMraholischen 
Spitzen  einen  Niülpmikt  besitzt. 

§  6.     Convergenz  der  Poincare'sch.en  Reihen  ( —  2)*®''  Dimension  bei 
gewissen  Gruppen  ohne  Grenzcurven  und  ohne  Hauptkreis. 

Die  Reihen  ( —  2 1*®''  Dimension  sind  noch  bei  einer  weiteren  wich- 
tigen Classe  automorpher  Gebilde  von  verschiedenen  Seiten  untersucht 
worden.  Wir  knüpfen  an  einen  beliebigen  Fundamentalbereich  an, 
der  von  2p  getrennt  verlaufenden  und  paariveise  durch  loxodromische  oder 
hyperbolische  Substitutionen  einander  zugeordneten  Vollhreisen  begrenzt 
ist  (cf.  Figur  159  in  I  pg.  442).  Hier  wird  wiederum  wie  bei  den  eben 
betrachteten  Hauptkreisgruppen  das  Netz  iS^  die  ganze  ^- Ebene  bis  auf 
isoliert  liegende  Greuzpunkte  bedecken.  Hauptkreispolygone  der  ge- 
nannten Art  brauchen  wir  hier  nicht  auszuschliessen:  doch  sind  diese 
Fälle  bereits  durch  den  vorigen  Paragraphen  erledigt. 

Die  Frage  der  absoluten  und  gleichmässigeu  Convergenz  der  Reihen 
(—  2)*®''  Dimension  ist  wenigstens  bei  einem  Teile  der  fraglichen  Gruppen 
durch  eine  interessante  Betrachtung  W.  Burnside's  in  der  pg.  157 
genannten  Arbeit  entschieden  worden.  Andrerseits  beschäftigt  sich 
mit  dieser  Convergenzuntersuchung  austührlich  die  Arbeit  Schottkv's 
„  Über  eine  Function,  ivelche  bei  einer  bestimmten  linearen  Transformation 
ihres  Argumentes  unverändert  bleibt".*)  Die  nachfolgende  Darstellung 
schliesst  sich  zunächst  an  die  Entwicklungen  Schottky  s  an. 

Eine  vorgelegte  Reihe  ( —  2)'®"^  Dimension: 

(1)  ^,„->iy(;_i£+fe)(,,g +  ,,)-. 

möge  in  der  Umgebung  des  Punktes  t^  untersucht  werden,  der  natürlich 
kein  Grenzpunkt  der  Gruppe  sein  soll.  Wir  treffen  auf  Grund  des  pg.  143 
genannten  Satzes  die  Anordnung  so,  dass  ^q  im  Endhchen  liegt,  und  dass 
^  =  cx)  kein  Grenzpunkt  ist,  sondern  vielmehr  im  ..Innern"  eines  Poly- 
gons gelegen  ist.  Überdies  nehmen  wir  der  Einfachlieit  halber  an,  dass 
^0  nicht  gerade  auf  der  Grenze  zwischen  zwei  Polygonen  des  Xetzes  N 
gelegen  ist,  was  sich  nötigenfalls  durch  eine  erlaubte  Abänderung  der 
Polygone  des  Netzes  en-eichen  lässt. 


'")  Journal  für  Mathematik  Bd.  101  pg.  22  (1887). 
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Die  Bereiche  B^,B^,...,  welche  wir  um  ^^  und  die  mit  ^o  äqui- 
valenten Punkte  herumlegen,  mögen  Kreise  sein,  deren  einzehier  ganz 
in  seinem  Polygon  gelegen  sein  soll.  Wir  haben  alsdann  zunächst 
wieder  dieselben  Vorbereitungen  zu  treffen,  wie  in  den  voraufgehenden 
Fällen.  Indem  wir  nötigenfalls  eine  endliche  Anzahl  von  Reihengliedern, 
die  in  der  Convergenzfrage  keine  Rolle  spielen  können,  fortlassen,  ge- 
winnen wir  den  Satz:  Die  vorgelebte  Beihe  ß)  icird  in  der  UmgehmKj 
Bq  von  So  unhedingt  und  gleichmässig  convergent  sein,  falls  die  der  ge- 
Jcürden  Beilie  entsprechende  Summe  ^  U  der  Bereichumfänge  einen 
endlichen  Wed  hat. 

Wir  beginnen  die  Summierung  der  Umfange  Za  von  demjenigen 
Polygone  des  Netzes  aus,  welches  den  Punkt  ^  =  oc  enthält.  Lagern 
wir  nur  erst  dieses  Polygon  in  der  ^ Ebene  ein,  so  bleiben  zunächst 
noch  2p  offene  Kreisscheiben  übrig,  in  denen  sich  an  das  erste 
Polygon  '2p  weitere  anschliessen  werden.  Die  in  diesen  gelegenen 
Kreise  Bu  sind  offenbar  kleiner  als  die  2p  eben  gemeinten  Kreise  selbst. 

Ersetzen  wir  diese   2p  Umfange   U,   soweit  sie   in  der  Summe^  ^k 

k 
auftreten,   durch   die  Peripherien  der  2p   gerade  genannten  Kreise,  so 
wird  dabei  V 'Li-  vergrössert  werden.     Jetzt  bleiben  noch  2})[2p -l) 

offene  Kreisscheiben,  und  in  jeder  derselben  reiht  sich  ein  weiteres 
Polygon  unmittelbar  an  das  bislang .  construierte  Netz  an.  Wir  setzen 
wieder  die  Peripherien  jener  2p{:2p -\)  Kreisscheiben  an  Stelle  der 
2p[2p-\)  nächst  folgende  Umfange  U,  wodurch  unsere  Summe  der 
Umfange  aufs   neue  vergrössert  wird.     In   der   gleichen  Weise  fahren 

wir  fort. 

Die  Convergenz  der  vorgelegten  Reihe  wird  hiemach  bewiesen  sein, 
ivenn  die  Summe  edler  Kreisumfänge  oder  (was  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt) die  Summe  aller  Kreisradien  unseres  Netzes  N  einen  endlichen 
WeH  hesitzt. 

Nun  hat  Schottky  a.  a.  0.  unter  einer  gewissen  Voraussetzung 
betreffs  der  Gestalt  des  einzelnen  Polygons  die  Endlichkeit  der  frag- 
lichen Summe  der  Kreisradien  thatsächlich  darthun  können.  Diese 
„Schotth/sche  Bedingung"  ist  die  folgende:  Es  sollen  sich  im  ein- 
zelnen Polygon  des  Netzes  iveitere  soivohl  unter  einander  als  von  den 
2p  Bandh'cisen  getrennt  verlaufende  Kreise  deraH  hinzusetzen  lassen,  dass 
das  Polygon  in  lauter  „dreifach"'  zusammenhängende  Teilhereiche  zerlegt 

erscheint.  '    . 

Bei  den  Hauptkreisgruppen,  welche  sich  unserer  hier  m  Frage 
kommenden  Gruppenart  unterordnen,  ist  die  „Schottky 'sehe  Bedingung" 

Fricke-Klein,  Automoriihe  Fuuctionen.  II.  H 
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stets  erfüllbar.  Figur  26  zeigt  z.  B.  für  ein  Polygon  mit  acht  Rand- 
kreisen die  Zerlegung  durch  fünf  weitere  Kreise,  die  in  der  Figur  stark 
markiert  sind,  in  sechs  jeweils  dreifach  zusammenhängende  Bereiche. 
Durch  analoge  Anordnung  der  Zusatzkreise,  aber  auch  noch  auf  mannig- 
fache andere  Art  lässt  sich  bei  jedem  Hauptkreispolygon  unserer  Art 
die  gewünschte  Zerlegung  vollziehen. 

Schottky    giebt    a.  a.  0.  noch    ein    zweites    specielles    Beispiel    an. 
Man  lasse  zunächst   an   Stelle   von   '2p  Randkreisen   2^)  Punkte  treten. 


die  in  der  t;- Ebene  ganz  beliebig  gelegen  sind,  und  die  in  einer  so- 
gleich näher  vorzuschreibenden  Reihenfolge  Ä^,  Ä.^,  .  .  .  A.2j,  heissen 
mögen.  Man  markiere  ferner  einen  Punkt  C,  der  von  keinen  zwei 
unter  den  Punkten  A  gleiche  Entfernung  hat;  wir  denken  die  2p  Pimkte 
in  derjenigen  Folge  mit  A^,  A^,  .  .  .  bezeichnet,  dass  A^  dem  Punkte  C 
am  nächsten  liegt,  A^  alsdann  folgt  u.s.w.  Nun  lege  man  ein  System 
von  i2p  —  3)  concentrischen  Kreisen  um  den  gemeinsamen  Mittelpimkt  C 
derart,  dass  die  Peripherie  des  kleinsten  Kreises  zwischen  A^  und  A.^ 
hindurchzieht  und  also  die  Punkte  ^4^  und  A  von  den  übrigen  trennt, 
dass  der  dann  folgende  Kreis  zwischen  A^  und  A^  hindui-chzieht  u.s.w.. 
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während  der  letzte  Kreis  zwischen  Ä2p  —  2  und  Ä2p  _  1  hindurchzieht. 
Jetzt  erweitern  wir  die  2p  Punkte  J.^,  A.2,  ■  ■  ■,  Ä^p  zu  ebenso  vielen 
Kreisen  K^,  K.,,  .  .  .,  K^p]  doch  sollen  dieselben  die  {2p  —  3)  schon  ge- 
zeichneten Kreise  nirgends  erreichen,  und  es  sollen  auch  K^  und  K,, 
ebenso  wie  Kip  —  i  und  K^p  getrennt  von  einander  verlaufen,  wie  dies 
alles  in  Figur  27  zur  Versinnlichung  gebracht  ist.  Ordnen  wir  end- 
lich diese  2p  Kreise  in  irgend  einer  Art  einander  paarweise  loxo- 
di'omisch  zu,  so  haben  wir  damit  einen  Fundamentalbereich,  der  die 
Schottky'sche  Bedingung  erfüllt,  gewonnen. 


Fig. 


Übrigens  dürfen  natürlich  an  Stelle  der  hier  benutzten  concen- 
trischen  Kreise  um  C  auch  irgend  welche  andere  Kreise  treten,  welche 
die  durch  Herausnahme  der  Punkte  A  2j)-fach  zusammenhängend  ge- 
wordene ^- Ebene  in  eine  Reihe  dreifach  zusammenhängender  Bereiche 
zerlegen. 

Liege  nun  ein  beliebiges  Netz  N  von  Polygonen  F^,P^,P,^,.. 
vor,  welche  die  Schottky'sche  Bedingung  erfüllen.  Wir  zerlegen  P,) 
in  angegebener  Art  in  (2p  —  2)  jeweils  dreifach  zusammenhängende 
Teilbereiche  Tö,  T'^,  T'^',  .  .  .,  T^^-p-^)  und  übertragen  diese  Einteilung 
in  äquivalenter  Weise  auf  alle  Polygone  von  N.  Die  ^- Ebene  er- 
scheint solchergestalt  mit  einem  Netze  dreifach  zusammenhängender 
Bereiche  bedeckt,  deren  einzelner  mit  einem  der  {2p  —  2)  Bereiche  T{,') 
äquivalent   ist   und   wie   dieser   durch   drei   getrennt  von   einander  ver- 

11* 
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laufende  Vollkreise  begrenzt  erscheint.  Natürlich  werden  wir  die  An- 
ordnung so  treffen,  dass  ^  =  oo  im  „Innern"  eines  der  dreifach  zusammen- 
hängenden Bereiche  gelegen  ist.  Lässt  sich  nun  zeigen,  dass  die 
Surmne  der  Badien  aller  Kreise  des  jetzt  geivonnenen  Netzes  endlieh  ist, 
so  ist  um  so  mehr  die  Smnme  der  Radien  aller  RandJcreise  des  Polygon- 
netzes  P^,  P^.  P=^,  .  .  .  endlich  und  damit  unsere  Reihe  convergent. 

Ein  beliebiger  Kreis  unseres  vervollständigten  Netzes  habe  den 
Radius  R.  Es  wird  durch  diesen  Kreis  ein  dreifach  zusammenhängender 
Bereich  eingeschlossen,  der  im  Innern  durch  zwei  Kreise  der  Radien  r 
und  r'  begrenzt  wird.  Dann  ist  offenbar  stets  r  -f  r'<  R.  Jedoch  muss 
diese  Ungleichung,  bevor  wir  sie  zur  Verwendung  bringen  können, 
erst  noch  genauer  entwickelt  werden. 

Zu  diesem  Zwecke  benennen  wir  die  Entfernung  der  Mittelpunkte 
der  beiden  hier  in  Rede  stehenden  Kreise  der  Radien  R  und  r  durch  e, 
während  e'  dieselbe  Bedeutung  für  den  umschliessenden  Kreis  des 
Radius  R  und  den  inneren  Kreis  des  Radius  r'  hat. 

Man  Avolle  sich  nunmehr  erinneru,  dass  zivei  Kreise  der  ^-Ebene 
gegenüher  heliehigen  linearen  Transformationen  von  t,  eine  Invariante 
besitzen.  Man  kann  als  solche  die  nach  I  pg.  337  zu  definierende 
Invariante  j  =  u  -\-  d  derjenigen  Substitution  heranziehen,  welche 
durch  Combination  der  Spiegelungen  an  jenen  beider  Kreisen  entsteht. 
In  unserem  Falle  ist  diese  Substitution  stets  hyperbolisch  und  also  ist 
_/'  reell  und  absolut  >  2. 

'  Um  im  speciellen  für  die  beiden  Kreise  der  Radien  R  und  ;•  die 
Invariante  j  zu  berechnen,  verschieben  wir  vorübergehend  das  Kreis- 
system derart,  dass  der  Mittelpunkt  des  kleineren  Kreises  in  den  NuU- 
pimkt,  derjenige  des  grossen  Kreises  auf  die  positive  reelle  ^-Axe  zu 
liegen  kommt.     Alsdann  sind  die  beiden  Spiegelungen  durch: 

^"^^  ^~r-^r     \"  R-'^-eR-' 

dargestellt,  und  wir  finden  für  die  Invariante  den  Ausdruck: 

(3)  J  =  Rr      +  rR      —  e-r      R      =  — -^ 

In  dieser  Gestalt  ist  j  positiv,  und  also  gilt  die  Ungleichtmg  j  >  2. 

Jeder  dreifach  zusammenhängende  Bereich  unseres  Netzes  ist  nun 
mit  einem  der  Bereiche  Tö,  T'ö,  .  .  .,  T'^i'--^  äquivalent.  Es  kommt 
also  hier  nur  eine  begrenzte  Anzahl  von  Invarianten  in  Betracht;  und 
wir  nennen  den  kleinsten  bei  ihnen  vertretenen  Wert  j^.  Es  gilt 
somit  für  das  oben  gedachte  Kreispaar: 
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(4)  R'+r'^-e'^Brj„    j,>  ± 
Da  andrerseits  offenbar  R  —  e>  r  zutrifft,  so  folgt: 

(5)  R^-r^--\-e^>2Re. 

Durch  Coml)iuation  der  Ungleichungen  (4)  und  (5)  entspringt: 


1 


e<R--  j^r. 
Hieran  reiht  sich  analog: 

o'<R-ljor', 

so  dass  wir  durch  Addition  beider  Ungleichungen  gewinnen: 

e  +  e'<2R-^j,(r  +  r'). 

Nun  aber  ergiebt  sich  aus  der  Gestalt  unseres  dreifach  zusammen- 
hängenden  Bereiches  (insofern  nämlich  die  beiden  inneren  Randkreise 
getrennt  verlaufen),  dass  r  -\-  r' <  e  +  c'  ist.     Wir  haben  somit: 

r^r'<e  +  e'<2R-^j,(r  +  r') 

r  +  r'<^^.R. 

Den  hier  rechts  mit  R  multiplicierten  Quotienten  nenne  man  € 
und  hat  wegen  der  zweiten  Ungleichung  (4)  offenbar  0  <  £  <  1.  Ätt 
Stelle  der  vorläufigen  Ungleiclnmg  r  -\-  r'  <R  tritt  demnach  jetzt: 

(6)  r  +  r'<sR, 

ivo    £    eine    für    unser    Bereichnetz    eindeutig    bestimmte    dem    Intervall 
0  <  £  <  1  angehörende  Zahl  ist. 

Man  gehe  jetzt  von  demjenigen  Bereich  aus,  welcher  ^  =  oo  ent- 
hält und  von  drei  einander  ausschliessenden  Kreisen  begrenzt  ist.  Ein 
beliebiger  dieser  drei  Kreise  habe  den  Radius  R,  und  man  fasse  die 
Gesamtheit  der  von  diesem  Kreise  umschlossenen  weiteren  Kreise  des 
Netzes  auf.  Die  beiden  sich  zimächst  anschliessenden  Kreise  liefern 
eine  Radiensumme  von  r  +  r  <  sR.  Innerhalb  jedes  dieser  letzteren 
Kreise  schliessen  sich  zwei  weitere  Kreise  an,  deren  Radiensumme  <er 
bez.  <  £>•'  ist.  Die  Summe  der  Radien  aller  dieser  vier  Kreise  ist  somit 
<£(r  +  r')  und  also  zufolge  (6)  auch  <e^R.  Gehen  wir  wieder  einen 
Schritt  weiter,  so  folgen  acht  Kreise  mit  einer  Radiensumme  <a^R; 
und  das  hier  zu  Tage  getretene  Gesetz  bleibt  auch  weiterhin  bestehen. 
Der  erst  genannte  Kreis  und  die  sämtlichen  von  ihm  eingeschlossenen 
Kreise  liefern  hiernach  eine  Radiensumme,  welche 
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<B-\-  ePi  +  £ni-\-  £^R  + 


und  also     < 


Ji 


ist.  Hiermit  ist  die  unbedingte  und  gleichmässige  Convergenz  der  Poin- 
care" sehen  Reihen  (—  2)*®'  Dimension  bei  allen  die  „ScJiotthj'sche  Bedin- 
gung" erfüllenden  Gruppen  unserer  Art  thatsächlich  nachgetviesen. 

Hierher  gehörige  Convergenzbetrachtungen  hat,  wie  bereits  im 
Anfang  des  Paragi-aphen  hervorgehoben  wurde,  auch  W.  Burnside 
später  als  Schottky,  aber  durchaus  unabhängig  von  Letzterem  ausge- 
führt; es  handelt  sich  um  den  „second  proof"  in  Art.  2  von  Burnside's 
pg.  157  genannter  Arbeit.  Der  Verfasser  zeigt,  was  sehr  einfach  ist, 
dass  es  ausreichend  ist,  die  Converffenz  der  Reihe: 


2 


1 

vi 


zu  beweisen.  Diese  Reihe  wird  alsdann  durch  eine  interessante  Be- 
trachtung direct  untersucht,  worüber  man  das  Nähere  a.  a.  0.  nach- 
sehen wolle. 

Leider  wird  auf  diesem  Wege  die  Convergenz  nur  erst  für  den  Fall 
bewiesen,  dass  die  „multipliers"  der  ^j  erzeugenden  Substitutionen  aus- 
reichend gross  sind,  was  wir  im  Anschluss  an  die  oben  benutzten 
geometrischen  Vorstellungen  dahin  formulieren  können,  dass  die  ^p 
Randkreise  des  Polygons  P  genügend  klein  oder  genügend  weit  von 
einander  entfernt  sein  müssen. 

Man  wird  immittelbar  an  das  durch  Figur  27  pg.  163  illustrierte 
Beispiel  Schottky's  erinnert.  Doch  ist  die  genaue  Beziehung  der 
„Bumside'schen  Bedingung"  zur  oben  formulierten  „Schottky'schen" 
(pg.  161)  noch  nicht  festgestellt.  Nach  zwei  Richtungen  hin  dürfte 
Bumside  weiter  gehen  als  Schottky:  Einmal  teilt  Burnside  a.  a.  0.  mit, 

dass   er  seine    Convergenzbetrachtung   auch  bei 
Beispielen  solcher  Nicht-Hauptlireisgruppen  habe 
durchfähren  können,  welche  .,parabolisclie''  Er- 
zeugende neben  etivaigen  loxodromiscJien  besitzen. 
Bei   Schottky   ist   dieser  Grenzfall   wenigstens 
nicht    unmittelbar    einbegrifien.      Andrerseits 
geht    aus    Burnside's    Betrachtungen    das    be- 
merkenswerte   Ergebniss    hervor,    dass  es  bei 
jedem  p  auch  Gruppen  unserer  Art  mit  absolut 
convergenten  Boincarc' sehen  Reihen  (—  1)*^'  Bi- 
mension  giebt. 
Dass    übrigens    auch    Gruppen    mit    elliptisclien    Erzeugenden    vor- 
kommen,  bei  denen  die  Reihen  (—  2j*^'  Dimension  absolut  convergent 
sind,  zeige  das  Beispiel  der  Figur  28.    Hier  erzeugen  Vy  und  K,  allein 


Fig.  28. 
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eine  Ikosoedergruppe.  Letztere  ist  componiert  mit  der  hyperbolisclien 
Substitution  Fg,  welche  durch  Fj  in  Vf^  transformiert  wird.  Man 
versteht  diese  Gruppen  am  besten,  falls  man  von  den  30  hyperbolischen 
Substitutionen  ausgeht,  die  aus  Fg  durch  Transformation  mit  den  Sub- 
stitutionen der  Ikosoedergruppe  hervorgehen.  Diese  30  hyperbolischen 
Substitutionen  erzeugen  eine  Gruppe,  die  sich  bei  ausreichend  klein 
gewählten  Kreisen  K^,  K,  (cf.  Figur  28)  dem  in  Figur  27  pg.  163  illu- 
strierten Schottky'schen  Beispiele  direct  unterordnet  und  also  dann 
unbedingt  convergente  Reihen  (-  2)*«'  Dimension  hat.  Der  Fundamental- 
bereich der  fi-aglichen  Gruppe  zeigt  nun  die  ikosoädrische  Regularität; 
und  der  Zusatz  der  Ikosoedergruppe  liefert  die  Gruppe  des  Fundamental- 
bereichs der  Figur  28.  Hier  haben  ivir  also  eine  Gruppe  des  Geschlechtes 
null  und  der  Süjnatur  (0,  5;  2,  2,  2,  3,  5),  M  tvelcher  die  Beihen  (-2)*«'^ 
Dimension  sicher  alsolut  convergieren;  denn  es  liegt  eine  Untergruppe  des 
„endlichen''  Index  60  vor,  hei  der  die  fragliche  Comergenz  hesteht. 

Alle  diese  Andeutungen  machen  es  wahrscheinlich,  das  die  Pom- 
care 'sehen  Reihen  (—2)*^'  Dimension  noch  bei  weit  mehr  Gruppen 
convergent  sind,  als  bislang  erkannt  wurde.  Es  ist  sogar  gelegentlich 
die  Vermutimg  geäussert,  die  Reihen  seien  bei  allen  Gruppen  ohne 
Grenzcurven  convergent;  und  man  hat  versucht,  zur  Erhärtung  dieser 
Vermutung  anderweitige  Gesichtspunkte,  so  z.B.  gewisse  Entwicklungen 
der  Potentialtheorie  zu  verwerten.  Indessen  haben  diese  Versuche  zur 
Zeit  noch  nicht  zu  greifbaren  Ergebnissen  geführt. 

§  7.     Zweite  Ccnvergenzbetraclitung  im  Hauptkreisfalle. 

Stetige    Abhängigkeit    der    Poincare 'sehen    Reihen    von 

den  Gruppenmoduln. 

Poincare'    hat    in    seiner    Arbeit    m    den    Acta    mathematica  Bd.  1 

pg.  198ff.  noch   eine  zweite   Convergenzbetrachtung  seiner  Reihen  für 

dfe  Hauptkreisgruppen  ausgeführt;   diese  zweite  Untersuchung  gewinnt 

dadurch   eine   gi-undlegende  Bedeutung,    dass   bei   derselben  nicht  nur 

das  Argument  t,  sondern  auch  die  Modidn  der  Gruppe  F  als  variabel 

gelten*).     Es   sei  demnach  sogleich  eine   „Familie''  von    Gruppen   oder 

*)  Übrigens  könnte  man  auch  den  ersten  auf  beliebige  Polygongruppen  be- 
züo-lichen  Poincare 'sehen  Convergenzbeweis,  sowie  die  Schottky" sehen  Entwicklungen, 
über  welche  in  §6  berichtet  wurde,  derart  ausgestalten,  dass  Veränderlichkeit 
der  Gruppenmoduln  zugelassen  wird.  Wenn  wir  im  Texte  diese  Entwicklung 
allein  auf  die  Hauptkreisgruppen  beziehen,  so  geschieht  dies  deshalb,  weil  wir 
nur  bei  diesen  letzteren  Gruppen  einen  abgeschlossenen  Überblick  über  die  Mannig- 
faltigkeit der  einzelnen  Gattung  besitzen,  während  wir  bei  den  Gruppen  ohne 
Hauptkreis  eine  Entwicklung  der  Modultheorie  in  I  als  zu  schwierig  bei  Seite 
lassen  mussten. 
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automorphen  Geljüdm  mit  Haupth-cis  vorgelegt,  wobei  es  gleichgültig  ist, 
ob  der  Hauptkreis  für  diese  Gebilde  ein  Grenzkreis  ist  oder  nicht. 
Es  handelt  sich  dabei  um  ein  Continuum  von  Gruppen  resp.  Gebilden, 
dessen  Dimeusionenanzahl  in  I  Abschnitt  2  Kapitel  2  festgestellt  wurde. 
Das  einzelne  Gebilde  dieses  Continuums  konnten  wir  durch  ein  System 
reeller  Moduln  ji,j^,  ■  •  -yjv  eindeutig  darstellen,  zwischen  denen,  insofern 
dieses  System  im  allgemeinen  überzählige  Moduln  enthält*),  eine  Anzahl 
von  Gleichungen  besteht.  Ausserdem  mussten,  damit  einem  vorgelegten 
Svstem  von  Moduln  auch  wirklich  ein  Hauptkreisgebilde  entspricht, 
diese  Moduln  stets  gewisse  Ungleichungen  erfüllen,  welche  in  I  a.  a.  0. 
erschöpfend  angegeben  sind.  Geht  eine  oder  gehen  mehrere  von  diesen 
Ungleichungen  in  Gleichungen  über,  so  haben  wir  mit  Grenz  fällen  der 
Familie  zu  thun.  Bermiige  Grenzfälle  sollen  eimttveüen  von  der  Be- 
trachtung ausgeschlossen  bleiben. 

Übrigens  erinnern  wir  noch  daran,  dass  zum  einzelnen  zulässigen 
Modulsystem  immer  eine  ganze  Classe  von  Gruppen  gehört,  die  mit 
einander  äquivalent  sind,  insofern  sie  durch  lineare  Transformation 
von  2;  in  einander  überführ])ar  sind.  Wir  dürfen  die  Classe  durch  eine 
beliebig  herausgegriffene  Gruppe  repräsentieren.  Die  Coefficienten  in  den 
Substitutionen  T7(fe)  der  letzteren  sind,  wie  schon  eben  bemerkt,  nach 
I  a.  a.  0.  rational  in  den  Modul  ,/, .  j.2,  .  .  .,  j.   gebaut. 

Ein  beliebiges  particuläres  Modulsystem  f^\jf\-  ■  .,/,'^'  liefere  die 
Gruppe  r(°)  der  vorliegenden  Familie.  Um  die  Werte  dieses'  Systems 
gi-enzen  wir  jetzt  mit  nicht -verschwindenden,  aber  ausreichend  klein 
gewählten  Zahlen  d^,  d, ,,...,  dy  Litervalle  ab,  innerhalb  deren  die  j, 
soweit  sie  nicht  fest  sind**),  als  reelle  Grössen  stetig  variabel  sein  sollen: 

(1)  jT-  d,<j,<jT-r  d,,  .  .  .,  j?-  d,<,},.<j^^+  d,.. 

Natürlich  sollen  hierbei  die  Gleichungen  zwischen  den  Moduln  immer 
bestehen  bleiben:  auch  werden  wir  die  d  so  klein  gewählt  denken, 
dass  die  charakteristischen  Ungleichungen  stets  gelten.  Lassen  wir  in 
den  Substitutionen  der  repräsentierenden  Gruppe  1<°\  oJme  die  ersteren 
übrigens  zu  verändern,  an  Stelle  \on  ■f^\. .  .,ßp  ein  beliebiges  den  Un- 
gleichungen (1)  genügendes  System  j^,  .  .  .,j,.  treten,  so  entspringt  eine 


*)  Insbesondere  denken  wir  uns  auch  die  zunächst  auftretenden  (übrigens 
eindeutig  bestimmten)  Irrationalitäten,  wie  z.B.yD^^^  oder  J^, 3  in  I  pg.  377,  ein- 
fach in  das  Modulsystem  Jj ,  j, ,  .-.^jr  aufgenommen,  um  hiernach  den  Satz  be- 
nutzen zu  können,  dass  die  Erzeugenden  und  damit  überhaupt  alle  Substitutionen 
von  r  rational  in  den  ./j,  .  .  .,./i  gebaut  sind. 

**)  So  bleiben  z.B.  solche  Moduln,  welche  Invarianten  elliptischer  Erzeugen- 
den sind,  überhaupt  constant. 
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neue  Gruppe  1'  der  Familie;  und  es  werden  alle  so  gedachten  Modul- 
systeme die  „volle  Umgehung'-  der  Gruppe  F^^^  innerhalh  der  Familie 
ausmachen. 

Dabei  dürfen  wir  insbesondere  voraussetzen,  dass  alle  diese  Gruppen 
t/er  Umgehung  von  i  (*^)  einen  und  dcnselhen  Hauptlireis  liahen.  Schreiben 
wir  nämlich  zunächst  vor,  dass  der  Hauptkreis  von  /W  die  reelle  Axe 
sein  soll,  so  sind  die  sämtlichen  Substitutionscoefficienten  reelle  Aus- 
drücke in  den  j^^\  .  .  .,j[^l  Da  aber  die  j^,  .  .  .,j,  überall  nur  reelle 
Werte  annehmen,  so  werden  auch  die  übrigen  in  Rede  stehenden 
Gruppen  durchaus  reelle  Substitutionscoefficienten  haben  und  also  wieder 
die  reelle  Axe  zum  Hauptkreise  besitzen.  Unser  Satz  von  der  Ge- 
meinsamkeit des  Hauptkreises  bei  allen  Gruppen  U  der  Umgebung  von 
J"(0)  wird  dann  sofort  auch  gelten,  falls  wir  an  Stelle  der  reellen 
^-Axe  vermöge  beliebiger  linearer  Transformation  irgend  einen  anderen 
Hauptkreis  wählen.  Nur  muss  man  natürlich  die  Coefficienten  dieser 
Transformation  nicht  selbst  wieder  mit  den  Moduln  /"  als  variabel  an- 
nehmen wollen. 

Wir  merken  endlich  noch  an,  dass  bei  stetiger  Abänderung  der 
Moduln  die  Gruppenerzeugenden  sich  gleichfalls  stetig  ändern.  Die 
Theorie  der  Discontinuitätsbereiche  in  I  liefert  daraufhin  den  Satz: 
Wir  Immen  jeder  stetigen  Abänderung  der  Moduln  immer  mit  einer  gleich- 
falls stetigen  Ähänderung  des  Fundamentalhereiehs  folgen. 

Für  die  Folge  ist  es  nun  zweckmässig,  als  Hauptkreis  den  Einheits- 
kreis  der  ^- Ebene  zu  wählen.  Liegt  der  Punkt  Lq,  auf  dessen  Um- 
gebung wir  die  Convergenzbetrachtung  beziehen  wollen,  nicht  gerade 
auf  dem  Hauptkreise  selbst,  so  dürfen  wir  ihn  (ef.  pg.  143)  im  Innern 
dieses  Kreises  gelegen  annehmen.  Punkte  des  Hauptkreises  selber, 
welche  allerdings,  falls  letzterer  kein  Grenzkreis  ist,  dem  „Innern" 
des  Polygonnetzes  iV  angehören  können,  sollen  demnach  einstweilen 
ausgeschlossen  bleiben.  Wir  nehmen  überdies  zunächst  noch  an,  dass 
^Q  nicht  gerade  ein  elliptischer  Fixpunkt  von  /^^^  ist.  Sollte  übrigens 
die  Gruppe  auch  Substitutionen  enthalten,  die  beide  Seiten  des  Haupt- 
kreises austauschen,  so  beziehe  man  die  Untersuchung,  was  vollständig 
ausreichend  ist,  an  Stelle  der  gegebenen  Gruppe  auf  diejenige  Unter- 
grupjje  des  Index  2,  deren  Substitutionen  das  Hauptkreisinnere  nur 
wieder  in  dieses  selbst  überführen. 

Das  Polygonnetz  N  von  F^^^  wählen  wir  so,  dass  ^^  nicht  gerade 
auf  dem  Rande  zwischen  zwei  Polygonen  Uegt*).  Als  Umgebung  von 
^0  betrachten  wir  die  Punkte  einer  um  ^^  als  Mittelpunkt  zu  legenden 


*)  Wir  könnten  z.  B.  mit  dem  Nonnalpolygon  des  Centrums  y^  arbeiten. 
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Kreisfläche  B^,,  welche  dem  Rande  des  zu  t(,  gehörenden  Polygons  und 
auch  dem  Hauptkreise  nirgends  unendlich  nahe  kommt. 

Indem  wir  jetzt  auch  für  die  übrigen  Gruppen  7'  der  vollen  Um- 
gebung von  r^^>  den  Punkt  t^  und  den  Bereich  J5„  festhalten,  können  wir 
nach  den  vorausgeschickten  Überlegvmgen  die  d^,  d^,  .  .  .,  dv  als  von  0 
verschiedene  positive  Grössen  so  klein  annehmen,  dass  hei  DurcJüaufung 
aller  umgehenden  Gruppen  nur  solche  Ähänderungen  des  Bq  umscJdiessenden 
Polygons  eintreten,  hei  denen  der  Folggonrand  heständig  in  endlicher 
Entfernung  vom  Kreise  B^  hleiht. 

Nun  sei  die  zur  Untersuchung  vorgelegte  Reihe: 

(2)  'E>^T'ii[nm(^f- 

Wir  fragen,  ob  dieselbe  uuliedingt  und  gleichmässig  convergent  ist  für 
alle  Gruppen  F  der  Umgebung  von  jT^"'  und  alle  Punkte  t,  der  Kreis- 
fläche Bq.  Wir  werden,  indem  wir  die  Vorentwicklungen  von  pg.  144  fi'. 
auch  hier  durchgeführt  denken,  für  eine  heliehigr  Gruppe  F  dieser  Um- 
gebung und  für  einen  heliehigen  Punkt  t,  aus  Bq  die  Reihe  der  abso- 
luten Beträge:  ^/ 

^>^\dVk{X) 

(3)  Z\'~dr 

k       ' 

ZU  untersuchen  haben. 

Hier  machen  wir  nun  mit  Poincare  einen  höchst  interessanten 
Gebrauch  von  der  liypcrholi selten  Mafshesfi nimmig  für  das  Innere  des 
Hauptkreises,  bei  welcher  die  Punkte  des  Hauptkreises  selber  die  Rolle 
der  unendlich  fernen  Elemente  spielen.  Längenangaben,  welche  sich 
auf  diese  Maßbestimmung  beziehen,  sollen  stets  durch  das  Beiwort 
„hyperbolisch"  kenntlich  gemacht  werden. 

Der  Grundgedanke  bei  der  Verwendung  der  fraglichen  Maß- 
bestimmung auf  die  Untersuchung  unserer  Reihe  ist  folgender.  Wir 
beschreiben  um  ^  =  0  ein  System  concentrischer  Kreise  K^,  K^,  K^,  .  .  . 
mit  hyperbolischen  Radien  r,  2r,  3r,  .  .  .,  unter  r  einen  endlichen 
positiven  Wert  verstanden.  Alle  Glieder  der  Reihe  (3),  deren  l^^^=  V],(^) 
innerhalb  K^  liegen,  mögen  die  Summe  S.^  Hefem:  und  entsprechend 
mögen  allgemein  alle  Glieder,  deren  ^^^^=  Vk{i)  zwischen  K„^i  und 
K„  oder  auf  JC  — i  liegen,  die  Summe  Sa  ergeben.  Hierbei  meinen 
wir  unter  ^  den  vorhin  in  B^^  ausgewählten  Punkt.  Da  sich  im  ein- 
zelnen Kreisringe  stets  nur  endlich  viele  Punkte  t,^'-^  als  mit  dem  aus- 
gewählten Punkte  t,  äquivalent  finden,  so  sind  alle  Zahlen  >S\,  S.2,  .  .  . 
endlich.  Da  aber  ferner  die  Reihe  (3)  nur  positive  Glieder  enthält,  so 
dürfen  ihre  Glieder  beliebig  umgeordnet  werden;  und  also  gilt: 
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(4)  Vl^^^^i'='^i+'^+  S,+  ■  ■  ■. 

k       '  ' 

Wir  werden  beweisen  können,  dass  die  hier  rechts  stehende  Beihe  schiieller 
convergent  ist  als  eine  hestimmte  convergente  geometrische  Beihe,  welche 
unabhängig  von  der  hesonderen  aus  der  Umgehimg  von  i^^"^  ausgewählten 
Gruppe  T  sotvie  auch  von  dem  spedellen  aus  -Bq  herausgegriffenen 
FunJite  ^  ist. 

Das  hyperbolische  Bogenelement  da  und  Flächenelemeut  dr  wurden 
in  I  pg.  28  unter  (7)  für  die  in  der  ^- Halbebene  begi'ündete  Maß- 
bestimmung angegeben.  Aber  wir  bilden  sofort  die  ^- Halbebene  auf 
die  Fläche  des  Einheitskreises  der  ^'- Ebene  vermöge  der  Transformation: 

fc       '  1  -  S' 

ab.     Hieraus  folgt,  wenn   wir   ^  =  ^  +  ' »/   und   ^'=  ^'-f />/    schreiben, 

einmal  direct:  ,     ^,.,       ,, 

1— I'-— rj^ 

sodann  durch  Differentiation: 


dt 


r-i+^vy'^      (r-i/+r?' 


Für  das  Bogenelement  da  der  auf  den  Einheitskreis  bezogenen  hyper- 

iwinnen  wir  soi 

dS  \(n' 


bolischen  Maßbestimmung  gewinnen  wir  somit  den  Ausdruck: 


d6  = 


l-^"-ri" 


Zur  Abkürzung  der  Formeln  führen  wir  Polarcoordinaten  p,  gj  in 
der  ^'-Ebene  ein,  indem  wir  t,' =  ge''"  setzen.  Übrigens  lassen  wir  den 
oberen  Index  bei  t.'  wieder  fort,  da  wir  weiterhin  nur  allein  noch  mit 
der  auf  den  Einheitskreis  bezogenen  Maßbestimmung  zu  thun  haben. 
Indem  wir  noch  das  Flächenelement  dt  mit  Benutzung  der  Formel 
für  de  in  bekannter  Weise  berechnen,  ergiebt  sich:  Das  hyperbolische 
Bogenelement  de  und  Flächenelement  dx  sind  dargestellt  durch: 

(oj  da  =    '    \,     dt  = 


(i-gr- 


Ein  Kreis   mit   dem   gewöhnlichen  Radius  g  um  ^  =  0  mit  g 
bekommt  hiemach  den  hyperbolischen  Radius: 

(6.  ^-ß^->«\^- 
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Umgekehrt  berechnet  sich  q  aus  li  vermöge  der  Formel: 

Der  hyperbolische  Inhalt  J  des  gedachten  Kreises  ist: 

(3)  j-fl"^/^:}-^.- 

0  0 

Es    folgt:    Der   liyperhölische   Inhalt   J   des   Kreises   vom  hypcrhölischen 

Eadius  E  ist: 

(9)  J=  2(e2«4-e-2^'-2). 

Für  das  einzelne  Glied  der  zu  untersuchenden  Reihe  (3)  gilt: 

\     dS     \       \  dS  \  dS     ' 

Nun  sind  bezüglich  der  Gruppe  F  äquivalente  Bogenelemente  im  Sinne 
der  hyperbolischen  Maßbestimmung  direct  congruent.  Somit  folgt 
aus  der  ersten  Formel  (5): 

Merken  wir  demnach  die  Gleichung  an: 


(10) 


dVka) 


dl 


:w,* 


1  — 


Bezeichnen  wir  mit  B  und  B/c  die  hyperbolischen  Entfernungen  der 
Punkte  t,  und  ^^*)  vom  Nullpunkte  t  =  0,  so  berechnet  sich  aus  (10) 
mit  Gebrauch  der  Formel  (7)  für  das  einzelne  Glied  der  Eeihe  (3)  die 
Darstelhmg: 

Nunmehr  kehren  wir  zum  Bereiche  B^^  zurück,  der  einen  bestimmten 
endlichen  und  von  0  verschiedenen  hyperbolischen  Inhalt  r  haben  wird. 
Alle  mit  B^  bezüglich  F  äquivalenten  Bereiche  Bf:  sind  im  Sinne  der 
hyperbolischen  Maßbestimmung  mit  I?^  congruent,  und  sie  haben  dem- 
nach sämtlich  den  gleichen  Inhalt  t.  Wir  ziehen  ferner  die  oben  schon 
eingeführten  um  ^  =  0  beschriebenen  Kreise  K^,  K.2.  .  .  .  der  hyperbo- 
lischen Radien  r,  2r,  ...  wieder  heran  und  wollen  die  Anzahl  aller 
mit  t,  äquivalenten  Punkte  ^(^'),  welche  innerhalb  K„  liegen,  Ä„  nennen: 
unter  2;  verstehen  wir  hierbei  natürlich  wieder  den  in  Bq  ausgewählten 
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Punkt,  für  welchen  wir  die  Reihe  (3)  betrachten.  Die  zu  diesem  ^(*) 
gehörenden  Bereiche  B/^  liegen  entweder  gänzlich  innerhalb  K„  oder 
können  auch  teilweise  über  K„  hinausragen.  Ist  D  (im  Sinne  der 
hyperbolischen  Maßbestimmung  gedacht)  die  gi-össte  Distanz  zweier 
Kandpunkte  des  Bereiches  Bq,  so  ay erden  jedenfalls  alle  zu  den  ge- 
suchten ^(^^  gehörenden  Bereiche  B^  gänzlich  innerhalb  eines  Kreises 
mit  dem  hyperbolischen  Radius  (^iir -\- D)  um  ^  =  0  liegen.  Dabei 
werden  diese  Bereiche,  welche  Gruppe  F  wir  auch  aus  der  Umgebung 
von  -T^^)  aufgegriffen  haben  mögen,  nicht  mit  einander  collidieren.  Es 
wird  demnach  die  Gesamtfläche  A„r  dieser  Bk  kleiner  sein  als  die 
nach  (9)  zu  berechnende  Fläche  des  Kreises  mit  dem  hyperbolischen 
Radius  {nr  -f  -D).  Hieraus  crgieht  sich  für  die  Anzahl  An  aller  inner- 
halb des  Kreises  K„  gelegenen  Punkte  ^(^'^  die  Ungleichung: 

(12)  ^„<-^(e2«'-  +  2ö^^-2«.-2Z)__2). 

Die  Anzahl  ^4',  aller  ^(^)  in  dem  von  -K"„_i  und  K„  eingeschlossenen 
Ringe  oder  auf  K„^i  ist  ^  A„]  es  folgt  für  A'„: 

(13)  .4:,<-^(e2«'-f2/._|.,.-2«r-2/>_2)<^e2n.+  2Z>, 

Die  einzelnen  Beträge  dieser  .4,',  Glieder  der  Reihe  (3)  sind  aber,  da 
die  zugehörigen  ^'^)  nicht  innerhalb  des  Kreises  K„—i  liegen,  zufolge  (11) 

Für  die  oben  mit  ^S«  bezeichnete  Partialsumme  der  zum  Kreisring 
zwischen  K„—i  und  K^  gehörenden  Reihenglieder  finden  wir  demnach 
die  Ungleichung;: 

Wir  kommen  somit  bei  Rückgang  auf  Formel  (4)  zu  dem  Er- 
gebnisse, dass  die  folgende  Ungleichung  besteht: 

d'  <» 

(14)  ^|^^i^<  ^-  ^^Hj^e-nY',^ä'r^,D^,-i.l'-2)rn 

Ist  d'>2,  so  steht  hier  rechts  an  letzter  Stelle  eine  convergente 
geometrische  Reihe.  Alle  in  der  Ungleichung  (14)  rechts  auftretenden 
Grössen  sind  unabhängig  von  der  besonderen  Auswahl  der  Gruppe  F 
in  der  Umgebuncr  von  r^^\  Von  der  Auswahl  des  Punktes  ^  in  2>^  ist 
allein  B,  abhängig;  doch  bleibt  B  unter  einer  endlichen  angebbaren 
Zahl.  Wir  können  demnach  folgendes  Resultat  formulieren:  Die  Poin- 
care'schen   Beihen   der  Dimensionen  d<  —  2   sind  für  alle   Hauptkreis- 
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gnippen  F  in  drr  Umgebung  von  F^^  und  für  olle  PnnMe  ^  in  der  Um- 
gehung von  t,Q  unbedingt  und  gleichmässig  convergent. 

Bei  dem  zunäclist  ausgeselilossenen  Falle,  dass  ^^  eine  elliptisclie 
Ecke  ist,  hat  man  eine  Reihe  von  Modificationen  au  den  vorstehenden 
Betrachtungen  anzubringen,  ohne  dass  die  Grundgedanken  des  Beweises 
oder  das  Ergebnis  eine  Änderung  erführe.  Man  hat  vor  allem  den 
Bereich  B^^  als  ein  an  ^^  anliegendes  Polygonsegment  etwa  durch  eine 
zugehörige  Bahncurve  der  elliptischen  Substitution  einzugi*enzen  und 
muss  bei  der  stetigen  Abänderung  der  Moduln  die  repräsentierende 
Gruppe  r  derart  stetig  mitändern,  dass  der  elliptische  Fixpunkt  ^^ 
fest  bleibt.  Die  etwaigen  pnndioJischen  Ecken  betreffend  werden  wir 
uns  einfach  auf  die  Betrachtungen  von  pg.  148  ff.  beziehen ,  deren 
Gültigkeit  auch  für  die  Beihen  (—  3)*'^''  Dimension  oben  ausdrücklich  be- 
tont wurde. 

Übrigens  versagen  die  entwickelten  Überlegungen  ihrer  Natur  nach 
bei  den  Gruppen  ohne  Grenzkreis  für  die  Punkte  2;  auf  dem  Hauptkreise. 
Hier  sind  wir  nach  wie  vor  auf  die  Untersuchung  von  pg.  157  ff.  au- 
gewiesen, durch  welche  die  unbedingte  Convergenz  der  Reihen  für 
d  ^  —  2  bewiesen  wurde. 

Das  wichtigste  Ergebnis  der  gelieferten  Entwicklung  besteht  aber 
in  der  Erkenntnis  der  GleichmässigJceit  der  Convergenz  unserer  Beihen 
hei  Abänderung  der  ModuJn  Jx,  ]■>,••■  j<-  Diese  Reihen  liefern  somit 
automorphe  Formen,  welche  in  ihrer  Abhängigkeit  von  den  Moduln 
h}  J-2}  •  •  -yjr  stetige  Fundionen  sind*). 

Wir  sprechen  dieses  Resultat  sogleich  in  einer  für  später  besonders 
brauchbaren  Gestalt  aus.  Das  zu  der  einzelnen  Gruppe  gehörende 
algehraisclie  Gebilde  besitzt  im  Sinne  der  Theorie  der  algebraischen 
Functionen  eine  Reihe  von  ..Moduln",  nämlich  erstens  die  Riemann'scheu 
..Classenmoduln'',  deren  Anzahl  in  bekannter  Weise  vom  Geschlechte  _/j 
des  Gebildes  abhängt,  sodann  die  ..absoluten  Invarianten"  derjenigen 
Stellen  des  Gebildes,  welche  den  festen  PoJggonecl-en  correspondieren. 
Zusammenfassend  wollen  wir  diese  Classenmoduln  und  Invarianten  als 
die  „algebraischen  Moduln"  des  Gebildes  bezeichnen,  denen  gegenüber 
die  ji,j.2,  •  ■  -yjv  die  ..Gruppenmoduln'"  heissen  mögen.    Alsdann  können 


*)  Für  Punkte  J  des  Hauptkreises,  wenn  solche  dem  „Innern"'  des  Netzes 
angehören,  ist  freilich  die  Gleichmässigkeit  der  Reihenconvergenz  in  Bezug  auf 
die  Moduln  noch  nicht  gezeigt.  Indessen  ist  es  leicht,  die  im  Texte  bezüglich 
der  Modulabänderung  geführten  Betrachtungen  z.  B.  bei  der  in  §  5  pg.  157  ent- 
wickelten Convergenzuntersuchung  mit  in  Rücksicht  zu  ziehen.  Bei  dem  soeben 
(im  Texte)  ausgesprochenen  Satze  werden  also  die  Punkte  t  des  Hauptkreises 
keineswegs  eine  Ausnahmerolle  spielen. 
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wir  den  fundamentaleu  Satz  aussprechen:  Durchläuft  die  repräsentierende 
G^'uppe  stetig  die  vorgelegte  Familie  von  Hauptkreisgruppen,  ohne  hicrhei 
den  Grens fällen  (cf.  pg.168)  unendlich  nahe  mi  homnien,  so  erfahren 
demgegenüber  auch  die  algebraischen  3Ioduln  des  zugehörigen  automorphen 
Gebildes  beständig  mir  „stetige"  Abänderungen. 

E.  Ritter  hat  in  einer  sehr  ausgedehnten  Untersuchung*)  ohne 
Zuhilfenahme  der  Poincare  sehen  Reihen  die  Abänderung  der  auto- 
morphen Functionen  bei  stetiger  Abänderung  des  Fundamentalbereichs 
betrachtet.  Die  Ritter'sche  Untersuchung  arbeitet  mit  Riemann'schen 
Anschauungsweisen,  wie  wir  sie  analog  oben  (pg.  8  ff.)  zum  directen 
Existenzbeweise  der  automorphen  Functionen  verwendeten.  Die  Folge 
ist,  dass  die  von  Ritter  bewiesenen  Stetigkeitstheoreme  nicht  nur  für 
Gruppendiscontinuitätsbereiche,  sondern  für  auch  allgemeinere  Fundameu- 
talbereiche  gelten  (cf.  pg.  52).  Die  Poincare 'sehe  Stetigkeitsbetrachtung, 
welche  wir  vorstehend  wiedergaben,  bezieht  sich  demgegenüber  einzig 
auf  eindeutige  automorphe  Functionen  mit  Hauptkreis.  In  diesem 
beschränkten  Gebiete  hat  Poincare 's  Betrachtung  den  Vorzug  grosser 
Kürze. 

§  8.    Von  den  Polen  der  Poincare'schen  Reihen  und  der 

Möglichkeit    des   identischen  Verschwindens    derselben. 

Ausführungen  für  den  Fall  ji  =  0. 

Eine  einzelne  convergente  Poincare'sche  Reihe  der  Dimension  d 
und  des  Multiplicatorsystems  M  liefert  für  die  vorgelegte  Gruppe  F, 
wie  wir  gesehen  haben,  eine  eindeutige  automorphe  Form  der  Dimension  d 
und  des  Multiplicatorsystems  M: 

(1)  '^^T^K,{a,^^-\-  ß,t,,  y,t,+  d,y  =  (p,(t„  toi 

k 

Doch  kann  dieser  Ansatz,  worauf  wir  gleich  jetzt  die  Aufmerksamkeit 
lenken  müssen,  dadurch  unbrauchbar  werden,  dass  die  in  (1)  links 
stehende  Reihe  identisch  verschwindet.  Diese  Möglichkeit  des  identischen 
Verschwindens  Poincare'scher  Reihen  ist  sogar  die  Hauptschwierigkeit 
beim  weiteren  Ausbau  der  Theorie  dieser  Reihen  gewesen.  Einstweilen 
können  wir  nur  den  Satz  aussprechen,  dass  eine  convergente  Poincare'sche 
Reihe  jedenfalls  dann  nicht  identisch  verscinvindet,  ivenn  sie  im  Fundamental- 
hereiche einen  oder  mehrere  Pole  besitzt.  Ein  paar  weitere  Bemerkungen, 
diese  Pole  betreffend,  sollen  hier  zunächst  folgen. 


*)  „Die  Stetigkeit  der  automorphen  Functionen  hei  stetiger  Abänderung  des 
Fundamentalbereichs" ,  Teil  I  und  II,  Mathemat.  Annalen,  Bd.  45  pg.  473  und  Bd.  46 
pg.  200  (1894). 
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Ein  Pol  der  rationalen  Form  H,j{t,^,  t^)  im  Innern  des  Netzes  N 
ist  im  allgemeinen  ein  Pol  derselben  Ordnung  für  die  in  ( 1 )  dargestellte 
automorphe  Form  qPrf(^i,  ^2)-  Eine  Ausnahme  von  dieser  Regel  kann 
nur  dann  eintreten,  wenn  zwei  oder  mehr  Pole  von  Ha  an  äquivalenten 
Stellen  t,  liegen.  Dann  nämlich  werden  entsprechend  viele  Glieder  der 
Reihe  an  der  einzelnen  dieser  Stellen  unendlich,  und  es  kann  sein,  dass 
bei  ihrer  Summierung  eine  Reduction  der  Ordnung  des  Poles,  ja  sogar 
ein  Ausfallen  des  letzteren  eintritt.  Wird  aber  H,i\i,i,t,2)  niindestens  an 
einer  Stelle  des  Netzes  N  unendlich,  an  deren  äquivalenten  Stellen  Ha{t,^,  ^2) 
übrigens  pol  frei  ist,  so  ivird  (pdit-i,  i^)  daselbst  fjleicli  falls  einen  Fol  haben; 
es  folgt,  dass  man  in  diesem  Falle  sicher  mit  einer  nicht  identisch  vcr- 
schivindenden  Beihe  zu  thun  hat. 

Die  Lage  der  Pole  von  Haiti,  t^)  und  damit  von  qp,;(g, ,^0)  im 
Fundamentalbereich  ist  übrigens  keiner  weiteren  Beschränkung  unter- 
worfen, als  dass  niemcds  einer  derselben  in  einer  etwaigen  parabolisdien 
Spitze  gelegen  sein  Imnn.  In  der  That  haben  wir  ja  schon  in  §  3 
(pg.  147  ff.)  ausführlich  die  wichtige  Thatsache  besprochen,  dass  eine 
Poincare'scJir  Reihe  In  einer  parabolischen  Spitze  stets  ein  Nullpmikt 
außveist. 

Diese  Sachlage  macht  eine  a-eringfügicre  Modification  in  der  Schreib- 
weise  der  Formehi  von  pg.  97  ff.  wünschenswert,  welche  sich  auf  die 
Darstellung  der  eindeutigen  automorphen  Formen  eines  Gebildes  vom 
Geschlechte  null  durch  die  zugehörigen  Prim-  und  Grundformen  be- 
zogen.    Diese  Darstellung  wurde  uns  geliefert  durch: 

wobei  wir  jetzt  insbesondere  auf  die  für  die  paraholischen  Ecken  ge- 
gebene Vorschrift  ö^m'k<^lic  zurückkommen.  Ist  die  Form  (prii^i}^^) 
durch  eine  Poincare'sche  Reihe  geliefert,  so  würde  in  der  einzelnen  etwa 
vorkommenden  parabolischen  Spitze  stets  ein  Nullpunkt  liegen.  Wir 
bringen  dies  äusserlich  am  einfachsten  dadurch  zum  Ausdruck,  dass 
wir  an  Stelle  der  eben  erwähnten  Ungleichung  die  folgende  treten  lassen: 
(3)  ^<ml^l[, 

die  offenbar  nur  im  Falle  des  parabolischen  Multiplicators  1  eine 
Modification  bedeutet*).     Übrigens  werden  jetzt  natürlich  die  Pole  der 

*)  Ritter  befolgt  die  Bestimmung  (3)  bereits  in  der  allgemeinen  Theorie  der 
automorphen  Formen.  Doch  ist  von  dieser  Maßregel  oben  Abstand  genommen, 
■weil  darin  die  Berücksichtigung  eines  Umstandes  liegt,  der  den  automorphen 
Formen  an  sich  fremd  ist. 
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rationalen  Form  E^,(^i,  %)    insofern  beschränkt  sein,    dass  keiner  der- 
selben  in  eine  paraboliscbe  Spitze  fällt. 

Die  neue  Bestimmung  (3)  wird  eine  Abänderung  der  Dimension  m 
der  rationalen  Form  R„,{Zi,2.^  bewirken.  Offenhar  ivird  m  hei  den 
von  Poincarc  seilen  Reihen  geliefeHen  Formen  (pA^^,  ts)  der  Dimension 
d<-2  gegen  früher  (pg. 99  ff.)  um  die  Anzahl  a  der  parabolischen 
MÜlUplicatoren  1,  welcU  im  zu  Grunde  liegenden  System  M  auftreten, 
Meiner  tverden. 

Die  veränderte  Definition  von  m  bat  Aveiter  ein  paar  Abänderungen 
in  den  Formeln  von  pg.  102  ff.  zur  Folge.  Wir  kommen  erstlich  nochmals 
auf  die  Partie  einander  invrrser  Multiplicatorsysteme  M,M  zurück  und  halten 
betreffs  der  correspondierenden  Dimensionen  an  der  Relation: 

(4)  d +  71 +  2^0 

wie  pg.  102  fest.  Für  die  Dimension  d  gelte  d<-2,  und  die  zu- 
gehörige Zahl  m  werde  unter  Benutzung  der  Bestimmung  (3^  berechnet. 
Da  (T^O  ist,  so  liegt  kein  Anlass  vor,  die  zu  d  und  M  gehörige 
Zahl  m  nach  einer  anderen  als  der  pg.  101  befolgten  Regel  zu  be- 
rechnen. Unter  diesen  umständen  sind  die  Formeln  (8)  und  (9)  pg.  104 
zu  ersetzen  durch:     ^  __ 

(5)  ^  +  _=1-^      bezw.      Tr  +  TT  =  1, 

(ß)  m  -f  w  +  2  =  0. 

Eine  Vereinfachung  findet  bei  den  Sätzen  von  pg.  105  statt.  Wir 
merken  an,  was  man  vermöge  der  damaUgen  Rechnungen  unmittel- 
bar verificiert:  Für  d<-2  gilt  m  ^  -  1;  dieselbe  Ungleiclmng  m^-1 
hesteht  hei  d=-2,  falls  nicht  das  Multiplieatorsystem  Mo  =  i  vorliegt. 
Dagegen  hahen  alle  ..eigcntlieJi"  automorphen  Poincare' sehen  Reihen  {-2^^ 

Dimension  m  =  —  2. 

Wir  kommen  nun  ausführlicher  auf  die  Möglichkeit  des  identischen 
Verschwindens  Poincare'scher  Reihen  zurück.  Dabei  beschränken  wir 
uns  auf  den  Fall  p  =  0,  doch  gelten  ganz  analoge  Betrachtungen  für 
Gebilde  beliebigen  Geschlechtes  p.  Es  sei  etwa  eine  Gruppe  F  mit 
einer  Grenzcurvc  vorgelegt.  Man  bilde  alsdann  für  ein  gegebenes 
Multiplicatorsvstem  M  Reihen  (-  4:^'  Dimension,  welche  alle  an  6 
vorgeschriebenen  Stellen  r/,  if,  .  .  .,  n^"^  des  Fundamentalbereichs  Pole 
erster  Ordnung  haben  sollen.  Zu  diesem  Ende  wird  man  die  rationale 
Form  H-i{ti,t2^  so  wählen,  dass: 

im    Innern    des    Netzes    polfrei    ist.      Indessen    dürfen    ausserhalb    des 
letzteren  noch  beliebig  viele,   sagen   wir   i.  Pole   der  Form  H-i  vor- 
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kommen.  Daun  wird  der  Zähler  von  i/_4  die  Dimension  (a  -{-  v  —  4) 
haben,  so  dass  sich  die  allgemeinste  hier  zulässige  rationale  Form  H^^ 
aus  (a  -}-  V  —  3 )  linear  unabhängigen  Formen  homogen  und  linear 
aufbaut. 

Nun  giebt  es  nach  pg.  107  nur  (w?  +  ö  +  1)  linear  unabhängige 
automorphe  Formen  qp_4(^i,^2)  ^^^  ^^^  gegebenen  Polen  t;', ?/',...,  r/*^), 
wo  sich  m  aus  der  Dimension  d  =  ~  4  und  dem  Multiplicatorsystem  M 
eindeutig  berechnet.  Durch  hinreichend  grosse  Auswahl  von  v  wird 
man  aber  mit  der  Anzahl  {6  -{-  v  —  3)  den  Betrag  (m  +  (?+!)  be- 
liebig weit  übertreffen  können.  Zwischen  den  von  den  (6  -\-  v  —  3) 
gelieferten  automorphen  Formen  (p—^  müssen  somit  lineare  Identitäten 
bestehen.  Jede  solche  Identität  führt  uns  durch  entsprechende  Comhination 
der  beteiligten  Ä_4  auf  eine  identisch  verschtcindende  Poincare' sehe  Beihe; 
die  zugehörige  rationale  Form  fi'_4  tvird  zivar  im  Innern  des  Netzes  pol- 
frei sein,  verschivindet  aber  gewiss  nicht  identisch''''). 

Die  Möglichkeit,  dass  Reihen,  die  mit  nicht  identisch  verschwindenden, 
im  Innern  des  Xetzes  polfreieu  Ildit,^,  fco)  gebildet  werden,  ihrerseits 
identisch  verschwindende  Summen  liefern,  ist  hiernach  unab weislich. 
Daraus  aber  entspringt  eine  Schwierigkeit  in  der  Behandlung  der  nun- 
mehr wichtigsten  Frage,  in  wie  weit  beliebig  gewählte  aidomorphe  Formen 
«jOrffti,  Co)  zulässiger  Dimensionen  mit  NuUpmikten  in  den  parabolischen 
Zipfeln  einzeln  durch  Poincare"sche  Beuten  darstellbar  sind.  Die  Unter- 
suchung dieser  Frage  wird  demgemäss  erst  noch  besondere  Vor- 
bereitungen nötig  machen. 

§  9.    Construction  einpoliger  Poincare'scher  Reihen. 

Die  eben  besprochenen  Verhältnisse  veranlassen  uns,  einstweilen 
nicht  mit  poKreien  Reihen  zu  operieren,  sondern  die  einpoligen  Poin- 
care'schen  Beihen  in  den  Mittelpunkt  der  Untersuchung  zu  stellen. 

Die  nachfolgenden  Untersuchungen  gelten,  wo  nichts  weiter  be- 
merkt ist,  sogleich  für  Gebilde  eines  beliebigen  Geschlechtes  p.  Ob  wir 
für  jede  Dimension  d,  deren  Poincare'sche  Reihen  convergent  sind, 
stets  einpolige  Reihen  bilden  können,  muss  erst  noch  die  weitere 
Entwicklung  zeigen.  Sollen  wir  das  Beispiel  der  Gebilde  mit  ^j  =  0 
Sogleich  heranziehen,  so  würden  hier  nach  einem  Satze  des  vorigen 
Paragraphen  die  eigentlich  automorphen  Reihen  (—  2V'^'"  Dimension  stets 


*)  Der  ausserhalb  der  Grenzcurve  verlaufende  .Teil  der  f- Ebene  trägt  ein 
zweites  zur  fraglichen  Gruppe  gehörendes  Netz.  Innerhalb  dieses  Netzes  ist  die 
einzelne  der  soeben  hergestellten  identisch  verschwindenden  Reihen  nicht  polfrei, 
hier  also  wird  sie  keineswegs  auch  identisch  verschwinden. 
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m  =  —  2  haben  und  also  im  Fundamentalbereiche  mindestens  zweipolig 
sein.  Hier  kann  es  also  keine  einpolige  Reihen  geben.  Es  wird 
sich  zeigen,  dass  tvir  ganz  allgemein  hei  beliebigem  xi  abgeselien  von  diesem 
einen  Ausnalimefalle  d  =  —  2,  M  =  1  stets  einpolige  Heiken  zu  bilden  im 
Stande  sind. 

Dies  ist  zunächst  überaus  einfach  in  dem  Falle,  dass  das  Polygon- 
netz N  nicht  die  ganze  ^-Ebene  bedeckt,  vielmehr  durch  eine  oder 
unendlich  viele  Grenzcurven  berandet  ist.  Ein  erster  Pol  sei  im  „Innern" 
des  Netzes  N  an  einer  beliebigen  Stelle  |  vorgeschrieben,  die  jedoch 
einstweilen  keine  feste  Poljgonecke  sein  soll.  Wir  spalten  |  in  den 
Quotienten  ^^ :  Ig  und  benutzen  wie  früher  die  abkürzende  Schreib- 
weise (^,  I)  für  den  Ausdruck  (^il?""  ^2^i)-  -Sfrf_i_i(^i,  ^^'J  sei  eine  rationale 
Form  der  Dimension  d  -f  1,  deren  sämtliche  Pole  ausserlialh  des  Netzes  N 
liegen  sollen,  die  aber  übrigens  beliebig  wählbar  ist.     Alsdann   ist  in: 

für  d  ^  —  4l  eine  convcrgente  Poincare'sche  Beilie  eines  vorgeschriebenen 
Multiplicatorsystems  M  gegeben,  welche  nur  an  der  einen  mit  |  äquivalenten 
Stelle  des  Fundamentalher eiclis  einen  Pol  erster  Ordnung  aufweist  und 
also  in  der  That  „einpolig^'  ist.  Liegt  übrigens  eine  Gruppe  mit  einem 
Grenzkreise  vor,  so  brauchen  wir  bekanntlich  auch  den  Fall  c?  =  —  3 
nicht  auszuschliessen. 

Die  einfachste  Auswahl  der  rationalen  Form  Ha +1(^1,  ^2)  i^^  offen- 
bar die,  dass  wir  sie  cds  reciprolcen  Wert  eitler  ganzen  rationalen  Form 
(r_d_i(^i,  ^2)  ^^^^'  Dimension  (—^  —  1)  annehmen,  deren  (^— d —V) 
NullpunMe  ausserhalb  des  Netzes  N  liegen.  Merken  wir  uns  demnach 
die  einpolige  Reihe  sogleich  in  der  Gestalt: 

Umständlichere  Betrachtungen  sind  im  anderen  Falle  nötig,  dass 
das  Netz  N  die  ganze  ^- Ebene  bis  auf  isoliert  liegende  Grenzpunkte 
bedeckt.  Wir  denken  wieder  t  beliebig,  jedoch  von  den  festen  Polygon- 
ecken verschieden  gewählt  und  halten  am  Ansätze  (1)  fest.  Die 
rationale  Form  Ha  +  i  {ti ,  ^2)  ?  welche  doch  von  negativer  Dimension  ist, 
hat  dann  aber  notwendig  im  Innern  des  Netzes  Pole.  Damit  keiner 
der  letzteren  ein  Pol  der  in  (1)  dargestellten  automorphen  Form  wird, 
hat  man  H  derart  zu  wählen,  dass  sich  die  in  Hede  stehenden  Pole  beim 
Summieren  der  Glieder  der  Beihe  (1)  gerade  fortheben.  Diese  Aufgabe 
lässt  sich  z.  B.  in  folgender  Weise  lösen. 

12* 
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Wir  wählen  im  „Innern"  des  Netzes  N  eine  beliebige,  jedoch  nicht 
mit  I  äquivalente  und  auch  nicht  mit  einer  festen  Ecke  zusammenfällende 
Stelle  7]  aus  und  verstehen  unter  F^,  Fg,  .  .  .,  V—d—i  irgend  (—  d  —  1) 
Substitutionen  von  F,  bei  deren  Auswahl  jedoch  einige  gleich  zu 
nennende  Bedingungen  beobachtet  werden  sollen.     Die  —  d  Stellen: 

(3)        7j,  V=n(^),  v"-V2ivl--->  v^-'-'^-r^a-iiv) 

mögen  Pole  erster  Ordnung  von  H  sein.  Wir  geben  dieser  Form  dem- 
entsprechend die  Gestalt: 

unter  G^  (^i ,  ^g)  ^^^®  lineare  ganze  Form  verstanden.  Die  (—  d  —  1) 
Suhstitutionen  (3)  sollen  von  einander  und  von  der  Identität  verschieden 
sein,  es  soll  nicht  in  allen  der  dritte  Coefficient  y  verschmnden,  und  end- 
lich sollen  die  zugehörigen  MuUiplicatoren  ftj ,  /i„ ,  .  .  . ,  |it_  rz  _  i ,  sofern  7iiclit 
das  System  Mo=  1  vorliegt,  nicht  sämtlich  gleich  1  sein.  Diese  weiter- 
hin zur  Verwendung  zu  bringenden  Bedingungen  können  bei  der  Aus- 
wahl der  fraglichen  Substitutionen  leicht  Ijeobachtet  werden. 

Unsere  Aufgabe  läuft  nunmehr  darauf  hinaus,   die  lineare  Form: 

(5)  6^1(^1,^2)  =  «1^1+  0^2  ^'s 

derart  zu  bestimmen,  dass  die  durch: 

(6)  cp.it,,  Q  =^^r'  (g(.),^)a(^-).v;...\ffl-),^(-.-i))  (^^*^'  ^)~' 

dargestellte  automorphe  Form  an  der  Stelle  1]  polfrei  ist,  ivährend  bei  ^ 
der  Fol  erlialfcn  bleibt.  Ist  der  ersten  Bedingung  genügt,  so  werden 
wegen  des  automorphen  Verhaltens  von  qPd(^i,  ^2)  f^uch  bei 

keine  Pole  auftreten.  Wäre  aber  der  letzten  Bedingung  nicht  genügt, 
so  würde  (pd(S,\,t,%)  polfrei,  und  das  identische  Verschwinden  der  Reihe 
wäre  nicht  ausgeschlossen. 

Da  wegen  der  unimodularen  Gestalt  der  homogenen  Substitutionen 
(^',  ?/)  =  {l,  Tj),  (t",  v")  "=  {t,  v))  ■  ■  •  zutrifft,  so  werden  an  der  Stelle  ij 
nur  die  zu  den  Substitutionen  1,  Fj,  Fg,  .  .  .,  V—a—i  gehörenden  Glieder 
der  Reihe  (6)  Pole  aufweisen.  Entwickeln  wir  in  der  Umgebung  von 
T/  die  Form  (fdi^i,  ^2)  n^-ch  Potenzen  von  (^,  rf),  so  wird  der  weiterhin 
durch  —  ^  zu  bezeichnende  Coefficient  der  Potenz  (^,r/)~'^  durch  die 
Gleichung  gegeben  sein: 

(7)  Ä  =  ^u~^ ^1  ^"^^  '  "^2  ^ (£  «(*))- 1 
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Entwickelt    man    andrerseits    cpd{^i,^._,)   in    der   Umgebung   von    | 
nach  Potenzen  von  (^,  |),  so  hat  der  Coefficient  von  (^,  |)— ^  die  Gestalt: 


(i,^)(i,r?')---(l,'?(-''-i>) 
Hierfür  schreiben  wir: 

12+'  G^i(a,l) 


(8) 
Hie 

(9) 

und  entwickeln  die  hier  als  zweiter  Factor  stehende  rationale  Function 
von  ^,  deren  Nenner  mindestens  den  zweiten  Grad  hat,  in  die  Partial- 
brüche: a  (r,  \^ 

{ri-r)')---{ri-'n^-d-i))y'=        ''^       ^ 
....    g,(^(-^-i),l) .,  _     (_._m_i 

^  {rii.-ä-i)-n)---(r}(-d-i)-n(-d-2))y^     ''  ^    ■ 

Man  setze  jetzt  den  in  (9)  an  erster  Stelle  stehenden  Factor  wieder 
hinzu  und  führe  wieder  überall  die  homogene  Schreibweise  ein.  Nennt  man 

das  Product  des  Ausdrucks  (8)  mit  ( y  |        abgekürzt  B,  so  ergiebt  sich: 
—d—i 

(10)       i?=^[(n>/  +  ^.)-''-^ 

Hier  wie  in  (7)  bedeuten  r]f\rjf^  natürlich  )ii,%-  Unsere  Aufgabe  ist 
jetzt,  die  Coefftcienten  a^,  a„  von  G^  derart  zu  bestimmen,  dass  Ä  =  0 
und  j5  =}=  0  ist. 

Diese  Aufgabe  ist  unlösbar,  falls  r?  =  ~  2  und  Mo=  1  vorliegt; 
denn  in  diesem  Falle  ist  Ä  =^B.  Wir  kommen  damit  auf  den  schon 
oben  besprochenen  Fall  der  eigentlich  automorphen  Reihen  (—  2)*'''" 
Dimension  zurück. 

Indem  wir  diesen  Ausnahmefcdl  d^  —  2,  Mo  =  l  fortan  ausscliliessen, 
ordnen  wir  A  und  B  nach  den  Coefficienten  «i,^  von  G^j  an: 

A^a,<^^{i^„  %)  +  «2 ^2 Oh.  %)» 


Die  hier  mit  a^  und  a,  multiplicierten  Ausdrücke  wollen  wir  hei 
stehenden  ^^,  l«  ^^^d  variabel  gedachter  Stelle  tj  beste,  variabelen  i]^,  %  ^^^ 
Formen  dieser  t]^,  ij^  ansehen.  Die  Bedeutung  dieser  Formen  geht  aus 
(7)  und  (10)  sofort  hervor*);  insbesondere  sind  sie  übereinstimmend 
von  der  Dimension  (2d  +  2). 

*)  Man  wolle  hierbei  nur  berücksichtigen,  dass  Tjp,  t;^*^  linear  und  homogen 
in  Tji,  r]^  sind. 
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Die  Bedingung  ^  =  0  erfordert  nun,  dass  wir  a^,  a^  mit  ^27~*^i 
proportional  nehmen: 
(12)  a, :  a,  =  O,  hh ,  ^t,)  :  -  <1>,  (^i ,  %)■ 

Es  können  alsdann  zwei  sich  gegenseitig  ausschliessende  Fälle  vorliegen. 
Entweder  besteht  die  Gleichung: 


(13) 


^i(^n»y2)         ^iiVi^Vi) 


in  1]  identisch,  und  dann  ist  mit  A  immer  auch  B  gleich  null;  oder  die 
Gleichung  (13)  besteht  7iur  für  endlich  viele  i],  und  alsdann  lässt  sich 
rj  so  u-äJden,  dass  i?  =j=  0  ist. 

Gehen  wir  vom  Zutreffen  der  ersten  Möglichkeit  aus,  so  mögen 
wir  die  einander  identischen  Ausdrücke  der  rechten  und  linken  Seite 
von  (13),  als  im  Quotienten  »/i:>^2='^  rational,  mit  B(r^)  bezeichnen. 
Aus  (11)  ist  alsdann  der  Schluss  zu  ziehen,  dass,  welches  auch  die 
Bedeutung  der  a^,  a^  sein  mag,  der  Quotient  Ä  :  B  immer  auch  mit 
dieser  rationalen  Function  i?(>y)  identisch  ist.  Der  Ausdruck  von  -Zi(>/) 
kann  dieserhalb  ^j,  ^^  nicht  mehr  enthalten.  AVählen  wir  nämlich 
aj=  ^2;  ^2  ^^~  ^1?  ^^  fallen  die  l^,  |o  sowohl  aus  A  wie  aus  B  zufolge 
(7)  und  (10)  gänzlich  aus. 

Bei  dieser  Sachlage  wird  der  Quotient  A  :  B  dieser  in  den  ^  und 
rj  rationalen  Ausdrücke  A  und  B  seinen  von  iE,  freien  Wert  J2(?j)  auch 
dann  unverändert  behalten,  wenn  wir  jetzt  hinterher  |  beliebig  ab- 
ändern. Lässt  man  aber  t  an  die  Stelle  if'''>  rücken,  so  folgt  aus  (7) 
und  (10): 

(14)  -^  =  R{ij)=       ^^  , 

gültig  für  alle  —  d  Indices  h  =  0,1,2,  ...,— d  —  \.  Wählen  wir  hier 
fc  =  0,  so  erweist  sich  jR(??)  mit  der  Constanten  1  identisch.  Nehmen 
wir  sodann  ein  li  mit  yk  =|=  0  (und  eine  dieser  Forderung  genügende 
Substitution  Vk  findet  sich  unter  den  Fj,  V^,  .  .  .,  V—d—i),  so  folgt 
rf^— 2;  denn  in  allen  übrigen  FäUen  ist  die  rechte  Seite  von  (14) 
mit  Vi  variabel.  Tragen  wir  aber  d^—2  und  Pi{)])  =  l  in  (14)  ein, 
so  folgt:  _.  _,  . 

fll=  1,   ,Uo=  1,  .  .  .,    U-rf-l=  1, 

und  also  liegt  das  Multiplicatorsystem  M^^^  1  vor  (cf.  pg.  180). 

Da  wir  hiermit  zu  dem  oben  bereits  ausgeschlossenen  Ausnahme- 
falle zurückgeführt  sind,  so  folgt,  dass  wir  hei  Vermeidung  endlich 
vieler  specieller  Stellen  i]  mit  einem  der  Bedingung  (12)  entsprechenden 
Coefficientenpaare  a^ ,  a^  die  Forderung  B  =\=Q  cdlemal  in  geivünschter 
Weise  erfüllen  können. 
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Es  ist  nun  am  zweckmässigsten,  der  Proportion  (12)  in  folgender 


Weise  zu  entsprechen 

(15) 


Ch=-^l^k     %      (73W,r?V..(ryW,r/t-i))(»jW,7j(i-+l))---(r){i),73(-^'-l))  * 

Hierdurch  wird  G^  in  den  t^,  tg  ^^'^  «""^e''  rationalen  ganzen  Form  der 
Dimension  —  fZ— 1;  wir  bezeiclmen  dieselbe  dieserlialb  ausfübrliclier 
durch  G'^-^-^^  (ti,  ^o-,  £i,  t^).  Als  Hauptergebnis  aber  sprechen  wir 
aus:  Auch  im  Falle  einer  Gruppe  ohne  Grenmirven  lähmen  tvir  für  he- 
liehige  ausserhalb  der  festen  Eclcen  vorgeschriebene  Pole  ^,  abgesehen  vom 
tviederholt  genannten  Äusnalimefalle  d=  —  2,  Mo=  1,  hei  jeder  den  all- 
gemeinen Convergenztheoremen  entsprechenden  Dimension  d  und  für  jedes 
Multiplicatorsystem  M  einpolige  Beihen  in  der  Gestalt: 

thatsächlich  bilden. 

%  10.  Einpolige  Reihen  mit  Polen  in  elliptischen  Ecken. 
Bei  den  Entwicklungen  des  vorigen  Paragraphen  wurde  ausdrück- 
lich festgesetzt,  dass  |  von  jeder  festen  Ecke  unseres  Polygonnetzes 
verschieden  sein  sollte.  In  Ansehung  der  paraholischen  Punkte  müssen 
wir  zunächst  auch  weiter  an  dieser  Bestimmung  festhalten;  denn  wir 
haben  oben  bei  den  Convergenzbetrachtungen  der  Poincare'schen  Reihen 
festgesetzt,  dass  die  zur  Bildung  der  einzelnen  Reihe  benutzte  ratio- 
nale Form  Hd{t^,  U}  in  parabolischen  Grenzpunkten  stets  polfrei  sein 
soUte.  Anders  verhält  es  sich  mit  den  elliptischen  Ecken.  Rückt  ^  in 
eine  solche  Ecke,  so  bleibt  die  hergestellte  einpolige  Reihe  convergent^ 
aber  es  treten  hier  Verhältnisse  ein,  welche  eine  nähere  Untersuchung 
erfordern. 

Sei  demnach  £  eine  beliebige  elliptische  Ecke,  für  welche  wir  die 
Klammersymbole  (t,s),  (t,^')  im  früheren  Sinne  (cf.  (3)  pg.  64)  gebrauchen. 
Die  einpolige  Reihe  (2)  pg.  64  werde  alsdann  unter  der  Annahme 
I  =  i  gebildet;  sie  gewinnt,  wenn  wir  die  ganze  rationale  Form 
G-d-i  auf  (t,  £),  (^,  a')  transformiert  denken,  die  Gestalt: 

W  ^  ^V '    (gw,  s)  G-d-x  [(S(^-),  £),  {tW,  £')] ' ' 

Hier  haben  an  der  Stelle  s  insgesamt  l   Glieder  der  Reihe  Pole  erster 
Ordnung,  unter  l  die  Periode  der  zur  fraghchen  Ecke  gehörenden  Sub- 
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stitution  verstanden;  und  zwar  ist  das  Anfangsglied  bei  t,  =  s  bis  auf 
einen  constanten  Factor  angenähert  durch: 

gegeben.  Hieraus  entstehen  die  übrigen  {l  —1)  bei  e  polaren  Glieder, 
indem    wir    wiederholt    die    elliptische  Erzeugende   (cf.  (4)  pg.  64)   an- 

wenden  und  jedesmal  durch  ihren  Multiplicator  ^  =^  c  '  dividieren. 
Die  Wirkung  dieser  Operationen  ist  der  Zusatz  der  multiplicativen 
Einheitswurzel: 

(3)  e~~ ^ T-  _  ,-  -  ^'+'+'^ 

und  ihrer  Potenzen  bis  zur  (/  —  1)*®^  zum  Ausdruck  (2).  Wir  erkennen 
sofort:  Nur  ivenn  X  die  Congriiens: 

(4)  x  =  -d-2         (mod.  21) 

erfüllt.  Icat  unsere  Beihe  in  der  Ecke  s  thafsächlich  einen  Pol,  und  zwar 

im   Polygon  gemessen  einen  solchen  der   Ordnung  -j-;    ist  hingegen   die 

Congruenz  (4)  nicM  erfüllt,  so  ivird  die  Reihe  (1)  hei  s  und  demnach 
üherliaupt  polfrei,  und  es  ist  alsdann  ihr  identisches  Verschtvinden  nicht 
ausgesclüossen. 

Man  überzeugt  sich  nun  leicht,  dass  dieser  Satz  für  die  Pieihe  (16) 
2)g.  183  anmittelhar  bestehen  hleiU.  In  der  That  gilt  auch  hier  wieder 
für  das  Anfangsglied  der  Reihe,  abgesehen  von  einem  von  den  t,^,  t^ 
uuatdiängigen  Factor,  der  Nähenmgswert  (2).  Man  hat  nur  zu  berück- 
sichtigen, dass  das  Product  [t,,  if)it.,  r/)- • -{t,,  r/^—'^—'^'^)  eine  an  der 
Stelle  E  nicht  verschwindende  ganze  Form  der  Dimension  —  d  darstellt 
und  also  angenähert  durch  C[t,,  e')~''  mit  von  0  verschiedenem  C  er- 
setzt werden  kann,  und  dass  andrerseits  die  lineare  Form  Ct(— ''— i)  im 
Zähler  des  Anfangsgliedes  (16)  pg.  183  für  ^^^  =  e  nicht  verschwindet. 

Wir  haben  nun  oben  (pg.  100  ff.)  den  Standpunkt  vertreten,  dass 
in  der  einzelnen  elli])tischen  Ecke  stets  ein  Nullpunkt  der  durch  (5) 
pg.  100  bestimmten  Ordnung  festliegen  solle,    welche  letztere  im  Falle 

der  Congruenz  (4j  gleich  —y—  ist.  Wir  haben  uns  daraufhin  die  Auf- 
fassung zu  bilden,  dass  hei  Geltung  der  Congruenz  (4)  zu  diesem  Nidl- 
punhte  ein  Pol  „erster '^  Ordnung  hinzutritt.  Halten  wir  an  dieser  übrigens 
schon  pg.  106  ausgesprochenen  Auffassung  fest,  so  ist  erzielt,  dass 
unsere  Reihe  im  Falle  der  Congruenz  (^4)  in  der  That  eine  „einpolige^'  ist. 
Auf  Grund  dieser  Anschauuns-sweise  können  wir.  mag  der  Grenz  - 
curvenfall  vorliegen  oder  nicht,  endlich  auch  leicht  beim  Nichtgelteu 
der   Congruenz  (4 )    einpolige   Reihen   für    elliptische  Ecken  ^  =  £  her- 
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stellen.     Wir  berechnen  uns  nach  (5)  pg.  100  für  die  betrachtete  Ecke  s 
die  zugehörige  Zahl  m*)  aus: 

Alsdann  bilden  wir  die  Reihe: 

(5)  ^    {^^),fy-'^ 


—1 


an  deren  Stelle  jedoch  für  den  Fall,  dass  -  d  +  m  -  /<  0  sein  sollte, 
die  Reihe: 


(6)  2'^Ä 

k 

treten  muss.  Die  Nulljurnkte  der  in  (5)  benutzten  ganzen  rationalen 
Form  G-a+m-i  sollen  weder  in  festen  Ecken,  noch  in  Grenzpunkten 
der  Gruppe  liegen;  auch  mögen  sie  im  Grenzcurvenfalle  sämtlich 
ausserhalb  des  Netzes  iV  gelegen  sein.  Im  Falle  (6)  soll  nur  vor- 
geschrieben sein,  dass  Gd-„,+i(^i,Q  nicht  gerade  in  der  Ecke  £  einen 
Nullpunkt  aufweist. 

Man  berechnet  zunächst  leicht,  dass  die  Reihe  (5)  bezw.  (6)  im 
Sinne  der  obigen  Auffassung  bei  e  einen  Pol  erster  Ordnung  hat.  Es 
ist  dies  eine  Folge  der  nunmehr  an  Stelle  von  (4)  gültigen  Congruenz: 

(7)  XEB-d  +  2m         (mod.  21). 

Eine  Weiterführung  der  Überlegung  erfordert  jetzt  nur  noch  der 
Fall  einer  Gruppe  ohne  Grenzcurve,  wenn  ausserdem  —  d  -\-  m  —  1^1 
ist  und  also  der  Ansatz  (5)  in  Frage  kommt.  Wir  schreiben  alsdann  noch 
vor,  dass  G-d+m-i(ti,  ^2)  ^^^"  einfache  Nullpunkte  haben  soll.  Dieselben 
werden  entsprechend  noch  neue  Pole  erster  Ordnung  für  die  Reihe  (5) 
liefern.  Aber  es  ist  ein  Leichtes,  für  jeden  dieser  weiteren  Pole  eine 
einpolige  Reihe  der  Gestalt  (16)  pg.  183  zu  bilden,  worauf  man  alsdann 
durch  Abzug  dieser  mit  geeigneten  Coefficienten  versehenen  Reihen  von 
der  Reihe  (5)  eine  ausserhalb  der  mit  e  äquivalenten  Ecken  polfreie 
Reihe  gewinnt.  Hiernach  ist  uns  für  jede  heliehige  Lage  des  Poles  |  im 
Innern  des  Netzes  N  unter  Ausschluss  allein  der  pardbolisclien  Echimnlde 
die  Herstellung  einer  zugehörigen  einxjoligen  Reihe  gelungen.  Auf  den 
Fall  aber,  dass  |  in  einen  parabolischen  Eckpunkt  hineinrückt,  kommen 
wir  im  übernächsten  Paragi-aphen  ausführlich  zurück. 


*)  Diese  sonst  mit  mk  bezeichnete  Zahl  wolle  man  nicht  mit  der  Zahl  m  im 
Sinne  von  (7)  pg.  101  verwechseln. 
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§  11.    Einführung  der  Elementarformen  ^(^1,^05  li^  ^")- 

Wir  kehren  jetzt  zu  den  einpoligen  Reihen  des  vorletzten  Para- 
graphen und  zwar  insbesondere  zur  Reihe  (1)  pg.  179  zurück.  Um  der 
durch  diese  Reihe  dargestellten  Form  an  der  Stelle  |  ein  möglichst 
einfaches  Verhalten  zu  verleihen ,  wollen  wir  sie  noch  mit  einem  von 
^1,  ^2  unabhängigen  Factor  normieren;  und  zwar  wählen  wir  hierzu  den 
reciproken  Wert  der  im  Zähler  des  Anfangsgliedes  stehenden  rationalen 
Form  j^/^_i,  gebildet  für  ti^li,^2^^2-  -^^^'  Zusatz  dieses  (jleich  noch 
näher  zu  hetrachtenden  Factors  liefert  uns  den  tveiterhin  als  „Elementfir- 
form"  bezeichneten  Ausdruck: 

Die  hierdurch  dargestellte  automorphe  Form  der  t^,  t^  von  der 
Dimension  d  und  dem  Multiplicatorsystem  M  hat  offenbar  die  Eigenschaft, 
dass  hei  Annälierunt}  an  den  Fol  iE,,  und  zwar  für  lim  ti  =  li,  Um  ?2^^2 
die  Grenzgleichung: 

(2)  lim[a,£)-Qa„^,;|„y]==l 

sutriff't.  Wir  sagen  hierfür,  indem  wir  uns  die  Entwicklung  von  Q 
nach  Potenzen  von  (g  —  t)  durchgeführt  denken,  es  habe  die  Form  Q 
an  der  Stelle  t,  einen  Pol  erster  Ordnung  ..vom  Coefficienten  1".  Ent- 
sprechend wird  an  der  SteUe  |i-  ein  Pol  erster  Ordnung  vom  Coefficienten 
(Ui  liegen. 

Des  genaueren  geht  die  Gestalt  des  hinzugesetzten  Factors  im 
Fcäle  einer  Gruppe  mit  einer  oder  unendlich  vielen  Grenzcurven  aus 
folgender  Formel  für  die  Elementarform: 

V..-1         g-./-i(|^,|,) 


(3)        ^(^1.^2;  ii^y  =^^i 

^    ^  k 


(g(^),  l)  G-a-x  (?(/•),  g(t)) 


hervor,  welche  der  einpoligen  Reihe  (2)  pg.  179  correspondiert.  Man 
wolle  hierbei  noch  beachten,  dass  zufolge  der  pg.  179  getroffenen  Ver- 
abredung die  rationale  ganze  Form  G—a—i  (li?  ^^  für  jede  SteUe  ^  im 
Innern  des  Xetzes  von  0  verschieden  ist. 

Bei  einer  Gruppe  ohne  Grenzcurve  werden  wir  uns  entsprechend 
au  die  Gestalt  (16)  pg.  183  der  einpoligen  Reihe  auschliessen.  Hier 
liegen  die  Dinge  insofern  ganz  besonders  einfach,  als  Ha  +  i  (i,^,^^) 
nicht  nur  von  t^,  ^9?  sondern  auch  von  |^,  ^^  unahhängig  wird.  In 
der  That  ergiebt  sich  aus  (15)  pg.  183: 
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(4) 


Hd+x{^i,  I2) 


=2 


k-- 


i  =  0 
-1 


_       (7](i),  7?)  •  ■  •  (r/(A),  ?j(i— 1))  (»}(*),  ?j(A  +  l))  .  .  .  (7}(i),  7j(-rf-l))' 


Avo  die  rechts  stehende  Summe  nach  den  Entwicklungen  des  vorletzten 
Paragi-aphen,  abgesehen  vom  Falle  rZ=  —  2,  M^^  1,  durch  zweckmässige 
Auswahl  von  7/  einen  von  null  verschiedenen  Wert  annimmt.  Wir  tvoUen 
nun  fortan  das  einmal  getväJilte  tj  festhalten  und  nehmen  alsdann  einfach 
den  von  0  verschiedenen  Wert  (4)  als  Neuner  in  die  Coefficienten  a^,  a^ 
der  linearen  Form  G  auf.  Es  wird  kaum  zu  Verwechslungen  Anlass 
geben,  wenn  wir  auch  nach  dieser  Abänderung  an  der  Bezeichnung 
Qi^d—\)  luiserer  rationalen  ganzen  Form  festhalten.  Au  Formel  (3) 
reiht  sich  damit  als  Darstellung  der  Elementarform  im  Falle  einer 
Gruppe  ohne  Grenzcurven: 

iO)         ^?„  ?„  §„  ,,)  -^^^     ^^^^^^  ^^  ^^^^^^  ^^  ^^^^^^  ^,^       ^^^^^^  ^^_^_^^^ . 

Es  ist  nun  ein  sehr  wesentlicher  Schritt,  dass  wir  fortan  neben 
der  Stelle  ^  auch  die  Stelle  ^  im  ISetze  N  heweglich  und  entsprechend  die 
hinären  Grössen  li,  I2  ^*^C'^*  den pg.Q4L  für  die  ^j,  t,.^  entwicliclten  Grundsätzen 
als  variabel  ansehen  tvollen.  Bei  der  Beschreibung  des  Verhaltens  der 
Elementarform  ß(^,,  t2'i  li?  I2)  ^^^  Form  zweier  Variabelenpaare  können 
wir  uns  zum  Teil  auf  schon  durchgeführte  Rechnungen  stützen; 
daneben  werden  allerdings  noch  einige  weitergehende  Untersuchungen 
erforderlich  sein. 

Rückt  erstlich  ^  in  eine  elliptische  EcJ^e,  so  wird  Q  als  Form  der 
^1,  t^  nur  dann  ihren  Pol  bewahren,  wenn  der  correspoudierende  Multi- 
plicator  ^  die  Congruenz  (4)  pg.  184  befriedigt.  Ist  indessen  diese  Con- 
gruens  nicht  erfüllt,  so  ivird  Q  polfrei,  und  es  ist  alsdann  das  identische, 
d.  h.  für  alle  t,  stattfindende,  Verschivinden  der  Form  Q  nicht  aus- 
geschlossen. 

Rückt  I  in  eine  parabolische  Spitze,  so  ist  uusere  sonst  überall 
beobachtete  Vorschrift,  dass  die  zur  Herstellung  Poincare 'scher  Reihen 
benutzten  Formen  H{t,^,  i^  in  allen  Grenzpunkten  polfrei  sein  sollen, 
durchbrochen.  Nun  ist  freilich  auch  in  diesem  Falle  wenigstens  für 
alle  Dimensionen  f?  ^  —  3  aus  dem  pg.  152  genannten  v.  Mangoldt'schen 
Satze  die  Convergenz  der  Reihe  ersichtlich.  Aber  es  wird  nötig  sein, 
dass  wir  das  genaue  Bildungsgesetz  der  Form  Q  auch  in  Abhängigkeit 
von  den  1^,  §^  bei  Annäherung  der  Stelle  ^  an  eine  parabolische  Spitze 
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explicite  keimen,  um  die  später  folgenden  functionentheoretischen 
Schlüsse  ausreichend  zu  begründen.  Wir  kommen  auf  die  Untersuchung 
dieses  Bildungsgesetzes,  die  mit  einigen  Umständlichkeiten  verknüpft 
ist,  im  nächsten  Paragi-aphen  zurück. 

Endlich  waren  im  Falle  einer  Grappe  ohne  Grenzcurven  die 
Stelle  rj  und  die  mit  r}  äquivalenten  Stellen  für  |  zunächst  unzugänglich. 
Wir  können  aber  diese  Beschränkung  fallen  lassen,  wie  folgende 
Überlegung  zeigt: 

Lassen  wir  erstlich  |  an  eine  der  —  d  Stellen  l^,  r/,  .  .  .,  ?^(-'<— i) 
rücken,  die  wir  >/')  nennen,  und  specialisieren  die  Formel  (16)  pg.  183 
für  diesen  Fall,  so  berechnet  sich  nach  (15)  pg.  183: 

Die  genannte  Formel  (16)  pg.  183  nimmt  somit  die  Gestalt  an: 
_iy f^ 

^i      jLj    (?(*),  T])  (JW,  ry')  •  ■  •  (JW,  Tj(-d-l)) 

Hier  haben  wir  eine  convergente  und  leicht  zugängliche  Poincare'sche 
Reihe  vor  uns,  welche  an  der  Stelle  r\  ihren  Pol  erster  Ordnung  be- 
wahrt. Teilen  wir,  wie  es  sein  muss,  durch  den  Ausdruck  (4),  so 
berechnet  man  sofort  für  die  Stelle  r^  einen  Pol  vom  Coefficienten  ft~^, 
so  dass  die  FAementarform  an  der  Stelle  |  =  rf'^  ihren  Fol  erster 
Ordnung  vom  Coefficienten  1  thafsäcJd ich  behält. 

Rückt  andrerseits  ^  an  eine  Stelle  rf'\  die  mit  rj  äquivalent,  aber 
von  i]f  tj',  .  .  .,  7j(— ^— 1)  verschieden  ist,  so  liefert  Gleichung  (16)  pg.  183 
die  convergente  Poincare'sche  Reihe: 

Entwickebi  wir  die  hierdurch  dargestellte  Form  bei  ->]  nach  Potenzen 
von  (£;,  tj),  so  wird  der  Coefficient  von  (t,  rj)"''-: 

^t         (7j(0,7j)---(7j(0,7j{-«f-l)) 


'1—1 


,    V»- 1 G(ri'^V^i\v^\v^^) 

^^  ^k      (^(t),  rjiO)  (rjik\  ri)---  {rß),  r/^— 1))  (r}(*),  7}(i-+i))  •  ■  ■  (tj(^),  7y(-rf-i)) 


A  =  0 


Die  hier  an  zweiter  Stelle  auftretende  Summe  ist  gleich  dem  in  (7) 
pg.  180  dargestellten  Ausdruck  A,  wenn  man  in  letzterem  S^,  |o  durch 
^i'^  '?2^  ersetzt.  Da  aber  der  Ausdruck  ^  in  t,^,  S,  identisch  verschwindet, 
so   bleibt   der    Summenwert    null    auch   nach    diesem    Ersätze  bestehen. 


I    3.  Theorie  der  Poincare 'scheu  Reihen  mit  Ausführungen  für  j;  =  0.     189 

Der   soeben    bereclinete    Coefficient   von    (^,  »?)""'  reduciert  sich  somit 
nach  (15)  pg.  183  auf: 


.7^2 


—  1 


A  =  0 


(r5(^),  7?)  •  •  •  (r](*),  ijC^--!))  (tjW,  r^Ct+D)  •  •  •  (»](*),  rj(-d-l)) 


d.h.  auf  das  Product  von  ^-'  und  dem  in  (4)  pg.  187  dargestellten  von 
nuU  verschiedenen  Werte.  Gehen  wir  wieder  vermöge  der  Division 
durch  diesen  letzteren  Wert  von  der  Reihe  (16)  pg.  183  zur  Eiementar- 
form,  so  gewinnt  letztere  bei  rj  einen  Pol  vom  Coefficienten  y,-^  und 
also  bei   |  =  »/^'^  einen  solchen   vom  Coefficienten  1. 

In  jedem  Falle  gilt  also  der  Satz:  Die  Grundeigenschaft  der  Ele- 
mentarform Q[tt,  ^2;  ^1,  -^2).  «?s  Form  der  t^,  ^2  einen  Pol  erster  Ordnung 
vom  Coefficienten  1  an  der  Stelle  |  ni  hesitzen,  UeiU  unverändeH  er- 
halten, auch  wenn  l  an  irgend  eine  mit  rj  äquivalente  Stelle  rilcU. 

Weiter  beschreiben  wir  die  Eigenschaften,  welche  die  Elementar- 
form als  Form  der  ^,,  t,  hei  stehenden  t„  t,  besitzt.  Wenn  wir  |  dabei 
auf  das  „Innere"  des  Netzes  N  beschränken,  so  wollen  wir  dadurch 
zum  Ausdruck  bringen,  dass  parabolische  Spitzen  zunächst  gemieden 
werden  sollen.  Liegt  t  ireder  in  einer  festen  Eche,  noch  an  einer  mit  rj 
äquivalenten  SUMe,  so  gilt  folgendes  Grundtheorem:  Die  Elementarform 
Q  ist  in  den  li,  £2  abgesehen  von  dm  sogleich  noch  näher  zu  heseichnenden 
Toten  allenthalben  im  „Innern''  des  Netzes  N  eine  stetige  analytische 
Form  der  nicht -negativen  Dimension: 

(6)  d  =  -d-2. 

Nach  den  allgemeinen  Convergenzbetrachtungen  der  Poincare 'sehen 
Reihen  (cf.  pg.  142  ff.)  erkennen"  wir  nämlich  sehr  leicht  die  gleich- 
massige  Convergenz  unserer,  die  Elementarformen  definierenden  Reihen 
(3)  und  (5),  falls  |  auf  das  „Innere"  des  Netzes  beschränkt  bleibt. 
Die  eben  schon  genannten  Pole  betreffend  aber  gilt  folgender  Satz: 
Die  Fm-m  Q  der  l^,  I2  ^^^  in  jedem  Polygone  des  Netzes  einen  Pol  erster 
Ordnung,  und  zwar  sind  diese  Pole  offenbar  die  mit  ^  äquivalenten 
Stellen  t,  t^^\  t^^\  •••  Dabei  hat,  wie  man  sich  sowohl  aus  Formel  (3), 
wie  im  FaUe  (5)  sofort  ausrechnet,  -  Q  an  der  Stelle  ^(^)  des  näheren 
einen  Pol  erster  Ordnung  vom  Coefficienten  Jii-  =  fiT'^-  Man  kann  also 
sagen,  dass  -  Q  in  der  Art  des  Vnendlidmerdens  das  Verhalten  einer 
einpoligen  automorphen  Form  der  Dimension  d  und  des  zu  M  mversen 
Multiplicatorsystems  M  aufweist. 
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An  besonderen  Lagen  von  £;  haben  wir  erstlieh  die  festen  Polygon- 
ecken  zu  betrachten. 

Es  gilt  in  dieser  Hinsicht  zunächst  der  Satz :  Liejjt  t,  in  einer  para- 
bolischen  Spitze  oder  in  einer  solchen  elliptischen  EcJce  £>,,  für  tvelehe 
(cf.  (b)  lyg.lQO)  die  Zahl  {d -\- h)  nicht  durch  2h  teilbar  ist,  so  ver- 
schivindet  Q  als  Form  der  1^,  Ig  identisch.  Beide  Male  hat  nämlich  Q 
als  automorphe  Form  der  t^,  t,^  unabhängig  von  ^  einen  Nullpunkt  in 
der   fraglichen    Ecke:    im   elliptischen  Falle   hat  der  Nullpunkt  die  in 

(5)  pg.  100  bestimmte  Ordnung  y^-;  welche  eben  nur  dann  gleich  null 
ist,  wenn  2?i.  in  (d  +  Xk)  aufgeht. 

Es  folgt  weiter:  Liegt  g  in  einer  elliptischen  Ecke  «t,  für  welche 
2lk  in  {d -{- 1))  aufgeht,  so  sfdlt  Q  eine  nicht  identisch  verschwindende 
Form  der  |j ,  ^^  '■^^^'-  J^^^  bleibt  nämlich  der  Form  Q  der  |, ,  1,  :)^  ^*** 
Toi  bei  £/;  und  den  äquivalenten  Funkten  erhalten.  Man  wird  dies 
durch  analoge  Rechnungen,  wie  wir  sie  pg.  184  ausführten,  bestätigen. 
Um  etwa  im  Anschluss  an  Formel  (3)  pg.  186  einige  kurze  Andeutungen 
zu  geben,  so  nenne  man  die  elliptische  Ecke  a  und  verstehe  unter  «' 
in  gewohnter  Art  den  zweiten  Fixpunkt  der  zugehörigen  Substitution. 
Zufolge  der  identischen  Gleichung: 

{s,  e')  a,  I)  =  (^,  e)  a,  s')  -  a,  e')  (I,  s), 

und  weil  die  rationale  ganze  Form  G—a—r  an  der  Stelle  b  nicht  ver- 
schwindet, können  wir  das  Anfangsglied  der  Fieihe  (3)  für  ein  in 
nächster  Nähe  von  f  gelegenes  t  bis  auf  einen  numerischen  Factor 
so  schreiben: 

Bei  Ausübung  der  elliptischen  Substitution  nimmt  (^,  e')'^  den  Factor 
—    ■—  _    •  ''■ 

e         'an,  und  ausserdem  ist  der  Multiplicator  (i~^  =  e        '  zuzusetzen. 

Beide  Factoren  compensieren   sich  im  vorliegenden  Falle: 

—  m —      — m —         —2tn~— — 

e        '  -e        '  =  e  2'  =  1, 

so  dass  wegen  G-^-i  (fi,  £o)  =(=  0  in  der  That  der  Pol  bei  |  =  £  be- 
stehen bleibt. 

Neben  den  festen  Ecken  werden  im  Falle  einer  Gruppe  ohne 
Grenzcurven  noch  die  Stelle  iq  und  die  mit  ihr  äquivalenten  Stellen  be- 
sondere Lagen  von  l  abgeben.  In  dieser  Hinsicht  ist  zunächst  aus  den 
Entwicklungen  von  pg.  180ff.  bekannt,  dass  sich,  falls  t  in  eine  mit  ri 
äquivalente    Stelle    rückt,    die  bei  diesem  Übergange  polar  unstetigen 


I,  3.  Theorie  der  Poincare'sclien  Reihen  mit  Ausführungen  für  p  =  0.     191 

Glieder  der  Reihe  gerade  fortlieben.  Wir  haben  demnach,  auch  wenn 
^  an  irgend  eine  mit  i]  äquivalente  Stelle  rücU,  in  Q  nne  Form  der 
^^,^2,  ivelche  im  „Innern"  des  Netzes  N,  vorausgesetzt,  dass  |  nicht  ge- 
rade seiher  mit  rj  äquivalent  ivird,  polfrei  ist.  Zu  untersuclien  bleibt 
liier  Yorderhand  nur  noch,  wie  sich  die  so  entpringende  Form  der 
I,    I2  au  den  mit  >/  äquivalenten  Stellen  verhält. 

Da  Q  in  den  ti,  t-2  automorph  ist,  so  ist  es  ausreichend,  wenn  wir 
g  an  die  Stelle  ?/  rücken  lassen.  Wandert  alsdann  |  an  die  mit  rj 
äquivalente  Stelle  ri^'\  welche  von  den  -  d  Stellen  r;,  ij',  .  .  .,  if-^-'^^ 
verschieden  ist,  so  ist  hierbei  das  Verhalten  der  Reihe  (16)  pg.  183 
ziemlich  leicht  zu  übersehen.  Die  —  d  ersten  Glieder  werden  für 
lim  ^  =  }]  einzeln  polar  unstetig,  doch  bleibt  ihre  Summe  stetig.  Unter 
den  folgenden  Gliedern  ist  nur  dasjenige  für  h^l  wegen  des  ver- 
schwindenden Factors  (>/'),  |)  im  Nenner  unstetig.  Wir  finden  hier 
für  die  Reihe  (16)  einen  Pol  erster  Ordnung  vom  Coefficienten  (cf.  (15) 
pg.  183): 

^i      (rß,ri)---{r]iO.,r]i-ä--L) 
-d-t                                                   —1 
_  _iV ^^ , 

—  —  ^i     ^       (rjC^,  ry) •  •  •  (/,(*),  r,(k-l))  (rj(^-),  »jl^+D) •  ■  ■  (tjW,  r;(-rf-l)) 

was  für  die  Elementarform  selber  einen  bei  ^  =  tjC)  gelegenen  Pol  erster 
Ordnung  vom  Coefficienten  —  ^T^  zur  Folge  hat. 

Auf  etwas  umständlicherem  Wege  gelangen  wir  zu  dem  analogen 
Resultate,  falls  ^  an  eine  beliebige  unter  den  Stellen  1],  .  .  .,  rf-''-'^\ 
die  wir  wieder  7/')  nennen,  wandert.  Knüpfen  wir  wieder  an  die 
Reihe  (16)  pg.  183  an,  so  ist  gegenwärtig  die  Summe  der  —  d  ersten 
Glieder  zu  untersuchen;  denn  der  übrige  Teil  der  Reihe  hat  einen 
endlichen  Summenwert.     Wir  haben  somit  in  der  Summe: 

zunächst  §  an  die  Stelle  t]  rücken  zu  lassen  und  den  so  entspringenden 
Ausdruck  alsdann  für  lim  |  =  ij^'^  zu  untersuchen.  Entwickelt  man 
nun  den  Ausdruck  (7)  nach  Potenzen  von  (?, '^^)  =  (^^^\  ^^^0?  so  ^"*<^' 
wie  wir  wissen,  der  Coefficient  von  (t,  riY^  mit  null  identisch  sein. 
Als  Absolutglied  dieser  Potenzreihe  und  also  als  Ausdruck  der  Summe 

(7)  für  1=  n  gewinnen  wir  nach  elementarer  Zwischenrechnung: 

(8)  ^  (tjW,  ri)---  (TjW,  rja— D)  (tjW,  r)(i+l))-  ■  -(tjW,  r^^-d-V))  ^a^  -  [a^n^  ^+  O-aj 
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Untersuchen  wir  nun  diesen  Ausdruck  in  seiner  Abhängigkeit  von  ^, 
so  wird  für  |  =  xj(')  nur  das  eine  Glied  mit  /.•  =  i  polar  unstetig.  Da- 
bei folgt  aus  (15)  pg.  183,  dass  a^ifp -\- a^tj'i^  den  Factor  (|,  r/'O  be- 
kommt. Der  Ausdruck  (8)  hat  also  bei  h,  =  r/')  einen  Pol  erster  Ordnung 
vom  Coefficienten: 


^r^ 


(7j(0,  n)  ■  ■  (r/O,  7j('-i))  (7]W,  7j{-  +  l)).  ■  (7j(0,  7j(-d-i))  [rjW       ^^^,(,.)V 

Aus  (15)  pg.  183  findet  sich  aber  für  S  =  r)'^'^  sofort  «i  =  ^~^  j^i'^  ^^^^ 

— rf— 1 

_'^'    _,    (TjO),  v)--  -{rjii),  ry('-l))  (r/O),  7;(-  +  i))-  -  -(tjO),  7;(-rf-i)) 
-^   ^A      (,,(*),  75).  .  .(,j(*),  »j(i-i))  (tjU),  ?j(A-fi))-  ■  -(tjW,  7j(-rf-i))' 

wo  durch  den  Index  am  Summenzeichen  angezeigt  sein  soll,  dass  der 
Wert  /.:  =  i  auszulassen   ist.      Aber   für  h  =  i  würde  gerade  (i~  ^  =  ~ 

als  Wert  des  correspondierenden  Summengliedes  eintreten.  Somit  ist 
der  Coefficient  des  bei  |  =  j^^'^  gelegenen  Poles  von  (8)  einfach: 

-rf-i  _i 

(9)  M-i     ^     (tjW,  n)-  ■  -(rjW,  r?(*-l))  (tjW,  r](k+l)).  .  .(tj(*),  ij{-d-.l))  * 

Die  Division  der  Reihe  (16)  pg.  183  durch  die  hier  in  (9)  mit  ,ur^ 
niultiplicierte  Summe  (deren  Wert  =j=  0  ist)  liefert  mm  die  Elemen- 
tarform. 

Zusammenfassend  sind  wir  zu  dem  Ergebnis  gelangt,  dass  die 
oben  betreffs  der  Pole  der  Form  Q  von  l^,  Ig  ausgesprocJienen  Tlieoreme 
ohne  jede  Abänderung  auch  dann  bestehen  bleiben,  loenn  der  PimJit  ^ 
an  irgend  eine  mit  t]  äquivalente  Stelle  des  Polygonnetzes  rückt. 

§  12.    Verhalten  der  Elementarform  ^(^1,  ^27  ^d  ^2)  ^^  einem 
parabolischen  Zipfel  |. 

Es  bleibt  uns  jetzt  noch  übrig,  das  Verhalten  der  Elementarform 
Q  (ti  ,^2  7  ^i>  ^2)  b^i  Annäherung  von  i,  an  eine  parabolische  Spitze  fest- 
zustellen. Nach  einem  früher  (pg.  143)  aufgestellten  Principe  dürfen 
wir  eine  zur  Untersuchung  vorgelegte  Spitze  dieser  Art  nach  ^  =  00 
legen  und  benutzen  wie  pg.  148  als  erzeugende  parabolische  Sub- 
stitution: 
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(1)  t'=t,+  2i7tt„         t^=t,. 

Der  zugehörige  Multiplicator  sei  e""^T^  wobei  X  in  Übereinstimmung 
mit  0  <  A  ^  ?  gewählt  sein  mag. 

Wir  wollen  nun  für  t.^'^  Q  eine  in  der  Umgebung  des  fraglicJien 
pand)oliscJien  Punktes  gültige  analytische  Barstellung  in  h,  gewinnen, 
welche  das  Verhalten  von  Q  für  lim  |  =  oü,  cl.  i.  im  parabolischen 
Zipfel  selbst  anzugeben  gestattet.  Hierbei  verfahren  wir  in  der  Weise, 
dass  wir  zuvörderst  die  nach  ^  genommene  (—  d  —  1)^*^  Ableitung  von 
^^'^Q  darstellen  und  von  hier  rückwärts  durch  Integration  zu  einem 
Ausdruck  für  ^r'^  selbst  gelangen.  Der  Grund  für  dieses  Verfahren 
wird  aus  der  nachfolgenden  Entwicklung  sofort  ersichtlich  werden. 

Zu    dem   genannten  Zwecke    schreiben    wir    das    Anfangsglied    der 
Reihe  (3)  pg.  186  in  der  Gestalt: 
( 9\  _  H  t^r .       G-d-x  (§,  1) 

bez.  dasjenige  der  Reihe  (5)  pg.  187  in  der  Gestalt: 

( 3>,  _  .. fi G[-'-'H^,UiA) 

and  bemerken,  dass  die  hier  an  zweiter  SteUe  stehenden  Quotienten, 
als  rationale  Functionen  von  2;  aufgefasst,  für  ^  =  oo  Nullpunkte  der 
Ordnung  —  d  aufweisen.  Dies  ist  wegen  des  Factors  t,^  für  den  Con- 
vergenzbeweis  der  Reihen  (3)  imd  (5)  pg.  186 ff.  erforderlich,  insofern 
doch  die  Form  (2)  bezw.  (3)  im  parabolischen  Grenzpunkte  polfrei  sein 
soll.  In  der  That  ist  ja,  da  t  =  oo  einen  Grenzpunkt  der  Gruppe  dar- 
stellt, G—a—ii^iy^i)  föi"  ?2  ==  0  ^^^^  ^^11  verschieden;  und  aus  demselben 
Grunde  werden  im  Ausdruck  (3)  die  %,'yi'.^,  ■  ■  ■,'>f^'''~^^  sowie  auch 
zunächst  Ig  nicht  verschwinden. 

Man  beachte  nun  aber,  dass  auch  die  in  Bezug  auf  |  genommenen 
Ableitungen  erster  und  höherer  Ordnung  der  in  (2)  und  (3) 
mit  —  l'^  ^i  muliplicierten  Quotienten  in  t,  rationale  Ausdrücke  liefern, 
die  bei  g  =  oo  Nullpunkte  mindestens  der  Ordnung  (—  d)  aufweisen. 
Dabei  treten  neue,  von  den  bisherigen  verschiedene  Pole  nicht  auf,  so 
dass  diese  Ableitungen,  mit  ^^  multipliciert,  Formen  der  Dimension 
d  in  ^1,  &2  darstellen,  welche  zur  Bildung  convergenter  Poincare 'scher 
Reihen  geeignet  sind.  Hieraus  aber  folgt  nach  wohlbekannten  Sätzen 
über  gleichmässig  convergente  Reihen:  Die  aus  (3)  und  (5)  pg.  186  ff. 
entspringenden  Beihen  für  ^^^  Q  Icönnen  unbeschadet  ihrer  gleichmässigen 
Convergenz  im  Innern  des  Netzes  wiederholt  gliedweise  nach  |  differenziert 
iverden  und  liefern  dabei  die  nach  ^  genommenen  Ableitungen  von  ^~ ''-  ß. 
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Ehe  wir  uuu  diese  Differentiation  ausführen,  zerlegen  wir  die  in 
(2)  bezw.  (3)  mit  —  t,'^  |^  multiplicierte  rationale  Function  von  ^  in  die 
Summe  eines  auf  den  Pol  t,  bezüglichen  Partialbruchs  und  einer  in  | 
auf  den  Grad  —  d  —  2  ansteigenden  ganzen  Function.  Dabei  denken 
wir  uns  t,  irgend  wo  im  „Innern"  des  Netzes  fixiert,  d.h.  g  soll  einst- 
weilen vom  fraglichen  parabolischen  Punkte  und  den  äquivalenten 
Stellen  entfernt  bleiben.  Wir  gelangen  in  beiden  Fällen,  d.h.  sowohl 
bei  (2)  als  (3),  zu  einem  Ausdrucke  der  Gestalt: 

(4)  i^-j+^oCO  +  UUX)+----h^-''-'R-ä-,(^), 

wo  die  -iB(^)  rationale  Functionen  von  ^  sind,  deren  Bauart  man  so- 
wohl im  ersten  wie  im  zweiten  Falle  leicht  verfolgen  wird.  Für 
—  Ir'^Q  entspringt  die  Darstellung: 

und  wir  können  die  beiden  bisher  getrennten  Fälle  fortan  zusammen 
behandeln. 

Beiläufig  sei  bemerkt,  dass  die  getrennte  Summierung  der  in  (5) 
stehenden  Glieder  unstatthaft  ist.     So  würde  z.  B.  l^ei: 

eine  Form  Ha{ti}  ^2)  vorliegen,  die  im  parabolischen  Grenzpunkte  £"2=0 
einen  Pol  der  Ordnung  —  d  —  1  aufweist.  Diese  Reihe  würde  sich 
somit  den  Convergenzbetrachtungen  von  pg.  140 ff.,  sowie  auch  dem 
V.  Mangoldt 'sehen  Satze    (siehe  pg.  152)  entziehen.     Man   hat  vielmehr 

die  Bq,  ^E^,  .  .  .  als  Zusatzglieder  anzusehen,  welche  mit  .  _  ^^^,  untrenn- 
bar verbunden  sind  und  hierdurch  die  Anwendbarkeit  der  genannten 
Convergenztheoreme  ermöglichen.  Die  hiermit  bezeichnete  comphcieiie 
Bauart  der  Reihe  (5)  verschwindet  jedoch,  wenn  wir  (—  d  —  1)  Male 
nach  I  differenzieren;  aus  diesem  Grunde  wenden  wir  uns  zunächst  zu 
der  bei  dieser  Differentiation  entspringenden  Reihe. 

Die  nach  l  genommene  Ableitung  v*^""  Ordnung  möge  nun  durch 
das  Symbol  D,  bezeichnet  werden.  Die  Gleichung  (5)  liefert  alsdann 
auf  Grund  der  oben  vorausgeschickten  Überlegung: 

(6)     i)_,_i[^r^-«]  =  (-  m-  d  - 1)!  ^^V'm'-^zriu^yy^, 

als  Darstellung  der  Ableitung  (—  d  —  1)*"  Ordnung.  Die  hier  rechts 
stehende  Reihe  gestattet  aber  die  Umsetzung  in  eine  für  unsere 
weiteren  Zwecke  geeignetere  Gestalt. 
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Mau  beachte  erstlich,  dass  die  Reihe  (6)  absolut  couvergeut  ist. 
Wir  dürfeu  dieselbe  also  oh^e  Abäuderuug  des  Summeriwertes  vermöge 
de  «<.  149  befoMeu  Verfahreus  uach  der  «rhegeudeu  parabohsoheu 
ulfgriJSe  anor'taen.  Uuter  Beuutzuug  der  a.  a.  0.  erklärte.  Bezeich- 
nungen  folgt: 

Die  innere  Summe  rechter  Hand  entwickeln  wir  weiter  so: 


(8) 


-|-00  2  V87t  


-^  äoiTty    "S^l i ^ 1. 

l       (7  =  0  L  »=-» 


Nuu  hatteu  wir  bereits  obeu  Ipg.  150)  Gelegeuheit,  vou  folgender 

Gleichung  Gebrauch  zu  machen: 

(  L    -^   \ 

(9)  lligzr^^^^H^^fFT-  =  -  -if^-'-'  y-^^f^\; 

wo  rechter  Ha»d  uach  Ausführung  der  (- rf-l)-n,ahge^Differentiation 
nach  ;  eine  rationale  Function  von  e'  vorliegt,  die  nüt  e'  verschwindet. 
Zur  Abkürzung  setzen  wir:  j^ 

„nd  entwickebi  den  in  (9)  rechts  zu  differenzierenden  Q°<>t-"ten  w 
Ausführung  dieser  Differentiation  nach  Potenzen  von  (.  Auf  diese  Weise 
gewinnt  man  leicht:  ^^  ^^ 

^,o  'iie  L  rechts  stel^äe  Reihe  zufolge  der  Ober  die  ^«iie Jon  i  ge-^ 
rnacMen  Bestimmung  jede„faUs  in  der  Umgebung  des  Punkte  t  -  0,  de, 
der  parMisehen  Spitze  entspricht,  gleichmässig  eomergmt  tst 

Man  trage  jetzt  a  =  l<'^+2r,iu  ein,  setze  weiter  in  (W)  »act 
einander  o  =  0, 1,  2, . . .,  J  -  1  ein  und  addiere  nach  Znsatz  der  in  (8) 
rechts  vorgeschriebenen  Factoren  e"'"TaUe  l  Gleichungen.  Es  er- 
giebt  sich  so:  .^ 


196  I-  Engere  Theorie  der  eindeutigen  automoi'phen  Functionen. 


_i ! /2 «  _i_  .  .  .  1 


Man  beachte,  dass  hierbei  die  obige  Festsetzung  0  <  A  <  ?  zur  Geltung 
kommt. 

Die  Gleichung  (7)  liefert  jetzt  weiter: 


(11) 


D_,_,[l7'^Ql=(-iy--n-f^-i)!^^^^^f*^Krye-^^{^ 


-^{x)  -2r(>^) 


4-  —'^    J" //  -J - L /2«     I     ...  1 


Hier  steht  rechts  eine  Summe  unendlich  vieler  in  der  Umgebung  von 
^  =  0  gleichmässig  convergenter  Potenzreihen.  Diese  Summe  ist  jeden- 
falls im  Innern  eines  endlich  ausgedehnten  ringförmigen  Bereiches  um 
t  =  0  gleichmässig  convergent;  denn  sie  stellt  in  Gestalt  der  rechten 
Seite  der  Gleichung  (7)  eine  eouvergente  Poincare'sche  Reihe  dar.  Bei 
dieser  Sachlage  können  wir  auf  Grund  des  bereits  oben  (pg.  151)  be- 
nutzten Satzes  von  Weierstrass   die  Umordnung  der  rechten  Seite  der 

Gleichung  (11)  nach  ansteigenden  Potenzen  von  ^  =  e'  vornehmen. 
Die  Coefficienten  werden  Formen  der  Dimension  d  in  ^j,  fo?  ^•^-  ^^^ 
gelangen  zu  einer  Darstellung: 

(12)  D-.-i[H,-^Q]  ==  fj^  W) {t„Q  +  x^P (tr,Q e^  +  ;k?)  {t„ Qe^^  +  ••••], 

wobei  die  rechts  stehende  Reihe  in  demselben  Umfange,  und  offenbar 
auch  unter  Einschluss  der  parabolischen  Spitze  selbst,  gleichmässig  con- 
vergent ist  wie  die  Reihe  (H). 

Innerhalb  des  Bereiches  gleichmässiger  Convergenz  dürfen  wir  nun 
die  Reihe  (12)  wiederholt  gliedweise  integrieren.  Nach  (—  d  —  1)- maliger 
Ausführung  dieser  Operation  gelangen  wir  endlich  zum  gewünschten 
Ziele:  Bie  Elementar  form  ^  (^1,^23  ^n  ^2)  gestattet  als  Form  der  Ii^Iq 
in  der  Umgebung  der  untersuchten  parabolischen  Spitze  die  Entivicldung: 

tvöbei  die  nach  Potenzen  von  e-  fortschreitende  Reihe  in  der  genannten 
Umgebung  gleichmässig  convergent  ist,  und  wo  die  Coefficienten  (p  und  ^ 
Formen    der    ^^,  ^^    von   der   Dimension   d   sind.      Das   Verhalten    der 
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Elemeutarform  Q  bei  Annäherimg  von  |  au  die  parabolische  Spitze 
ist  damit  vollständig  klargestellt. 

Die  Natur  der  hier  auftretenden  Formen  (pd(^^ ,  t^)  und  il>a{^^,^.2) 
brauchen  wir  nicht  erschöpfend  aufzuweisen.  So  würde  es  z.  B.  gegen- 
standslos sein,  nach  dem  Verhalten  der  q)d(Si,  ^-2)  i^  ^^^'  parabolischen 
Spitze  selbst  zu  fragen;  denn  den  voraufgegangenen  Entwicklungen 
liegt  als  Convergenzbedmguug  zu  Grunde,  dass  der  reelle  Bestandteil 
jedes  ^(^)  grösser  als  derjenige  von  £  ist,  so  dass  ^  von  der  parabo- 
lischen Spitze  entfernt  bleiben  muss.  Immerhin  ist  folgender  Satz  be- 
merkenswert, der  aus  späteren  Entwicklungen,  nämlich  aus  dem  Ver- 
halten von  ß(£'i,  ^0*,  li,  I2*  ^®i  Ausübung  der  parabolischen  Erzeugenden 
(1)  auf  ^1,  I2  hervorgeht:  Für  ^/ >  0  sind  die  d  letzten  unter  den 
Fm'men  ip,  d.h.  die  Coefficienten  ^^^)(^i,  ^0)?  •  •  •?  ^^"^^"^^^1,  ^2)  ^'^'* 
I,  |-,  .  .  .,  tr'^~'  in  (13)  „polfreie  Poincare' sehe  Beihen".  Ob  dasselbe 
von  xl)^^^  (tj ,  ^2)  gilt,  muss  dahingestellt  bleiben. 

An  diesen  Satz  knüpfen  wir  noch  folgende  interessante  Folgerung. 
Erreicht  |  die  parabolische  Spitze,  d.  h.  nehmen  wir  1,  =  0,  so  folgt 
aus  (13): 

(14)  Q{t„  t,;  ^„  0)  ^  ^-'^-^  •  rPlr"~Htr,  y- 

Ist  nun  d  <i  —  2,  so  steht  hier  rechts  jedenfalls  eine  polfreie,  als 
Poincare 'sehe  Reihe  darstellbare  Form*).  Dieselbe  verschwindet,  falls 
^  selbst  in  die  parabolische  Spitze  rückt.  Hier  also  erleidet  der  sonst 
(d.h.  im  „Innern"  des  Polygonnetzes)  gültige  Satz,  dass  ^ (^1 ,  ^'o ;  ^1  ?  ^2) 
als  Form  der  t^,  t,  einen  Pol  an  der  Stelle  |  hesitzt,  eine  Ausnahme. 

§  13.    Verhalten  der  Elementar  formen  bei  Ausübung  von 

Substitutionen   der  Gruppe  F  auf  §^,  £3.      Ausführungen 

für  Gebilde  des  Geschlechtes  p  =  0. 

Die  Elementarform  Qi^^^i^j  ^i?^2)  1^^^?  f^H^  ^i^  ®i^®  nicht  identisch 
verschwindende  Form  der  |j,  ^^  darstellt,  die  Eigenschaft,  in  jedem 
Polygoue  des  Netzes  einen  Pol  erster  Ordnung  zu  besitzen.  Es  liegen 
diese  Pole  an  den  äquivalenten  Stellen  t,  t,',  t,",  .  .  .;  und  zwar  ist  der 
Coefficient  des  ünendlichwerdens  an  der  einzelnen  dieser  Stellen  ein 
solcher,  als  wäre  Q.  in  den  £j,  So  eine  automorphe  Form  der  Dimension 


*)  Auch  aus  dem  v.  Mangoldt'schen  Satze  (pg.  152)  würde  folgen,  dass  die 
Reihe  TS)  bez.  (5)  pg.  186ff.  für  ^»=0  eine  convergente  Poincare 'sehe  Reihe  bleibt, 
übrigens  bleibt  natürlich  durchaus  die  Möglichkeit  bestehen,  dass  die  im  Texte 
mit  ipy^^~^'  bezeichnete  Reihe  identisch  verschwändet. 
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d  und  des  zu  M  iuversen  Multiplicatorsystems  M  (cf.  pg.  102).  Dieses 
Sachverständnis  legt  uns  die  Frage  nalie,  ivie  sich  Q(^j,  ^2;  li?  I2)  ^^^ 
Ausübung  der  Operationen  TJi  der  Gruppe  P  auf  1^,  ^2  verhält.  Wir 
werden  finden,  das  Q  in  gewissen  Fällen  thatsächlich  auch  in  |j,  l, 
eine  automorphe  Form  darstellt.  Übrigens  werden  hernach  gerade  die- 
jenigen Fälle,  bei  denen  Q  in  den  |j^,  ^2  nicht  automorph  ist,  vermöge 
einer  von  Poincare  herrührenden  genialen  Gedankenwendung  die  alier- 
wichtigsten  werden. 

Unter  CT,  sei  eine  beliebig  gewählte  Substitution  der  homogenen 
Gruppe  r  verstanden.  Das  Resultat  der  Ausübung  von  f/,  auf  irgend 
eine  ganze  rationale  Form  G(^i,  ^0)  ist  G(^l'\  ^^')),  soll  indessen  weiter- 
hin auch  symbolisch  durch  G[U,(ti,t2)]  bezeichnet  werden.  Man  mache 
nun  von  der  Beweglichkeit  der  Stelle  |  in  der  Weise  Gebrauch,  dass 
man  zunächst  im  Grenzcurvenfalle  auf  die  Argumente  ^^,  Ig  der  durch 
(3)  pg.  186  gegebenen  Form  Q(^,,  tg;  S^,  I2)  ^^ie  Substitution  U;  ausübt. 
Es  ergiebt  sich: 

(1 )  Ih ,  b  5  ?i  ?  ?2  ;     ^  ."i     ( j(A),  I  (,))  G- d- 1  (.t^*),  ti^)) 

Zur  weiteren  Umwandlung  der  rechten  Seite  nennen  wir  die  durch 
Combination  von  TJ~^  und  C/Ji  entspringende  Substitution  Ui\  man  hat 
alsdann: 

(2)  U-^  U,:=üi,  a-^  (1^=11;  ^1=  fli, 

und  weiter  gilt: 

(3)      a^%  m  =  m  ^),    (^m  ^'i^)  =  G[Uim  m, 

wobei  man  wegen  der  ersteren  Gleichung  (3)  nur  berücksichtigen  woUe, 
dass  wir  hier  überall  mit  unimodularen  Substitutionen  zu  thun  haben. 
Benutzen  wir  (2)  und  (3)  und  beachten,  dass  mit  ^7,  offenbar 
auch  die  Substitution  Ui  die  gesamte  homogene  Gruppe  F  durchläuft, 
so  nimmt  Gleichung  (1)  die  Gestalt  an: 

/'A\  Off-    f-  ■  ^(0  J:(0'\  —  77  'S^,,-i  Gr—d—i[Ui(^i,  Ig)] 

(4;  K'^i  ?  ^2  5  ?i  j  ?2  ;       f^'^  ^^       (j^(0,  I)  G-  d- 1  [  Ui  (qo,  ?0))] 

Die  hier  rechts  stehende  Summe  liefert  offenbar  wieder  eine  auf 
die  Stelle  |  bezogene  Elementarform;  nur  ist  bei  der  Bildung  dieser 
Form  an  Stelle  von  G—d—iiti,  ^9)  die  rationale  ganze  Form: 

verwendet  worden,  deren  Nullpunkte,  wie  diejenigen  der  Form: 

G--(i—iiti>  ^2)? 
ausserhalb    des    Netzes  JV  liegen.      Nennen    wir    die    so   entspringende 
Form  Qi(^i,  ti't^i,  ^2)}   so  ergiebt  sich  als   Verhalten  der  Elementarform 
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«au^'-Jx>^2)  &ei  Ausübung  der  Suhstitntmi  Ui  auf  ^„l,  folgende  aU- 
gemeine  Formel:  ^ 

(5)  Qa,,t,;I^MyO=f*'-^'(^i'^2;ii.y- 

Diese  Regel  bleibt  nun  auch  im  Falle  einer  Gruppe  ebne  Grenz- 
curven  halten.  Es  bandelt  sieb  dabei  um  die  Transionnation  der 
drb\^  Pg.  187  gegebenen  Elementarform.  Mit  Benutzung  der 
Gleichungen  (2)  und  (3)  finden  ^ir  leicht: 

wenn    wir    mit  1^-,  ^«    die    aus    .^V/.-   clurch   ^r;  entspring^^^^^^^^^ 
Grössen  bezeichnen  sollen,     ^ie.  l^aben  w  un^r  Q.^ 
jenige    Elementarform    zu    verstehen,   welche   aus  {O)  p„. 
falls^wir  an  SteUe  der  Form: 

die  aus  ihr  durch  Anwendimg  der  Substitution  U,  sowohl  auf  ^„  |,  als 

f  rispriLnde  Form  treten  lassen.   Dass  diese  neue  rationale  Form 

Wot't  wie  die  ursprüngliche  Form  zur  Bildung    «mer  Elementar 

eoen^u  „uu  1  -r?^^„,oi  (a\  «plber  hervor,  msotem  aut 

tr^mXss  <ne  Re,ä  (5,  in  <U,-  Tluä  au,M  bei  äen  «n,^«  o/«« 

Gren.c,..enerMlten  Uäi,t  ^^^^^^^  „^  ,,,  ^„,^  ^a 

Ist  nun  Qia:„fe,l,,li)  wr  ye^tisch,  so   zeigt  unsere 

zwar  oei  oeiiej,        ,i  4„„V7„,„„   ihr   Substitutionen   mt  T  auf 

Elementarform   </«/a!«ter   der   Ausübung   aei    ouu 
i     i     das    r,rhaJtm    einer   automorphen   Form    w«   i^,  k   ''es   MMi 
aic^ZtJns   M.      Die  Elementarform  wird  da,m  obne  weiteres  eme 
:t:;V<.r«  der  , , ,  sein.  In  der  That  üWugen  wir  uns     a.s  Q   n 
.llen  Stellen  l  des  Fundamentalbereichs  das  pg.66ff.  bespiocbene   ver 
hauen   eter  antomorphen   Form   darbietet,  d.h.  frei  .on  wesentlichen 
sSlarlten  ist.    ^rch  <'en  voraufgehenden  EntwicMung^C™ 
nur  nötig,    etwaigen  parabolischen  Spitzen  «^  ^urze  Btiadrtn  g  zu 
widmen.      Entwickebi  wir  aber  Q  bei  emer  solchen  Spitze  '"  d"J'« 
Ttat  03)  pg   196,    so  schliesst  man  aus  dem   automorphen  \ erbaten 
r  ^1Ä.er'der   Pa™-Uschen  Erzeug^^^^^^^^^^       au    d.^n- 

Tu-  T   frv  n      1   vorliegt       Wir  kommen  also  auf  das  erforderliche 
Multiphcator  u  =  l   voniegx.  . 

Bildungsgesetz   (12)   pg.  70   zurück   und   merken  noch  an,    dass 
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etwaige    automorphe    Form  Q   vou  ^1,^2  üi  einer  parabolischen  Spitze 
niemals  einen  Pol  besitzen  kann. 
Aber  die  Annahme,  dass: 

sei,  trifft  nur  in  einzelnen  Fällen  zu.  Wir  wollen  das  hier  zunächst 
allein  für  den  Fall  7;  ^  0  durchführen  und  verwerten  dabei  einige 
fi-üher  für  die  automorphen  Formen  dieses  Geschlechtes  entwickelte 
Sätze.  Zunächst  passen  die  in  den  Formeln  (4)  ff.  pg.  177  ent- 
wickelten Regeln  unmittelbar  auf  die  hier  vorliegenden  Verhältnisse. 
In  tj,  ^2  i^^  ^  ®^®  automorphe  Form  der  Dimension  d  und  des  Multipli- 
catorsystems  M.  Soll  Q  auch  in  |j,  So  eine  automorphe  Form  sein, 
so  hat  sie  die  Dimension  cl=—ä—  2  und  das  zu  M  inverse  Multipli- 
catorsystem  M.  Die  bei  der  Darstellung  dieser  automorphen  Formen 
durch  die  Prim-  und  Grundformen  des  Gebildes  auftretenden  ganzen 
Zahlen  m,  m,  m^,  m^,  ■■■  erfüllen  sonach  die  Relationen: 

(8)  - — h-7-=l 7-     bezw.     -—-  +  -^  =  1^ 

(9)  m  +  m  +2  =  0. 

Nun  ist  Q  eine  einpolige  automorphe  Form  von  t.^,  t^]  es  ist  also 
?w  ^  —  1.  Die  Folge  ist,  dass  w  ^  —  1  zutrifft.  Aber  Q  würde  auch 
in  li,  I2  zufolge  des  dargelegten  Verhaltens  im  Fundamentalbereich  ein- 
polig sein,  so  dass  wir  auf  m  ^  —  1  schliessen.  Also  folgt:  Soll  Q  ehie 
automorplie  Form  von  1^,  1,  sein,  so  ist  notnendiy  m  =  —  1  und  damit 
auch  m=  —  l.  Man  erinnere  sich  hierbei  daran,  dass  die  Zahl  w<  aus  der 
Dimension  d  und  dem  Multiplicatorsystem  M  vermöge  der  Gleichung 
(7)  pg.  101  bestimmt  ist.  Jedoch  ist  an  dieser  Gleichung  eine  gering- 
fügige Modification  wegen  der  pg.  177  abgeänderten  Bedeutung  der 
Zahl  m  vorzunehmen:  wir  kommen  sogleich  hierauf  zurück.  Vorab 
zeigen  wir,  dass  Q  im  fraglichen  Falle  auch  wirklich  in  den  t^,  ^, 
automorph  ist. 

Trifft  nämlich  die  Bedingung  m  =  —  1  zu,  so  heisst  dies  doch, 
dass  eine  automorphe  Form  der  Dimension  d  und  des  Multiplicator- 
systems  M  wenigstens  einen  Pol  besitzt.  Nun  haben  die  beiden  auto- 
morphen Formen  ß,  (£[1,  ^25  li?  I2)  ^^^  Q.  (t,^,t^\  t^,i.^  der  Argumente 
^1,  t,  übereinstimmend  die  Stelle  t,  zum  Pole  erster  Ordnung  vom 
Coefficienten  1.  Hieraus  entspringt  die  wichtige  Folge,  dass  die 
Differenz: 

(10)  «Keuto;^i,y-Qiei,^»;liJo) 
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an  der  Stelle  ^  polfrei  wird  und  detnnach  entweder  eine  ganze  auto- 
morphe Form  von  ti,  ^o  darstellt  oder  identisch  verschwindet.*)  Aber 
wir  bemerkten  soeben,  dass  eine  ganze  Form  der  Dimension  d  und  des 
Multiplicatorsystems  M  im  vorliegenden  Falle  m  ==  —  1  nicbt  existiert. 
Die  Differenz  (10)  verschtvindet  demnach  in  der  That  identisch,  so  dass 
Q,  =  Q  zutrifft.  Zusammenfassend  sind  wir  zu  dem  Satze  gefülirt:  Bei 
einem  Gebilde  des  Geschlechtes  null  ist  die  Elementarform  Q(^j,^2  5  ^v^^)  ^^^^^ 
dann  und  nur  dann  auch  in  1^,  ^^  ^*^^  automorphe  Form,  und  ztvar  eine 
einpolige  der  Dimension  d  und  des  Midtiplicatorsystenis  M,  wenn 
m  =  —  1  ist. 

Die  Darstellung  der  Elementarform  ß(^i,  ?o;  i^,  ^)  vermöge  der 
Prim-  und  Grundformen  im  fraglichen  Falle  in  =  —  1  ist  nach  den  all- 
gemeinen Regeln  von  pg.  98  ff.  leicht  ausführbar.  Wir  berechnen  uns 
nach  Vorschrift  von  pg.  100  bezw.  pg.  17(5  die  Exponenten  m^,  m.2,.  ..7n„, 
welche  sich  auf  die  festen  Polygoneckeu  und  damit  auf  die  Grund- 
formen beziehen.  Zu  den  Argumenten  li,  ^9  i^iögen  die  Werte  x\,X2 
der  pg.  73  eingeführten  Primformen  gehören.     Dann  folgt  erstlich: 

(11)  ß^u  r.;  .^,  W  =  tAJJM^ 

aus  (6)  pg.  99  als  Darstellung  von  Q,  insofern  Q  eine  automorphe 
Form  der  t^,  tg  ist.  Hierbei  ist  Ä  von  ^j,  fg?  ^^^^  natürlich  keines- 
wegs von  den  ^^,  ^^  unabhängig.  Die  Abhängigkeit  des  Factors^  von 
li,  1,  wird,  da  Q  zugleich  eine  automorphe  Form  der  ^^,  Ig  ist,  nach 
derselben  Regel  erkannt.  Es  folgt:  Die  Darstellung  der  Elementar- 
form ß(ti7  ^2  5  ^u  ^2)  durch  die  Prim-  und  Grundformen  ist  im  vorliegenden 
Falle  m  =  —  \  geleistet  durch  die  Gleichung: 

(12)  Q(e„  ?,;  i„  y  =  C^ ^ ; 

hierhei  bedeutet  C  eine  von  den  t,  und  |  unabhängige  Constante,  und  die 
Zahlen    m^-  sind  aus  den  nii,  vermöge  der  Formeln  (8)  zu  bestimmen. 

Die  Berechnung  von  m  aus  d  und  M  geschieht  dabei  vermöge  der 
vorhin    genannten  Gleichung  (7)    pg.  101.       In    letzterer    müssen    wir 

für  die  einzelne  parabolische  Ecke    —j-    durch    jr  ersetzen;  wir  wollen 

-  'k  'k 

fortan  etwa  wieder  durch  einen  oberen  Index  am  Summenzeichen  an 
diesen  Ersatz  erinnern.     Wiegen  parabolischer  Ecken  vom  Multiplicator 


*)  Dieses  Theorem  besteht  offenbar  für  Gebilde  jedes  beliebigen  Geschlechtes  j;. 
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jtt  =  1  gelten  die  pg.  176  entwickelteu  Bestimmungen,  denenzufolge  die 
jetzt  mit  711  bezeichnete  Zahl  gegenüber  der  in  (7)  pg.  101  gemeinten 
Zahl  m  um  die  Anzahl  s  der  parabolischen  Multiplicatoren  des  Systems 
M  kleiner  ist.     Wir  haben  somit: 

(13)  2,«  =  rf(2  -  «)  -2"tt  +  22'^[^]-  ''■ 

i  =  l  i  =  l 

Soll  nun  der  eben  betrachtete  Fall  m  =  —  1  vorliegen,  so  hat 
man  hier  mit  einer  diophantischen  Gleichung  für  d,  n,  h  und  Xk  zu 
thun. 

Wir  prüfen  dieselbe  etwa  für  das  bei  gerader  Dimension  stets 
auftretende  Multiplicatorsystem  M^  =  1.  Alsdann  sind  alle  X^  gleich 
null  zu  setzen.  Wir  beschränken  uns  weiter  etwa  auf  diejenigen 
Dimensionen  d,  für  welche  —  d  ^2lk  bei  k  =  1,  2,  .  .  .,  n  zutrifft;  für 
d  =  —2  und  —4  ist  dies  immer  der  Fall.     Unter  diesen  Umständen  ist: 


2y'E 

k  =  \ 


•2  h 


-  9 


ZU, 


imd  die  Formel  (13)  liefert: 

(14)  -2  =  f7(2-M)-2«. 

Die  einzige  Möglichkeit,  die  Gleichung  (14)  in  einer  ganzen  Zahl 
n  und  einer  geraden  Zahl  d  zu  lösen,  ist  m  =  3,  d  =  —  4.  Die  zu- 
gehörigen Zahlen  m^  sind  zufolge  (5)  pg.  100  gleich  {h  —  2),  woraus 
sich  vermöge  (8)  pg.  200  für  nik  der  Wert  1  ergiebt.  Es  entsprmgt 
so  der  merkwürdige  Satz:  Im  Falle  der  Gruppen  der  KreisbogendreiecJce 
sind  die  eigentlich  automorphen  Elementarformen  der  Dimension  cZ  =  —  4 
stets  auch  in  den  S^,  H,  eigentlich  automorph  und  zwar  von  der  Dimension 
d  =  2;  ihre  Darstellung  in  den  Fr  im-  und  Grundformen  ist: 

3  1        ^  _  2 

A- 

welclie  culisclie  Form  G^  ivir  auch  nach  Vorschrift  von  pg.  179  gewählt 
hahen  mögen.  Man  hat  hier  übrigens  unmittelbar  vor  Augen,  dass  Q, 
sofern  ^  oder  £:  in  eine  elliptische  Ecke  rückt,  als  Form  jeweils  des 
anderen  Yariabelenpaares    in    der    Regel    identisch    verschwindet. 

Abgesehen  von  dieser  auf  die  ., eigentlich  automorphen"  Elementar- 
foi-men  aller  Gruppen  des  Charakters  (0,3)  bezogenen  Formel  (15)  haben 
wir  immer  nur  vereinzelte  Fälle  mit  m  =  —  1.  Betrachten  wir  z.B.  die 
Gruppe  der  Signatur  (0,  3;  6,  10,  15),  so  hat  dieselbe  (cf.  pg.  91)  im 
ganzen  60  Multiplicatorsysteme,  von  denen  30  zu   gerader  Dimension 
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d  gehören.  Unter  letzteren  sind  ausser  dem  schon  erledigten  Systeme 
Mo  =  1  nur  noch  drei  enthalten,  bei  denen  m  =  —  1,  und  zwar  für 
d  =  —  4,  zutriift;  es  sind  dies  die  Multiplicatorsysteme : 

H^=  e  ^  ,     f/o  =  e  %       Ms  =  6  "  j 

Jti  9  TT  i  28  7C  (■ 

Weiter  findet  sich  unter  den  dreissig  Systemen  ungerader  Dimension 
nur  noch  ein  einziges,  bei  dem  ))b  =  —l,  und  zwar  für  d  =  —  ö  zu- 
trifft; dies  System  ist: 

Tri  3  7f  i  irj^ 

Wir  sehen  jetzt  von  dem  betrachteten  Ausnahmefalle  m  =  —  1  ab 
und  wenden  uns  damit  zu  dem  für  die  Fortsetzung  unserer  Unter- 
suchung weit  wichtigeren  Falle,  dass  Q(^,  ,^0;  lu  ^2)  ^^*  ^i^  ^2  ^^^^c/*^ 
automorph  ist.  Hier  kann  man  also  aus  der  Gruppe  T,  und  zwar  bereits 
unter  ihren  Erzeugenden,  eine  Substitution  Ui  wählen,  für  welche  die 
Differenz : 

(16)  ß  {u,  ^2;  ^,  i0  -  ~^i  ß  ai,  ^2;  ii,  id 

nicht  identisch  verschwindet.  In  Abhängigkeit  von  t,  stellt  diese 
Differenz  eine  automorphe  Form  9)^  fe?  t«)  ^^^'7  welche  wir  auch  so 
schreiben  können: 

(17)  ^a  (?i,  t;)  =  ^i  [Q,  (ti,  ^2;  ^n  ^2)  -  «  (^1.  ^2;  ii;  Wl 

Da  die  hier  in  der  Klammer  stehenden  Elementarformen  bei  ^  über- 
einstimmend Pole  erster  Ordnung  vom  Coefficienten  1  aufweisen,  so 
wird  ihre  Differenz  und  also  auch  die  Form  cpa  bei  |  polfi-ei  und  stellt 
demnach   eine  ganze  automorphe   Form   dar. 

Diese  Darlegungen  führen  uns  gegenüber  der  pg.  175  besprochenen 
Möglichkeit  des  identischen  Verschwindens  der  polfreien  Poincare- 
schen  Reihen  zu  einem  sehr  wichtigen  Fortschritte:  In  der  Tliat  haben 
ivir  in  der  rechien  Seite  der  Gleichung  (17)  ein  erstes  Beispiel  einer  polfreien 
Poincare'' sehen  Reihe  vor  uns,  die  sicher  nicht  identisch  verschivindet. 
Nehmen  wir  noch  hinzu,  dass  im  Ausnahmefalle  m  =  —  1  ganze  auto- 
morphe Formen  mit  Nullpimkten  in  den  etwaigen  parabolischen  Spitzen 
überhaupt  nicht  existieren,  so  ergiebt  sich  das  wichtige  Theorem:  Im 
Fcdle  eines  Gebildes  vom  Geschlechte  null  hönnen  ivir  hei  allen  den 
Convergenztheoremen  genügenden  Dimensionen  d  und  für  jedes  zugehörige 
Multiplicatorsystem    M,    falls    überhaupt    zugehörige    ganze    automorphe 
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Formen  mit  Nidlpunlden  in  den  etivaigen  iiardbölisclien  Spitzen  existieren, 
stets  auch  nicht  identisch  verschwindende  polfreie  Poincare' sehe  BeUien 
bilden.  Wir  kommen  im  Verlaufe  des  nächsten  Paragraphen  auf  die 
Frage  zurück,  ob  vielleicht  im  Einzelfalle  edle  existierenden  ganzen 
Formen,  die  in  etwaigen  parabolischen  Spitzen  verschwinden,  durch 
Reihen  dieser  Art  darstellbar  sind.*) 


§  14.  Über  die  Darstellbarkeit  beliebiger  automorpher  Formen 

des  Gesehleelites  null  durch  die  Elementarformen  und  die 

Poincare'schen  Reihen. 

Die  wichtige  soeben  aufgeAvorfene  Frage  über  die  Darstellung  der 
ganzen  automorphen  Formen  durch  polfreie  Poincare 'sehe  Ileihen  werden 
wir  jetzt  bei  Gelegenheit  einer  Untersuchung  beantworten  können,  welche 
das  noch  etwas  allgemeinere  Problem  der  Darstellung  heliehiger  auto- 
morpher Formen  durch  die  Elementarformen  und  damit  durch  Poin- 
care'sehe  Reihen  zum  Gegenstände  hat.  Die  Behandlung  dieser 
Fragen  beziehen  wir  hier  einstweilen  auf  ein  Gebilde  des  Geschlechtes 
null:  doch  werden  dieselben  für  beliebiges  p  teils  unmittelbar  mit- 
gelten, teils  leicht  verallgemeinert  werden  können. 

Es  sei  zunächst  eine  negative  Dimension  d  vorgelegt,  welche  nur 
der  einen  Beschränkung  unterliegen  soll,  dass  die  zu  unserer  Gruppe 
r  gehörenden  Reihen  der  Dimension  d  auch  wirklich  absolut  convergent 
sind.  Jiine  dieser  Dimension  angehörende  Form  (fdi^.-^,  t..^  des  Multi- 
plicatorsystems  M  habe  erstlich  nur  einfache  Pole;  es  mögen  sich  im 
Fundamentalbereiche  6  solche  Pole  an  den  Stellen  ^^'S,  ^-^|,  .  .  .,  ^"'>i 
finden,  von  denen  jedoch  keine  eine  parabolische  Spitze  darstellen  darf 
und  auch  einstweilen  keine  in  einer  ellijj tischen  Ecke  liegen  soll.  Man 
bilde  die  zu  diesen  6  Stellen  gehörenden  Elementarformen: 

der  vorliegenden  Dimension  d  und  des  Multiplicatorsystems  M.  Es 
lassen  sich  alsdann  6  von  den  t^,  t^  unabhängige  Constanten  A^^,  A^,  . . ., 
Aa  derart  auswählen,  dass  die  Differenz  der  vorgelegten  Form  (p^  (^i,  c,) 
und  der  Summe: 


*)  Wir  machen  schon  hier  darauf  aufmerksam,  dass  wir,  falls  Q(sj,i^2;  li,|,) 
in  den  |j,  l,  nicht  automorph  ist,  nach  dem  im  Texte  benutzten  Principe  offenbar 
auch  bei  Gebilden  eines  beliebigen  Geschlechtes  p  polfreie  Poincare'sche  Reihen 
herstellen  können. 
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Ä,Q(i,,i,',  ^%^'%)-h  A,Q{i,,t,-,  ^%u'%)-^-  ■  -^  ^^'^^i^i^t2'.^^^^^^^^ 
polfrei  wird.     Wir  folgern  hieraus,  tlass  sich  cpa{ii,i2)  i^  ^^i*  Grestalt: 

(1)      cpait,,  e,)  =^Av  ß(ci,  t.;  ^'%,^%)  +  ganze  aut.  Form  (^,,,  Q 

r=l 

darstellen  lässt. 

Auch  Pole  höherer  Ordnung  lassen  wir  jetzt  hei  ^^(gj,  ^2)  ^u,  und 
die  Pole  dürfen  fortan  auch  in  elliptischen  Ecken  gelegen  sein,  nur 
dass  wir  in  einem  solchen  Falle  die  Ordnung  des  Poles  nach  der  pg.  106 
gegebenen  Vorschrift  abschätzen  müssen.  In  etwaigen  parabolischen 
Spitzen  aber  soll  (pd{ti>  ^2)  ^^^h  wie  vor  polfrei  sein.  Es  bietet  keine 
Schwierigkeit,  eine  Reihe  der  Dimension  d  und  des  Multiplicatorsystems 
M  zu  bilden,  welche  an  vorgeschriebener  Stelle  einen  Pol  gegebener 
Ordnung  hat,  übrigens  aber  im  Fundamentalbereiche  nur  einfache  Pole 
aufweist.  Ist  die  vorgeschriebene  Stelle  eine  elliptische  Ecke  des 
Fimdamentalbereiches,  so  kommen  die  Rechnungen  von  pg.  183  ff.  zur 
Geltung.  Durch  Combination  solcher  Reihen  unter  Hinzunahme  von 
Elementarformen  selbst  können  wir  alsdann  einen  Ausdruck  gewinnen, 
der  von  (pd{^^f  t^)  abgezogen  eine  polfreie  Differenz  liefert.  Es  ergiebt 
sich  als  vorläufiger  Satz:  Jede  automorphe  Form  (pdi^i^^^)  ^"^^'^  ^^'''^ 
Convergenäheoremen  genügenden  Dimension  d  mit  beliebigen ,  jedoch  nicht 
in  parabolischen  Spitzen  liegenden,  Polen  ist  bis  auf  eine  additive  ganze 
automorphe  Form  durch  eine  Poincaresche  Reihe  darstellbar.  — 

Hatten  wir  soeben  die  Formen  negativer  Dimensionen  durch  die 
Q  als  Formen  der  t^,  t^  dargestellt,  so  werden  Avir  auf  der  anderen 
Seite  die  Formen  nicht  -  negativer  Dimensionen  d  durch  die  Q  als 
Formen  der  l^,  ^^  ausdrücken  können.  Hierbei  müssen  wir  zunächst 
die  Aufmerksamkeit  auf  eine  sehr  interessante  Analogie  zwischen  diesen 
letzteren  Formen  Q  unseres  automorphen  Gebildes  und  den  Integralen 
zweiter  Gattung  eines  algebraischen  Gebildes  lenken.  Wir  knüpfen  an 
die  Normalintegrale  dieser  Gattung  an  (cf.  ,,M."  I  pg.  531),  deren  ein- 
zelnes auf  der  zum  Gebilde  gehörenden  Riemann 'sehen  Fläche  nur  an 
einer  Stelle  einen  Pol  erster  Ordnung  „vom  Coefficienten  1"  besitzt  und 
nur  für  die  HäKte  der  kanonischen  Querschnitte  von  null  verschiedene 
Perioden  aufweist.  Nur  im  Falle  ^9  =  0  ist  dieses  Integral  eine  eindeutige 
Fimction  auf  der  Fläche.  Für  p>  0  ändert  sich  dasselbe  bei  ge- 
schlossenen Umläufen  um  zugehörige  Perioden;  hierbei  kommen  des 
näheren  die  a.  a.  0.  dargelegten  Verhältnisse  zur  Geltung. 

Man  wird  sofort  die  völlige  Analogie  dieser  Verhältnisse  zu  denen 
bei  unseren  Elementarformen  ^{l^,  U^]  li,  ^2)  erkennen.  Das  einzelne  Q 
als   Form    der   1^,  i.   hat   nur   an  einer  Stelle   des  Fundamentalbereichs 
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einen  Pol  erster  Ordnung  vom  Coefficienten  1.  Aber  nur  bei  ni  =  —  1 
haben  wir  mit  einer  automorphen  Form  der  ^^,^2  ^^u  thun.  Für  w«>  —  1 
ändert  sich  Q  gegenüber  einer  beliebigen  Substitution  U;  der  Gruppe, 
abgesehen  von  der  multiplicativen  Constanten  ä,-  um  ein  additives  Glied, 
welches  in  t,^,  ^^  eine  polfreie  Reihe  darstellt;  in  der  That  folgt  aus 
den  Betrachtungen  von  pg.  203  sofort: 

(2)  Q(t„  e^;  ^^\  ^y))  =  ^,-  ß(e,,  ^o;  ^1,  ^o)  +  polfreie  Reihe  {^„  ^o),-. 

Die  hierbei  eintretenden  polfreien  Reihen  sind  es  also,  welche  den 
Perioden  der  Elementarintegrale  entsprechen. 

Nun  baut  man  bekanntlich  aus  linearen  Combinationen  der  ge- 
nannten Normalintegrale  algebraische  Functionen  der  Fläche  auf  (cf.  „M/'  I 
pg.  540);  man  hat  nur  Sorge  zu  tragen,  dass  die  Integi-alcombination 
lauter  verschwindende  Perioden  aufweist.  Genau  so  iverden  wir  hier  hei 
»w  >  —  1  automorphe  Formen  der  'g^ ,  i,^  von  der  Dimension  d  durch 
lineare  Comhinationen  von  Elementarformen  herstellen.  Dabei  müssen 
offenbar  entsprechend  für  jede  solche  Combination  die  gegenüber  den 
Ui  zutretenden  additiven  Ausdrücke  sämtlich  den  Wert  null  haben. 

Wir  gehen  auf  die  fragliche  Darstellung  von  Formen  der  Dimeu- 
sion  d  im  Falle  m  >  —  1  nunmehr  ausführlich  ein. 

Nach  pg.  107  giebt  es  für  die  Dimension  d  insgesamt  (m  -f  1 ) 
linear  unabhängige  ganze  automorphe  „Formen".  Beschränken  wir  uns 
hier  wieder  sogleich  auf  Formen,  die  in  parabolischen  Spitzen  durch- 
gängig Nullpunkte  haben,  so  müssen  wir,  damit  dieser  Satz  bestehen 
bleibt,  die  Zahl  m  nach  Vorschrift  von  pg.  177  berechnen.  Von  der 
durch  T  zu  bezeichnenden  Anzahl  der  linear  unabhängigen  polft-eien 
„Reihen"  der  Dimension  d  ist  noch  nicht  bewiesen,  dass  sie  den  Betrag 
(m  +  1)  wirklich  erreicht.  Wir  können  mit  Rücksicht  auf  den  am 
Schlüsse  des  §  13  pg.  203  aufgestellten  Satz  nur  erst: 

(3)  0<t£m  +  l 

anmerken;  aber  es  wird  unser  Ziel  sein,  zu  zeigen,  dass  hier  in  der 
That  stets  t  =  m  -f  1  zutrifft. 

Irgend  ein  specieUes  System  von  r  linear  unabhängigen  polfreien 
Reihen  denken  wir  in: 

(4)  «1  (ti ,  ^2) ,       öo  (^1 ,  ^2) ,  .  .  . ,       ör  (^1 ,  ^2) 

vorgelegt;  dieselben  soUen  von  1^,  ^2  frei  sein.  Der  einzelnen  Gleichung 
(2)  können  wir  daraufhin  explicite  die  Gestalt  geben: 
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r 

(5)  Q{t„  e^;  ^A  m  -  f^'-«ai.  ^25  ^1,  ^2)  +2fi'K^x,  'Q   «.(e,,  Q> 

1=1 
wo  die  fi,'\^i,  to)  Formen  der  |^,  ^o  allem  sind*). 

Solleu  wir  jetzt  aus  den  Elemeutarformeu  eine  a- polige  automorphe 
Form  tl^äi^ifh)  ^^^  Multiplicatorsystems  M  aufbauen,  so  muss  zufolge 
pg.  107  die  Bedingung  ni  +  (?  ^  0  befriedigt  sein;  für  die  Auzalil  a 
gilt  also: 

(6)  <^>-  m  =  m  +  2. 

Alle  a  Pole  sollen  von  erster  Ordnung  sein  und  im  Fundamentalbereiche 
an  den  6  Stellen  (^)^,  ^%,  .  .  .^  (")^  gelegen  sein,  die  natürlich  wieder 
von  parabolischen  Ecken  und  der  Einfachheit  halber  auch  von  ellip- 
tischen Fixpimkten  verschieden  sein  mögen,  übrigens  aber  ausdrücklich 
als  von  einander  unabhängig  beweglich  angenommen  werden  sollen. 
Wir  bilden  nun  mit  Hilfe  von  ö  Grössen  B,  die  von  §j,  ^o  unabhängig 
sein  sollen,  die  lineare  Combination  von  Elementarformen,  die  an  den 
vorgeschriebenen  Stellen  Pole  erster  Ordnung  aufweisen: 

und  versuchen  die  B  derart  zu  bestimmen,  dass  dieser  Ausdruck  (7)  in 
^, ,  S.2  automorph  ist.  Hierzu  ist  notwendig  und  hinreichend,  dass  die 
additiven  Beträge,  um  Avelche  sich  das  Aggi-egat  (7)  gegenüber  den 
Ui  ändert,  sämtlich  verschwinden.  Dass  der  Ausdruck  (7)  imter  diesen 
Umständen  auch  in  etwaigen  parabolischen  Spitzen  den  Charakter  einer 
automorphen  Form  besitzt,  folgt  aus  dem  Bildungsgesetze  (13)  pg.  196 
vermöge  der  bereits  pg.  199  bei  einer  einzelnen  Elementarform  be- 
nutzten Überlegung.  Man  setze  nämlich  für  den  Ausdruck  (7)  die 
aus  (13)  pg.  196  folgende  Darstellung  in  der  Nähe  der  parabolischen 
Spitze  an.  Soll  alsdann  die  Summe  (7)  gegenüber  der  parabolischen 
Substitution  f^  automorphes  Verhalten  zeigen,  so  müssen  die  Glieder 
mit  den  Potenzen  ^,  t,-,- ■,  h,'^  identisch  verschwinden,  und  also  kommt 
man  auf  das  Bilduugsgesetz  der  automorphen  Formen  zurück. 

Nun  ist  zufolge  (5)  die  additive  Grösse,  welche  bei  Ausübung  der 
Substitution  U/  auf  (7)  eintritt,  die  folgende: 

*)  Man  specialisiere  diese  Formel  (5)  für  eine  parabolische  Substitution  U; , 
indem  man  auf  das  Bildungsgesetz  (13)  pg.  196  der  Elementarform  in  der  Nähe 
einer  parabolischen  Spitze  §  zurückgeht.  Die  Rechnung  zeigt,  dass  die  damals 
mit  ti;^^^  ..., 'j/;^'^'^  bezeichneten  Formen  der  ^j,  ^^  sich  hierbei  als  lineare  Com- 
biuationen  der  co^,...,wt  darstellen  und  also  in  der  That  ^jolfreie  Reihen  sind. 
Die  Formen  /'(Ij,!^)  ihrerseits  sind  im  fraglichen  Falle  einer  parabolischen  Sub- 
stitution Ui  ganze  rationale  homogene  Formen. 
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Bezeiclinen    wir    den    hier    mit    f[^}   multiplicierten    Klammerausdruck 
kurz  mit  C,. : 

so  haben  wir  die  Gleichungen  zu  fordern: 


^CJf(^„  ?,) 


=  0. 


Als  Substitutionen  U/  brauchen  wir  offenbar  nur  ein  System  von 
Erzeugenden  der  Gruppe  F  zuzulassen.  Unter  ihnen  giebt  es  sicher 
wenigstens  eine  Substitution  Ui,  für  welche  die  in  (5)  rechts  stehenden 
f')  (li,  I2)  nicht  alle  identisch  verschwinden;  möge  dies  insgesamt  bei  y. 
unter  den  Erzeugenden  zutreffen,  welche  wir  etwa  ü^,.  .  .,  üy.  nennen. 
Alsdann  ist  offenbar  unsere  Aufgabe,  die  B  derart  zu  bestimmen,  dass 
die  X  Gleichungen: 

bei  variabelen  l^,  ^9  0^1^^»  sind. 

Die  Gleichungen  (10)  sind  erfüllt,  falls  alle  Cj,  C,,  •  • -,  CV  ver- 
sehwinden; aber  sie  erfordern  ihrerseits  nicht  immer  notwendig  das 
Verschwinden  sämtlicher  C.  Es  ist  nämlich  zunächst  nicht  aus- 
geschlossen, dass  die  Formen  /"(l^j^g)  ^^^  einzelnen  Gleichung  linear 
abhängig  von  einander  sind.  d.h.  dass  zwischen  ihnen  eine  oder 
auch  mehrere  lineare  Identitäten  mit  constanten  Coefficienten  bestehen. 
Wir  dürfen  dieserhalb  aus  den  Gleichungen  (10)  nur  erst  den  Schluss 
ziehen,  dass  zwischen  den  C\,  C\,---,Cr  gewisse  q  Gleichungen  be- 
stehen : 

a2iC^l  +  a22^2H l-«2r6't  =  0, 


(11) 


«Ol  C\  +  ap2  C\-\ \-aorCt  =  0 


mit  numerischen,   d.h.  von  den  1^,  1,    ^^^   ^i>  ^2   luiabhängigen   Coeffi- 
cienten a,  wobei  o^l  imd  q  ^t  sein   wird: 

(12)  l£Q£T£m-{-l. 
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Die  Gleichungen  (11)  dürfen  wir  als  von  einander  linear  unab- 
hängig ansehen,  da  entgegengesetzten  Falles  einer  Reduction  des 
Systems  (11)  nichts  im  Wege  steht.  Wir  benutzen  diesen  Umstand, 
um  uns  aus  den  r  linear  unabhängigen  polfreien  Reihen  (4)  in: 


(13) 


"ife>  ^2)  =  ^ll»l(tl,  ^2)  +  «12  «2(^1.  y  +•  •  •+(<lrG)r(tu  ^2), 
,  "''  (tl ,  ^2)  =  «(1  '"l  (^1  ^  ^2)  +  «-2  »2  (^1 ,  ^2)  +  •  •  •  +  «C^  ÖT  (^1 ,  ^2) 


()  neue  linear  unabhängige  polfreie  Reihen  «{ (t^,  ^2) r  ••>  «'>(^i,  t-0  her- 
zustellen. Mit  Hilfe  dieser  Reihen  schreiben  sich  die  durch  die  B  zu 
erfüllenden  Gleichungen  (11)  explicite  so: 

(14)  ■     •, , 

\B,ay,i'%,  ^%)  +  B,<Oo{^%,  ^%)  +  - ■  ■  +  B„<o',(^'^)^„  H^-O. 

Diese  Entwicklungen  setzen  uns  nunmehr  in  den  Stand,  zur  Lösung 
unserer  Frage  nach  der  Darstellbarkeit  der  ganzen  automorphen  Formen 
durch  polfreie  Reihen  die  entscheidenden  Schlüsse  zu  ziehen.  Sobald 
nämlich  a^Q-\-  1  ist,  sind  die  Gleichungen  (14)  stets  durch  nicht  durch- 
gängig verschwindende  Werte  B,  die  natürlich  von  (^)^j,  .  .  .,  '^"^t^  ab- 
hängen, erfüllbar.  Wir  können  auch  aus  der  linearen  Unabhängigkeit 
der  polfreien  Reihen  (13)  und  der  Beweglichkeit  der  Stellen  (^)^,  •  -f^"^^,  die 
oben  vorausgesetzt  wurde,  die  Noticendigkeit  der  Bedingimg  6^q  -\-  1 
darthun.  Doch  kommen  wir  zunächst  auch  ohne  Verwertung  dieses 
letzteren  Umstandes  zum  Ziele,  indem  wir  benutzen,  dass  jedenfalls  für 
(?  =  9  -f  1  ein  System  brauchbarer  Grössen  B  existiert,  für  welches 
in  (7)  eine  nicht  identisch  verschwindende  automorphe  Form  vorliegt. 
Die  Anzahl  der  Pole  dieser  Form  ist  höchstens  gleich  p  -f  1  (nämlich 
wenn  alle  B  von  null  verschieden  sind);  und  da  diese  Polanzahl  nach 
(6)  mindestens  gleich  m  -f  2  sein  muss,  so  erhalten  Avir  für  q  die 
Bedingung: 

(15)  Q  ^  m  -f-  1. 

Diese  Bedingung  vergleiche  man  nun  mit  der  unter  (12)  angegebenen 
und  zieht  sofort  die  höchst  wichtige  Folgerimg,  dass  ()  =  t  =  w-f  1  ist*). 
Wir  sind  auf  diese  Weise  in  der  That  zu  dem  oben  schon  angekün- 
digten  grundlegenden  Satze  gelangt:  Die  Anzahl  r  der  linear  unabhängigen 


*)  Man  beachte  die  Analogie  des  im  Texte  befolgten  Schlussverfahrens  zum 
Beweise  des  Brill-Noether 'sehen  Reciprocitätssatzes  in  der  Theorie  der  Special- 
functionen auf  einer  Riemann 'sehen  Fläche;  siehe  das  Nähere  in  ,,M."  I  pg. 552ff. 

Fricke-Klein,  Automorphe  Functionen.  II.  14 


210  I-  Engere  Theorie  der  eindeutigen  automorphen  Functionen. 

2)ol freien  Poincare" sehen  Heiken  ist  gleich  der  Anzahl  {m  +  1)  der  linear 
imahhängigen  ganzen  automorphen  Formen,  die  in  den  etwaigen  para- 
holischen  Spitzen  verschwinden. 

Yermöge  eines  einfachen  Determinantensatzes  entspringt  hieraus 
das  fundamentale  Theorem:  Jede  in  den  etimigen  paraholischen  Spitzen 
verschivindende  ganze  automorphe  Form  (pdii,i,  ^2)  ^^^  Dimension d  unserer 
Gruppe  r  ist  durch  eine  Poincare' sehe  Beihe  darstellbar: 

(16)  <Pä{^u  Q  =2^r'  ^Sy'  ^2), 

k 

vorausgesetzt  natürlich,  dass  die  Dimension  d  hei  der  Gruppe  F  den  Con- 
vergenztheoremen  genügt^)  Der  oben  schon  ausgesprochene  Satz  über 
Darstellbarkeit  der  Formen  negativer  Dimensionen  durch  Poincare 'sehe 
Reihen  kann  demnach  so  ergänzt  werden:  Jede  in  den  etivaigen  p>ara- 
holiscJien  Spitzen  verschwindende  automorphe  Porm  (pd{i,\,^<^  einer  den  Con- 
vergenztheoremen  genügenden  negativen  Dimension  d  hann  in  der  Gestalt  (16) 
durch  eine  Poincare  sehe  Beihe  dargestellt  werden.  Dieser  offenbar  grund- 
legende Satz  giebt  uns  den  Abschluss  der  Theorie  der  Poincare 'sehen 
Reihen  bei  den  Gruppen  F  des  Geschlechtes  null;  derselbe  wird  im 
nächsten  Kapitel  für  automorphe  Gebilde  beliebigen  Geschlechtes  p  be- 
wiesen werden. 

Wir  können  nun  sofort  auch  die  soeben  unterbrochene  Darstellung^ 
der  6-poligen  automorphen  Formen  1/^.7(^1,  I2)  positiver  Dimension  d 
durch  die  Elementarformen  bis  zu  Ende  führen.  Zu  diesem  Zwecke  haben 
wir  im  Gleichungssysteme  (14)  nunmehr  q  =  m  -\-  1  zu  setzen  imd  be- 
nutzen jetzt  die  lineare  Unabhängigkeit  der  {m  +  1)  polfreien  Reihen 
q'  und  die  Unabhängigkeit  der  6  Stellen  ^%,  .  .  .,  ^%  von  einander. 
Hieraus  kann  man  den  Schluss  ziehen,  dass  von  den  (w  +  l)-gliedrigen 
Determinanten  der  Matrix: 

keine  in  den  ^^^^i,  .  .  .,  '•"^  identisch  verschwinden  kann.    Die  Folge  ist, 

dass  von  den  6  Grössen  B 

(17)  6  —  m  —  1  =  a  +  m  +  l 

willkürlich    gewählt   werden    dürfen,    während    alsdann    die   übrigen  in 
jenen  eindeutig  und  zwar  linear  und  homogen  bestimmt  sind.     Es  giebt 


*)  Dieser   letztere    Zusatz    ist   notwendig.     Dass   es  ganze  Formen  auch  für 
d  =  —  1  giebt ,  zeigt  das  Beispiel  der  Modulform  j/ z/. 
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(a-^m+l)  linear  unabliängige  automorplie  Ausdrücke  (7),  tcelclie  an  6 
ausserhalb  der  festen  Ecken  des  Polygönnetses  wümirlkh  wäJdbaren 
Stellen  ^^^i,  ■  .  .,  ^''^S  Pole  erster  Ordnung  hnhen. 

Nach  pg.  107  ist  nun  (m  +  e  +  1)  gerade  aucli  die  Anzahl  linear 
unabhängiger  ö- poliger  Formen  der  Dimension  d.  Hieraus  folgt  durch 
eine  schon"  benutzte  Schlussfolgerung:  Jede  automorphe  Form  tl{lx,  I2) 
mcld-negaiiver  Dimension  d,  ivelche  nur  einfache  und  nicht  in  die  festen 
Ecken  des  Netzes  N  fallende  Pole  besitzt,  kann  als  ein  Aggregat  der  Ge- 
stalt (7)  von  Elementarformen  dargestellt  werden,  falls  für  diese  Dimen- 
sion ddie  ConvergenztJmreme  überhaupt  die  Bildung  von  Elementarformen 

Q  zulassen. 

Es  liegt  hier  die  Vermutung  nahe,  dass  die  vorstehenden  Angaben 
über  die  DarsteUung  der  Formen  positiver  Dimensionen  nur  „im  all- 
o-emeinen^'  crelten,  dass  also  ähnlich  wie  beim  Riemann-Roch'schen 
Satze,  für  specielle  Punktsysteme  (i)^,  ^^^\,  .  •  .^  auch  Erhöhungen  der 
Anzahl  ((?  +  »«  +  1)  linear  unabhängiger  automorpher  Ausdrücke  (7) 
eintreten  möchten.  Hinzutreten  müsste  offenbar  im  Einzelfalle  die 
Anzahl  der  linear  unabhängigen  ganzen  Formen  der  Dimension  d,  deren 
einzebie  in  den  (5  Punkten  ^%,  .  .  .,  ^%  zugleich  verschwindet.  Aber 
nach  pg.  98  hat  eine  ganze  Form  der  Dimension  d  im  Fundamental- 
bereiche nur  m  Nullpunkte,  während  ff  ^  m  +  2  zutrifft.  Die  aus- 
gesprochene Vermutung  ist  demnach  gegenstandslos. 

Mit  den  vorstehenden  Entwickhmgen  haben  wir  die  Theorie  der 
Poincare'schen  Reihen  für  ^^  =  0  und  damit  überhaupt  unsere  formen- 
theoretischen Untersuchungen  der  automorphen  Gebilde  des  Geschlechtes 
null  zum  Abschluss  gebracht.  Ein  paar  historische  Bemerkungen 
über  die  Elementarformen  mögen  hier  am  Schlüsse  noch  Platz 
finden.  In  nicht -homogener  Gestalt  treten  diese  Formen  zuerst  bei 
Poincare  auf*)  und  werden  von  ihm  zum  Beweise  der  fundamentalen 
Sätze  über  DarsteUbarkeit  der  automorphen  Functionen  durch  seme 
Reihen  benutzt.  In  der  That  entspricht  das,  was  Poincare  a.a.O. 
als  „Clement  simple^'  bezeichnet,  direct  unserer  Elementarform.  Die 
formentheoretische  Durchbildung  ist  auch  hier  von  Ritter  gegeben 
worden**). 

*)  Vero-1   die  pg  46  genannten  Noten  in  den  Comptes  rendus  von  1881  und  82, 
sowie  die  Abhandlungen:    „Memoire   sur   les  fonctions  fucUiennes"  §  5  fl..    Acta 
mathematica  Bd.  1  pg.  242  ff.  (1882).    „Memoire  sur  les  fonctions  zetafuchsiennes 
§  6,  Acta  mathem.  Bd.  5  pg.  252  ff.  (1884). 

**)  „Die  eindeutigen  automorphen  Formen  des  Geschlechtes  null"  §  17,  Mathem. 

Annalen  Bd.  41  pg.  69  ff.  (1891). 
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Ritter  geht  dabei  den  zu  Poincare's  ursprünglicher  Entwicklung 
genau  entgegengesetzten  Weg.  Der  letztere  knüpft  (homogen  gesprochen) 
an  automorphe  Formen  einer  nicht -negativen  Dimension  d  und  stellt 
die  einzelne  solche  Form  durch  eine  unendliche  Partialbruchreihe  dar, 
deren  einzelne  Glieder  den  Polen  der  Form  entsprechen.  Durch  Zu- 
sammenfassung derjenigen  Partialb rü che,  welche  sich  auf  das  einzelne 
System  äquivalenter  Pole  t,,  ^^^\  ^^\  .  .  .  beziehen,  gelangt  alsdann 
Poincare  zu  einem  Ausdruck,  der  sich  in  Abhängigkeit  von  dieser  TJn- 
stetigkeitsstelle  t,  als  automorph  erweist  und  eben  ein  „element  simple" 
darstellt.  Demgegenüber  haben  Avir  mit  Ritter  die  Elementarform  Q 
an  die  Spitze  gestellt. 

Übrigens  ist  Ritter  in  seiner  genannten  Abhandlung  noch  nicht 
zur  einfachsten  Gestalt  der  Theorie  der  Elementarformen  durch- 
gedrungen; es  war  diese  Theorie  vielmehr  noch  in  verschiedeneu  Hin- 
sichten sicherer  zu  begründen,  zu  vereinfachen  und  fortzuentwickeln*). 


*)  Vergl.  hierzu  die  Note  des  Verfassers  ,,D/e  automorphen  Elementarformen' 
in  den  Göttinger  Nachrichten  vom  Jahre  1900,  Heft  3. 


Viertes  Kapitel. 

Die  automorphen  Formeu  und  ihre  analytischen  Darstellungen 
bei  Gebilden  beliebigen  Geschlechtes. 

Bei  der  Yerallgemeinei-uug  der  voraufgehenden  Entwicklungen 
auf  die  automorphen  Gebilde  beliebigen  Geschlechtes  p,  soweit  die- 
selben für  diesen  Fall  nicht  bereits  mitgelten,  werden  wir  im  grossen 
und  ganzen  die  bei  ^)  =  0  gewonnenen  Gesichtspunkte  wiederfinden. 
Freilich  werden  wir  bei  der  Begründung  der  Theorie  der  automorphen 
Formen  für  beliebiges  ii  den  Gedankengang  gegenüber  den  pg.  66  ff.  ge- 
gebenen Entwicklungen  ein  wenig  abändern  müssen.  Es  liegt  dies  an 
der  Schwierigkeit  der  Herstellung  einer  Primform  bei  einem  beliebigen 
algebraischen  Ge])ilde  mit  p  >  0.  Bei  dem  Geschlechte  ^9  =-  0  hatten 
wir  einfach  eine  Hanptfimdion  z  in  den  Quotienten  z^ :  Zc,  zweier 
binären  Yariabeln  zu  spalten,  um  in  {Zye=,  — z^e^  eine  Primform  mit 
beliebig  vorzuschreibendem  Nullpunkte  e  zu  besitzen.  Bei  ^9  >  0 
haben  wir  an  die  transcendente  Primform  anzuknüpfen,  welche  in 
„M."  II.  pg.  502 ff.  erklärt  wurde,  und  wir  haben  die  Theorie  dieser 
Primform  zunächst  noch  etwas  weiter  zu  entwickeln. 

Die  ^i,  ^2  ihrerseits  werden  wir  alsdann  im  Anschluss  an  die 
Entwicklungen  Ton  pg.43  und  pg.  109  ff.  als  „polymorphe  Formen"  auf 
de)'  Bietnann' sehen  Fläclie  auffassen  und  in  der  Primform  zur  Dar- 
stellung bringen.  Hierdurch  ist  dann  zugleich  die  Möglichkeit  ge- 
boten, die  automorphen  Formen  von  ^^,  ^2  als  Formen  auf  der  Rie- 
mann'schen  Fläche  zu  betrachten.  Sie  bekommen  daselbst  den  Charakter 
der  sogenannten  „muUixtlicativen  Formen'',  deren  Theorie  E.  Ritter 
in  einer  weiterhin  noch  öfter  zu  nennenden  Arbeit*)  auf  die  Primform 
gegi-ündet  hat.  Es  werden  hierbei  Darstellungen  der  automorphen  Formen 
in  der  Primform  entspringen,  welche  die  genaue  Verallgemeinerung 
der  für  p-^0  gültigen  Gleichungen  (4)  und  (6)  pg.  98  ff.  liefern.    Diese 


*)  „Die  inultiplicativen  Formen  auf  algebraischem  Gebilde  beliebigen  Ge- 
schlechtes mit  Amvendung  auf  die  Theorie  der  automorphen  Formen",  Mathem. 
Annalen  Bd.  44  p.  261  (1893). 
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Darstellungen  gestatten  uns,  die  Verallgemeinerung  der  auf  ^;  =  0  be- 
zogenen Betrachtungen  von  pg.  99  ff.  durchzuführen,  welche  von  den 
Relationen  zwischen  dem  Multiplicatorsystem,  der  Dimension,  der  An- 
zahl der  Pole   und  Nullpunkte   etc.    einer   automorphen  Form  handeln. 

Unsere  Entwicklungen  über  Convergenz  der  Poincare' sehen  Reihen 
(pg.  142  ff.)  sind,  worauf  oben  wiederholt  hingewiesen  wurde,  für  Gebilde 
jeden  Geschlechtes  p  gültig,  und  auch  die  Untersuchungen  über  einpolige 
Reihen  und  Elementarformen  (pg.  178  ff.)  sind  dem  grössten  Teile  nach 
unabhängig  von  der  Geschlechtszahl  p.  Wir  werden  uns  unter  Be- 
nutzung der  Elementarformen  am  Schlüsse  des  Kapitels  der  wichtigen 
Frage  zuwenden  können,  inwieweit  die  Formen  eines  vorgelegten  Ge- 
bildes mit  ^)  >  0  durch  Poincare 'sehe  Reihen  darstellbar  sind. 

Eine  besondere  Betrachtung  widmen  wir  den  Reihen  (—  2)*'^''  Di- 
mension in  den  Fällen,  wo  dieselben  convergieren.  Diese  Reihen 
hängen  auf's  engste  mit  den  Integralen  des  aidomorphen  Gehüdes  zu- 
sammen, und  wir  werden  im  unmittelbaren  Anschluss  hieran  noch 
sehr  merkwürdige  Productenenttviehlunfjen  für  die  Primformen  kennen 
lernen.  Diese  Gegenstände  haben  eine  ziemlich  reich  entwickelte 
Litteratur,  über  welche  wir  unten  näher  berichten. 

§  1.   Recapitulation  über  die  Gruppen  beliebigen  Geschlechtes  p 
und  ihre  Erzeugung. 

Es  dürfte  am  Platze  sein,  dass  wir,  analog  wie  am  Anfang  des 
zweiten  Kapitels,  so  auch  hier  eine  kurze  Recapitulation  über  die 
Gruppen  voraussenden,  welche  den  automorphen  Gebilden  beliebigen 
Geschlechtes  p  zu  Grunde  liegen. 

Wir  werden  nach  den  Entwicklungen  in  I  pg.  182  ff',  in  jedem  Falle 
an  einen  kanonischen  Fimdamentalbereich  anknüpfen  können,  dessen 
„Charakter"  wir  wie  gewohnt  durch  (j?,  ii)  bezeichnen.  Die  Erzeugen- 
den der  nicht -homogenen  Gruppe  F  schreiben  wir: 

Ihnen  entsprechen  die  homogenen  Substitutionen: 

ül,    U^,  .  .  .,    ü„,    Ua^,    Uh,^,  .   ■  ■,    Ua^^,    Uij^, 

welche  wir  unimodular  geschrieben  denken.  Dabei  werden  wir  die 
einzelne  der  Substitution  f/j,  Cg,  .  .  .,  Un  genau  wie  oben  bei^j  =  0  nach 
Vorschrift  von  I  pg.  198  fixieren.  Wie  wir  die  einzelne  der  Sub- 
stitutionen CToj,  C7t,,  .  .  .  unter  je  den  beiden  Möglichkeiten,  die  es 
giebt,  gewählt  denken  wollen,  soll  erst  noch  weiter  unten  angegeben 
werden. 
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Was  die  Relationen  für  die  liomogenen  Erzeugenden  angeht,  so  gilt 
natürlich  für  die  elliptischen  Vi  dasselbe  wie  bei  p  =  0.  Die  „letzte 
primäre  Relation"  aber  wird  nach  den  Entwicklungen  in  I  pg.  200  ff. 
die  Gestalt  annehmen: 

(1)  JT'?'-J7P";'f^^^«»^'r  =  (-^)"- 

/fc  =  1  y  =  1 

Den  Charakter  dieser  Beziehung,  sowie  das  Auftreten  etwaiger 
secimdärer  Relationen  erläutern  wir  am  besten  sogleich  an  einigen  der 
wichtigsten  Gruppentypeu. 

Ist  das  Rohjgonnetz  N  einfach  zusammenhängend  und  also  von 
einer  einzigen  Grenzcurve  berandet,  so  liegen  die  Verhältnisse  ganz 
besonders  einfach.  Alsdann  ist  auch  der  einzebie  Fundamentalbereich 
einfach  zusammenhängend,  und  es  treten  überhaupt  keine  secundären 
Relationen  auf. 

Haben  wir  einen  Fimdamentalhereich  mit  2p  getrennt  verlaufenden 
Randcurven,  die  paarweise  auf  einander  hyperbolisch  oder  loxodromisch 
bezogen  sind,  so  hat  man  n  =  0,  und  die  p  Erzeugenden  V„^,  7„„  •  •  •  K^ 
sind  "sämtlich  mit  der  identischen  Substitution  1  gleich.  Mag  nun 
Ua    gleich  +  1  oder  --  1  sein,  immer  wird: 


Ua-'U,U.,-U>^, 


zutreffen.     Die   Relation  (1)  wird   somit   dadurch    erfüllt   werden,    dass 
für  den  einzelnen  Index  g: 

o-ilt-  imd  es  werden  für  die  ^^  restiereuden  Erzeugenden  Ut,,  TJ^^,---,  Uf,^ 
weitere  Relationen  nicht  auftreten. 

Wir  betrachten  ferner  den  Fall  einer  Gruppe  mit  Haiipthreis,  der 
aber  lein  Grenzlireis  ist,  wobei  wir  zur  Verallgemeinerung  der  für 
^j  =  0  oben  (pg.  57  ff.)  durchgeführten  Betrachtung  kommen.  Wir  ver- 
folgen hierbei  etwa  nur  den  Fall,  dass  keine  Substitutionen  in  F  auf- 
treten, welche  beide  Seiten  des  Hauptkreises  austauschen.  In  der  pro- 
jectiven  Ebene  (an  welche  wir  wie  pg.  26  anknüpfen)  haben  wir  ein 
Polygon  vom  Charakter  (iV,  n')  mit  ;*'>  0  hyperbolischen  Ecken.  Die 
eUiptischen  oder  parabolischen  Erzeugenden,  welche  vom  projectiven 
Polygone  geliefert  werden,  mögen  F^,  F,  .  .  .,  Vn,-^,'  sein.  Die 
Vn■-^.'-^l,■■^,Vn     sind    alsdann    hyperbolisch,    ebenso    natürlich    die 
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Den    Charakter    des    Fundamentalbereichs     in    der    ^- Ebene    l>ereclmet 


man  aus 

(2) 


Am  deuthchsten  wird  die  Eigenart  der  Gruppe  erkannt,  wenn  man 
die  für  ^9  =  0  in  Figur  16  pg.  59  angegebene  Gestalt  des  Fundamental- 
bereichs für  beliebiges  2^  verallgemeinert.  Man  wird  diese  Ver- 
allgemeinerung vom  projectiven  Polygone  aus  leicht  anbahnen,  indem 
man   einen   gewissen  Cyclus   zufälliger  Ecken  über  die  Ellipse  hinaus- 


Fig.  29. 


schiebt,  wobei  alsdann  eine  der  hyperbolischen  Erzeugenden,  etwa 
Vn-,  in  Fortfall  kommt*).  Wir  finden:  Die  in  Bede  stehende  Gruppe 
lässt  sich  durcli  Composition  erzeugen  aus: 

1.  n'—  fi'  cycUschen  elliptischen  oder  parabolischen  Gruppen, 

2.  ^—  1    cycUschen  hype^'bolisclien  Gruppen, 

3.  p'       symmetrischen  Gruppen  des  Charaliers  (2,0). 

Figur  29  erläutert  die  Eigenart  dieser  Gruppencomposition  am  Beispiele: 
n'^2,     ii'=l,    i/=l. 

*)  Vergl.  die  oben  (pg.  58)  gegebene  ausführliche  Darlegung  der  vorliegenden 
Verhältnisse  im  Falle  p  =  0. 
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Diese  Verhältnisse  ordnen  wir  dem  am  Anfange  des  Paragraphen 
zu  Grunde  gelegten  kanonischen  Fundamentalbereiche  leicht  unter.  Die 
n  festen  Ecken  werden  von  den  (n' —  (i')  Fixpunktpaaren  der  F^, 
V^,  .  .  .,  Vn'—fi'  geliefert;  dabei  ist  der  einzelne  parabolische  Punkt 
doppelt  zu  zählen,  insofern  das  Polygon  mit  zwei  Spitzen  an  ihn  heran- 
ragt. Die  n  Erzeugenden  Vk  werden  also  hier  im  speciellen  die 
folgenden  sein: 

Wir  haben  die  (n' —  fi')  secimdären  Delationen: 

(3)  Fl-  F/,'_^'+i=  1,     V,-  F^_^'+2-=  1, .  .  .,     F„'_^.-  F^=  1. 
Die  p  Paare    F«,  F,  werden  geliefert  erstlich  von  {y!  —  1)  Paaren: 

V'a[  =   1  ,        Vl[  =   Vn-u-  +  k,  (/l  =  1,  2,  .  .  . ,  ft'-  1), 

den  ju,'  —  1  unter  2.  genannten  hyperbolischen  cyclischen  Gruppen  ent- 
sprechend. Hieran  reihen  sich,  von  den  p'  symmetrischen  Gruppen 
(2,  0)  geliefert,  ji>'  Quadrupel: 

■  v,,^,  f\,  yi=y^,\  K  =  v-\     (.9=1,2,. ..,p'). 

In  den  Gleichungen: 

(4)  J\  F4=  l,     F,^  F;=  1,  (^  =  1,2,. .  ,/) 

erkennen  wir  tveitere  2p'  secmidäre  lielationen,  so   dass   wir  insgesamt 

(22)'  -\-  n'  —  fi')  Relationen  dieser  Art  erhalten.  Aus   den  Gleichungen 

(4)  ergiebt  sich  die  zur  einzelnen  Gruppe  des  Charakters  (2,  0) 
gehörige  Relation: 

V-'  Vo  Va  tV-v!,-'  vi  V'a  f/~'=  1 

unmittelbar,  wie  denn  überdies  die  letzte  primäre  Relation  (1)  eine 
einfache  Folge  der  Gleichungen  (3)  und  (4)  ist. 

Bei  der  oben  festgesetzten  homogenen  Schreibweise  werden  die 
Relationen  (3)   die  Gestalt  annehmen: 

(5)  C/i  TJ'n'-^'^,-  1,     V^  m'-^-+2=  1,  .  . .,  Un'-u'  m=  1; 
den  Gleichungen  (4)  entsprechend  können  wir  nur  erst: 

(6)  Uagül^=±l,        l\ü'a^^±\,  (^=1,2,:.  .,y) 

ansetzen,  da  die  homogenen  Ua^,  Uo  ,  ■  ■  ■  noch  nicht  endgültig 
fixiert  sind. 

Die  eben  betrachtete  Gruppenart  stellt  übrigens  nur  einen  Special- 
fall der  allgemeinsten  Art  von  Gruppe  F  des  Charakters  (p,  n)  dar, 
welche  ivir  durch  den  Process  der    Composition  oder  Ineinanderschiebung 
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aus  endlich  vielen  Gruppen  {p^,  n^),  {p.^,  n^),  .  .  .  herstellen  Jcönnen.  Wir 
meinen  dabei  jenen  einfachen  Fall  der  Composition,  bei  welchem  im 
„Innern"  des  Polygons  der  einzelnen  componierenden  Gruppe  die  Be- 
randungen  der  sämtlichen  übrigen  Polygone  liegen,  während  jedes  dieser 
Einzelpolygone,  für  sich  genommen,  einen  einfach  zusammenhängenden 
Bereich  darstellt.  Die  einzelne  componierende  Gruppe  darf  natürlich 
auch  eine  cyclische  oder  eine  elliptische  oder  parabolische  Rotations- 
gruppe sein.  Die  „letzte  primäre  Relation"  der  einzelnen  componierenden 
Gruppe  wird  hierbei  vom  Standpunkte  der  componierten  Gruppe 
(p,  n)  übrigens  eine  secundäre  Relation  darstellen.  Die  „letzte  primäre 
Relation"  der  Gesamtgruppe  (^7,  n)  erscheint  alsdann  als  eine  einfache 
Folge  jener  secundären  Relationen.  — 

An  diese  Betrachtung  der  ,, allgemeinsten"  Gruppen  möge  sich  noch 
eine  Bemerkung  über  solche  automorphe  Gebilde  mit  7)  >  0  schliessen, 
welche  sich  ohne  Schwierigkeit  von  Gebilden  des  Geschlechtes  null  aus 
behandeln  lassen.  Wir  nennen  in  dieser  Hinsicht  gewisse  elliptische 
Gebilde  vom  Charalder  (1,  1)  und  hyperelliptischc  vom  CharaMer  (j),  0). 

Automorphe  Gebilde  vom  Charakter  (1,  0)  finden  sich  nur  bei  den 
parabolischen  Rotationsgruppen.  Im  Grenzkreisfalle,  um  etwa  auf  diesen 
einzugehen,  waren  die  Gruppen  vom  Charakter  (1,  1)  die  einfachsten  zum 
Geschlechte  ^>  =  1  gehörigen.  Diesen  Gruppen  haben  wir  in  I  pg.  254  ff. 
eine  ausführliche  Untersuchung  gewidmet.  Wir  sahen  daselbst,  dass 
jede  Gruppe  der  Signatur  (1,  1;  l)  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  des 
Index  2  innerhalb  einer  Gruppe  der  Signatur  (0,  4;  2,  2,  2,  21)  ist.  Auf 
diese  letztere  Gruppe  des  Geschlechtes  2>  =  0,  bez.  auf  das  zugehörige 
automorphe  Gebilde  wird  man  demnach  die  functionentheoretische  Be- 
handlung der  Gruppe  (1,  1;  l)  zurückführen  können. 

Es  sei  zweitens  ein  hyperelliptisches  Gebilde  vom  Charakter  (p,0) 
vorgelegt,  wobei  also  die  Gruppe  F  elliptische  oder  parabolische  Er- 
zeugende nicht  aufweisen  wird.  Jedes  solche  Gebilde  gestattet  eine 
fest  bestimmte  Transformation  der  Periode  2  in  sich.  In  den  einfachsten 
Fällen  stellt  sich  diese  Transformation  in  t,  als  lineare  Substitution  dar, 
was  wir  hier  freilich  noch  nicht  entscheidend  untersuchen  können. 
Die  Folge  wird  dann  sein,  da^s  die  Gruppe  F  eine  ausgezeichnete  Unter- 
gruppe des  Index  2  in  einer  Gruppe  des  Geschlechtes  0  und  der  Signatur: 

(7)  C0,2i;-|-2;2,2,2,...,2) 

ist,  welche  sich  aus  (2j)  +  2)  Substitutionen  der  Periode  zivei  erzeugen 
lässt.  Die  beiden  wichtigsten  hierher  gehörenden  Specialfälle  sind 
folgende: 


I,  4.  Automorphe  Foi-men  und  Poincare'sche  Reihen  bei  beliebigem^.     219 

Erstlicli  gehen  wir  in  der  Kategorie  der  Grenzkreisgruppen  von 
einem  Polygone  der  in  (7)  gegebenen  Signatur  aus.  Man  kann  dasselbe 
als  (^2p  +  2) -eck  zeichnen,  wobei  die  {2p  +  2)  „Seitenmitten"  die  Fix- 
punkte der  Erzeugenden  sind.  Übt  man  eine  dieser  Erzeugenden,  etwa  F^, 
aus  und  fügt  das  entspringende  Polygon  dem  ersten  an,  so  hat  man 
einen  Fundamentalbereich  des  correspondierenden  hyperelliptischen 
Gebildes  gewonnen.  Dabei  sind  von  den  2 ■{2p)  +  1)  noch  freien  Seiten 
je  zwei  bezüglich  des  Fixpunktes  von  Fj  diametrale  auf  einander  ver- 
möge der  Substitutionen   V^V^,  F^Fj,  ...,  FjFo^j^2  bezogen*). 

Das  zweite  Beispiel  gehört  den  Hauptkreisgruppen  mit  isoliert 
liegenden  GrenzpunMen  an.  Wir  meinen  hier  diejenigen  hyperelliptischen 
Gebilde,  welche  wir  bereits  oben  (pg.  62  flF.)  auffanden.  Wir  gehen  von 
{p  -f  1)  getrennt  und  ausserhalb  von  einander  verlaufenden  Vollkreisen 
aus,  welche  alle  einen  Hauptkreis  orthogonal  schneiden.  Die  {p  -\-  1) 
zugehörigen  Spiegelungen  erzeugen  eine  Gruppe  zweiter  Art,  deren 
umfassendste  Untergruppe  erster  Art  ein  hyperelliptisches  Gebilde  liefert. 
Der  Zusatz  der  Spiegelung  am  Hauptkreise  selbst  zu  den  {p  +  1)  schon 
genannten  Spiegelungen  ergiebt  (wie  wir  pg.  62  ff.  ausführlich  dar- 
gelegt haben)  eine  Gruppe  zweiter  Art,  deren  umfassendste  Unter- 
gruppe erster  Art  das  Geschlecht  p  ==  0  besitzt**). 

§  2.  Recapitulation  und  Ergänzung  über  die  Theorie  der  Primform 
bei  beliebigem  algebraischen  Gebilde. 

Bei  den  Ergänzungen  zur  Theorie  der  Primform  knüpfen  wir  an 
ein  ganz  beliebiges  algebraisches  Gebilde  des  Geschlechtes  p  an.  Wir 
wählen  uns  eine  zugehörige  algebraische  Function  z,  welche  ^t;- wertig 
sei,  und  beziehen  das  Gebilde  auf  die  entsprechende,  die  ^- Ebene 
i(-'- blättrig  überlagernde  Riemann'sche  Fläche  F^.  Die  Function  z  sei 
so  gewählt,  dass  die  Fläche  F^,  bei  z  =  oo  von  Verzweigungspunkten 
frei  ist. 

Wir  versehen  die  Fläche  i^,„  mit  einem  kanonischen  System  von 
Querschnitten  a^,!)^,  .  .  .,  ap,bp.  Ein  schematisches  Bild  der  zer- 
schnittenen Fläche  können  wir  durch  einen  Fundamentalbereich  unserer 


*)  Automorphe  Gebilde  dieser  Art  sind  ausführlich  betrachtet  von  E.  T.Whitt- 
aker  in  der  Arbeit  „On  the  connexion  of  algehraic  functions  icith  cmtomorphic 
functmis''' ,  Philosophical  Transactions ,  Bd.  192  (1898). 

**)  Die  hyperelliptischen  Gebilde  der  zuletzt  genannten  Kategorie  untersuchte 
H.  Weber  in  dem  bereits  pg.  159  genannten  Aufsatze  „Ein  Beitrag  zu  Poincare's 
Theorie  der  Fuchs'schen  Functionen",  Göttinger  Nachrichten  von  1886,  pg.  359. 
Auf  die  in  dieser  Arbeit  betrachteten  Productenentwicklungen  automorpher  Func- 
tionen kommen  wir  unten,  -wie  schon  in  Aussicht  gestellt,  nochmals  zurück. 
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Art  vom  Charakter  Q),  0)  darstellen,  wie  ihn  z.  B.  für  j>  =  3  die  bei- 
gefügte Figur  30  augiebt.  Natürlich  soll  damit  noch  nicht  behauptet 
sein,  dass  sich  die  Fläche  i^,„  stets  conform  auf  einen  solchen  Bereich 
abbilden  lasse.  Die  den  Pfeilen  entsprechenden  Va^,  F^,  sollen  dem- 
nach hier  noch  keine  ^-Substitutionen  bedeuten,  sondern  sind  nur 
Symbole  lür  die  Durchlaufung  der  elementaren  Periodenwege  auf  der 
geschlossenen  Fläche.    Dabei  wird  F^^  (siehe  die  Figuren  in  I  pg.  184 ff.) 

die  Ufer  des  Schnittes 
ttk  verbinden  und  also 
dem  Wege  bk  correspon- 
dieren. 

In„M."IIpg.476ff 
haben  wir  die  Integrale 
dritter  Gattung  und  spe- 
ciell  die  NormaJinte- 
grale  TT?'^  auf  der  Rie- 
marm'schen  Fläche  stu- 
diert. Hier  stellen  die 
oberen  Indices  x,  y  die 
Intecrralgrenzen  dar,  die 
unteren  Indices  |, )]  aber 
die  „Parameter",  d.  h. 
die  beiden  logarith- 
mischen ünstetigkeits- 
punkte  des  Integrals. 
Diese  beiden  Stellen 
der  Fläche  denken  wir  uns  durch  eine  von  ?j  nach  |  gerichtete  Linie  A 
verbunden,  welche  der  Einfachheit  halber  keinen  der  Schnitte  a^,  hk 
treffen  möge  (cf.  Figur  30). 

Die  Periodeneigenschaften  des  Integrales  TT|';^,  das  wir  etwa  als 
Function  der  oberen  Grenze  x  ansehen,  sind  in  „M.^'  II  pg.  479  be- 
handelt. Gesellen  wir  den  bisherigen  Querschnitten  a^-,  &/.•  noch  einen 
längs  yi  geführten  Schnitt  hinzu,  so  ist  unser  Integral  auf  der  so  zer- 
schnittenen Fläche  eindeutig  mid  weist  längs  des  Schnittes  A  die  con- 
staute  Differenz  —  2i  n  auf,  womit  der  Überschuss  des  Integralwertes 
am  rechten  Ufer  über  den  gegenüberliegenden  Wert  gemeint  ist. 
Gegenüber  Ya^.  erfährt  das  Integi-al  überhaupt  keine  Änderung,  während 
T'ä    von  TT|'^  hinführt  zu: 


rig.  30. 


(1) 


,-,1  =  1'.-'^  +  2?7r>". 
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Hierbei  sind  unter  j^,]»,  ■  ■  -pjp  die  zum  kanonischen  Querschnittsystem 
ttk,  ^k  gehörenden  Normalintegrale  erster  Gattung  verstanden,  und  ins- 
besondere bedeutet  jl'*'  das  von  r]  längs  A  nach  |  erstreckte  bestimmte 
Integral. 

Wir  erinnern  endlich  noch  au  den  Satz  über  die  Vertaitschharkeit 
von  Parameter  und  Argument.  Trifft  die  von  y  nach  x  verlaufende 
Integrationscurve  L  weder  A  noch  die  übrigen  Schnitte  ak,  hk,  so  gilt 
die  Gleichung: 


(2)  m^  =  m;'' 


yy 


wo  für  das  rechts  stehende  Integral  A  die  Integrationscurve  ist,  während 
ein  längs  L  zu  führender  Schnitt  an  Stelle  von  A  getreten  ist. 

Ganz  deutlich  wird  das  Bildungsgesetz  des  Integrals  TT?'^  erst 
bei  Aufnahme  der  formentJieoretischen  Betrachtungstveise,  welche  in 
„M."  n  pg.  484ff.  begründet  wurde.     Wir  spalten  z  in  den  Quotienten 

'^  zweier  homogener  Grössen  z^,  z^  mit  der  üblichen  Bestimmung,  dass 

z^,  z.-,  beständig  endlich  sein  sollen  und  nie  zugleich  verschwinden 
dürfen.  Das  in  „M.'^  II  pg.  493  mit  d  g  bezeichnete  Differential 
~i  ^^2  ~  ^2  ^^i  werden  wir  hier  besser  ausführlich  durch  [z,  dz)  be- 
zeichnen, um  Verwechselungen  mit  dem  Argument  t,  der  automorphen 
Functionen  zu  vermeiden.  Unser  Integral  dritter  Gattung  gestattet 
dann  (cf.  „M.''  II  pg.  496)  die  Darstellung  in  Gestalt  des  folgenden 
Doppelintegi'als : 

(3)  n^,=ff^.;^^d^'''^n^,ä^i, 


ausgeführt  längs  der  soeben  mit  A  und  L  bezeichneten  Curven.  Hier- 
bei  ist  ^{z,z')  sowohl  in  Abhängigkeit  von  z  wie  von  z'  eine  be- 
stimmte algebraische  Function  unseres  Gebildes. 

Die  Pr  im  form  werde  in  der  ursprünglichen  von  Klein  eingeführten 
Gestalt  durch  Q(xi,  X2',  l/i,  y-2)  oder  kurz  Q(x,y)  bezeichnet.*)  Sie  ist 
in  „M."  II  pg.  505  durch  Formel  (8)  oder  (9)  erklärt  (wo  übrigens  die 
Bezeichnung  P  statt  Q  gebraucht  wurde),  von  denen  wir  etwa  die  erste 
reproducieren: 


*)  Die  Bezeichnung  Q  für  die  Primfonxi  wird  hier  nur  vorübergehend  be- 
nutzt, so  dass  eine  Verwechslung  mit  den  gleichfalls  durch  Q  bezeichneten 
Elementarformen  nicht  zu  befürchten  ist. 


222 


1.  Engere  Theorie  der  eindeutigen  automoq)hen  Functionen. 


(4)  Qix,y)^V  -{x,dx){y,dy)e     "--!' 


(\imdx  =  0,dy  =  0). 


Wir  dürfen  hierbei  annehmen,  dass  die  Integrationswege  von  y  nach  x 
und  von  y  -\-  dy  nach  a;  +  dx,  ohne  einander  zu  treffen,  auf  der 
Riemann'schen  Fläche  dicht  neben  einander  herlaufen. 

Von    den    Eigenschaften    dieser   „Klein'schen    Primform",    welche 
a.  a.  0.  abgeleitet  sind,  reproducieren  wir  zunächst  die  folgenden.     Sie 

ist  in  Ahltiingif/Jieit  von  der 
Stelle  X  der  Hiemann' sehen 
Fläche,  hez.  als  Form  der 
Xi,  X2  überall  endlich  und  stetig; 
sie  hat  eitlen  JsullpunM  erster 
Ordnung  an  der  Stelle  y; 
iveitere  NuUpunlde  treten  nur 
noch  in  den  Verzweigungs- 
punliten  von  F^.  auf,  und 
zivar  im   einzelnen  ein  Nidl- 

punkt  der  Ordnung  -(z— 1), 

falls  y.  Blätter  dortseihst  zu- 
sammenhängen^-). 

Um  das  Verhalten  der 
Primform  secrenüber  ge- 
schlossenen  Umläufen  der 
Stelle  X  bez.  der  x^,  x.2  auf 
der  Fläche  zu  einem  mög- 
lichst einfachen  zu  gestalten, 
gehen  wir  durch  weitere 
Ausgestaltung  von  Q(x,  y)  zu 
einer  neuen  Gestalt  der  Primform  über,  welche  zuerst  E.  Ritter 
in  seiner  pg.  213  genannten  Abhandlung  ausführlich  untersucht  und 
benutzt  hat.  Den  Übergang  zu  dieser  „Ritter'schen  Primform"  ver- 
mittelt     folgende     Betrachtung,     welche     zugleich     die     Periodicitäts- 


Fig.  31. 


*)  In  der  lu-sprünglichen  Darstellung  von  Klein  (siehe  dessen  Abhandlung 
„Zur  TJieorie  der  Abel 'sehen  Functionen",  Mathem.  Ann.  Bd.  36  (1889)  pg.  1  ff.)  ist 
ein  invarianter  Aufbau  der  Primform  auf  Giiindlage  der  Xormalcurve  der  formen 
qp  gegeben,  wobei  die  eben  im  Texte  zuletzt  genannten  in  den  Verzweigungs- 
l^unkten  unserer  Fläche  F,,-  gelegenen  NulljDunkte  natürlich  nicht  auftreten. 
Diese  Nullpunkte  rühren  in  der  That  erst  daher,  dass  vrir  in  „M."  11  a.a.O.  bei 
der  Begründung  der  Formentheorie  einer  speciellen  Fläche  Fw  des  algebraischen 
Gebildes  den  Vorzug  gaben. 
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eigenschaften  der  Primformeu  in  erschöpfenderer  Weise,  als  es  in 
„M."  n  p.  506  ff.  geschah,  darlegen  wird. 

Wir  markieren  auf  der  Fläche  F,,,  beliebige  vier  Stellen  y,  x,  ^,,7} 
nnd  ziehen  auf  der  durch  die  «t,  hk  zerschnittenen  Fläche  (cf.  Figur  31) 
eine  aus  drei  Stücken  L,  C  und  A  bestehende  Curve  von  y  über  x 
und  I  nach  r].*)  Die  daneben  herlaufende  aus  L',  C,  A'  bestehende 
punktierte  Linie  soll  einen  Weg  von  y  -\-  dy  über  x  -\-  dx  und  |  +  t?^ 
nach  7j  +  dl]  andeuten.  Wenn  man  will,  kann  man  hier  die  dx,  dy, 
dt,,  dt]  als  endliche  Zahlen  hinreichend  kleiner  Beträge  ansehen. 

Man  bilde  nun  folgendes  durch  TT  zu  bezeichnende  Integral- 
aggregat: 

nT-rx  +  dx,ti  +  dri^^yjy  +  dy,i+di       -r-rr  +  rf.r ,  1+ rf  ,-       rr!/ +  d  y,  i;  +  rf  i; 
—  ''x,>i  ~r  '  'y,4  '  'X,  i  '  'y,  »/  } 

wobei  zur  Bestimmung  jedes  einzelnen  dieser  vier  Glieder,  die  nach  (3) 
Doppelintegrale  darstellen,  die  soeben  gezeichneten  Linien  als  Lite- 
grationscurven  benutzt  werden  sollen.  Es  ist  also  im  ersten  Gliede 
unseres  Aggregates  von  i]  nach  x  längs  A  und  C  zu  integrieren,  von 
f]  -\-  dr}  nach  x  +  dx  entsprechend  über  A'  und  C  etc.  Man  trenne 
nun  die  eben  genannte  Integrationsbahn  von  tj  nach  x  in  ihre  beiden 
Bestandteile  A  und  C,  und  man  verfahre  entsprechend  im  letzten  Gliede 
von  TT;  auf  die  Art  ergiebt  sich: 

TT-^  +  rfi-,  5  +  rf  ,- TT»/  +  dy,  tl  +  d>i       T-r>ji-dy,i;  +  di! 

'  'x,i  '';,»;  '  *y,i 

Hier  stimmen  in  je  zwei  unter  einander  stehenden  Doppelintegralen 
die  Grenzen  der  einen  Integration  (und  natürlich  auch  die  zugehörige 
Integrationscurve)  überein.  Durch  Zusammenfassung  je  dieser  beiden 
Integrale  folgt  somit: 

j-|-  __  "PI-,-  +  rf  i,  >;  +  (i  »;    ,    T-rx  +  dx,y  +  dy.Yri-\-d^,ii  +  d>l 

wobei  übrigens  zugleich  noch  im  letzten  Gliede  beide  Integrations- 
richtungen umgekehrt  wurden.  Durch  Zusammenziehung  des  ersten 
und  dritten  Gliedes  folgt  endlich  für  lim  dx  =  0,  .  .  .: 

iimn=nf;Hn|:^  =  2n|:;. 


*)  Natürlich  kann  man  die  vorhin  schon  benutzten  Linien  i,  A  wieder  ge- 
brauchen. 
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Wir   können   nun    die    ursprüngliche    für    das   Integralaggregat  TT 
ang-egebene  Gleichung  in  die  Gestalt  setzen: 


n=io2 


e 


y.  1 


_jj  x-]-dx,ti  +  dr;      _yj  y -^  dtj,  i  +  di 


Erweitert  man  hier  den  unter  dem  Logarithmuszeichen  stehenden  Bruch 
mit  {x,  dx)  (I,  i,d)  {y,  dy)  {i],  di])  und  geht  zur  Grenze  dx  =  0,  .  .  .  über, 
so  entspringt: 

In  dieser  DarsteUung  des  Integrals  dritter  Gattung  durch  die  Klein'sche 
Pr  im  form  (cf.  Formel  (3)  in  „M."  II  pg.  511)  sind  das  links  stehende 
Integral  durch  die  Wege  J  und  L,  die  rechts  auftretenden  Primformen 
durch  A,  C,  .  .  .,  U  eindeutig  bestimmt.  Der  in  (5)  rechts  stehende 
Logarithmus  ist  endlich  so  zu  nehmen,  dass  er  sich  der  Grenze  null 
nähert,  falls  sich  x  bei  stehenden  ?,  g,  rj  der  Stelle  y  längs  L  an- 
nähert. 

Infolge  der  Relation  (5)  wird  die  Function: 

^    ^  °  Q{x,ri) 

welche  wir  bei  stehenden  g,  '£,  ri  in  Abhängigkeit  von  x  auffassen 
wollen,  gegenüber  geschlossenen  Umläufen  der  Stelle  x  dieselben 
Perioden  wie  TT|'i|  besitzen.  Liegt  also  ein  beliebiger  geschlossener 
Umlauf  vor,  welcher  den  Schnitt  A  ^  Male  öfter  von  links  nach  rechts 
als  von  rechts  nach  links  überschreitet*),  während  er  die  Linie  hk  Vk 
Male  öfter  von  links  nach  rechts  als  umgekehrt  schneidet**),  so  ge- 
langen wir  bei  analytischer  Fortsetzung  über  diesen  Umlauf  vom 
Ausgangszweige  (6)  unserer  Function  zu  folgendem  Zweige: 

p 

Vkfk 

k  =  l 

Wir  lenken  nunmehr  die  Aufmerksamkeit  auf  den  Umstand,  dass 
beim  Primformquotienten  Q{x,  ^):  Q(x,  rj)  sich  die  in  den  Verzweigungs- 
punkten der  Fläche  F„.  gelegenen  NuUpunkte  von  Q(x,  ^)  imd  Q{x,ri) 
gerade  fortheben.  Dafür  tritt  allerdings  zunächst  ein  an  der  SteUe  rj 
gelegener  Pol  erster  Ordnung  auf.  Um  letzteren  wieder  fortzuschaffen, 
verfahren  wir  folgendermafsen : 


*)  Wir  denken  hierbei  wieder  den  Schnitt  A  von  r,  nach  |  gerichtet. 
**)  Gremäss    den  Figuren    in  I  pg.  183  ff.  weist   F?^  vom    linken   zum  rechten 
Ufer  von  bk. 
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Wir  wollen  der  Stelle  ?/  auf  der  Fläche  F^,  zimächst  eine  besondere 
Lage  geben  und  wählen  zu  diesem  Zwecke  eine  der  tv  Stellen  oo. 
Die  w  bei  s  =  'yo  über  einander  liegenden  Stellen  (die  Fläche  sollte 
hier  keinen  Verzweigungspunkt  aufweisen)  mögen  c»j,  ocg,  .  .  .,  oo«^., 
eine  beliebige  unter  ihnen  aber  oo/,  genannt  werden.  Auch  die  Stelle 
^  möge  fortan  durch  die 
Bezeiclmung  als  fest- 
stehend charakterisiert 
werden;  wir  schreiben 
dieserhalb  e  statt  |.  Wir 
wollen  überdies  gleich 
lü  Linien  j1^,  J^,  . . .,  A„. 
von  den  ic  Stellen  'jc/, 
nach  e  ziehen  (cf.  Fig.  32); 
und  für  beliebig  vor- 
gelegten geschlossenen 
Umlauf  von  ./;  möge  die 
oben  mit  ^  bezeichnete 
Anzahl  speciell  bei  A,, 
durch  yLh  benannt  wer- 
den. Endlich  wollen 
wir  die'  Bezeichnung 
der  variabelen  Stelle  x 

Avieder  durch  die  ursprüngliche  Schreibweise  z  ersetzen.     Für  den    ge- 
dachten Umlauf  entspringen  alsdaim  aus  (7)  die  w  Gleichungen: 


Fiff.  32. 


(8) 


log 


-  ■  .  =   lOgTST^ ^;  +  ^ITtUi, 


-  2i  n^Vkjk 


Nun  wird  das  Product  aller  iv  hier  betrachteten  Primformquotienten 
eine  Function  von  2  darstellen,  die  bei  e  einen  Nullpunkt  der  Ordnung 
w  besitzt  und  an  den  tv  Stellen  oo/,  je  einen  Pol  erster  Ordnung  auf- 
weist. Nehmen  wir  noch  den  Factor  0.2  ^  welcher  die  eben  genannten 
Stellen  zu  Nullpunkten  erster  Ordnung  hat,  hinzu  und  ziehen  aus  dem 
Producte  die  tv^^   Wurzel  in  einer  der  iv  Arten  aus,   so  entspringt  in: 


(9) 


^(">^)K(.,a.Jfi(., 


P(^,e) 


eine  Form  der  Dimension  — ,    welche  überall   stetin    ist   und   nur   einen 

w 

einzigen,   an   der   willkürliclien    Stelle  e  der  Fläche  gelegenen  NuUpimU 
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erster  Ordnung  auftveist:^')  lu  dieser  Form  P{z,  e)  oder,  ausführlicher 
geschrieben,  -P(^i ,  ^2 ;  ^u  ^2)  liaben  wir  nun  die  vorhin  in  Aussicht 
genommene  „Ritter'sche  Primform"  gewonnen.  Dieselbe  hat  vor  der 
Primform  ß(^,  e)  voraus,  dass  sie  nicht  mehr,  ivie  Q,  festliegende  Nnll- 
punlde  in  den  Verziveigungsjmnlien  der  Fläche  JP„.  mtßveist'-^-*).  Den 
Hauptvorzug  von  P(s,  e)  vor  Q(z,  c)  werden  wir  aber  bei  Betrachtung 
der  Periodicität  erkennen. 

In  letzterer  Beziehung  erlaubt  uns  Formel  (8)  fast  immittelbar, 
das  Verhalten  des  Logarithmus  der  Ritter'schen  Primform  gegenüber 
Umläufen  der  Stelle  s  in  Erfahrung  zu  bringen.  Wir  addieren  die 
u-  für  h  =  1,2,  .  .  .,  iv  eintretenden  Gleichungen  und  teilen  das  Resultat 
durch  w.     Dabei  setzen  wir  zur  Abkürzung: 

(10)  u^ +  fi, +--4-fi«  =  (?, 

(11)  i(4'=^-  +  ir^  +  ----fi^'=^")=TF^. 

so  dass  wir  in  Wl,  TF|,  .  .  .,  TP  ein  specielles  System  von  Normal- 
integralen  erster  Gattung  für  unsere  kanonisch  zerschnittene  Fläche 
vor  uns  haben.  Die  Gleichung  (8)  liefert  alsdann  in  der  gekennzeich- 
neten Weise: 

y^ä  \  ~i  k  =  l 

wobei  der  Integralwert  TT'^.  zu  berechnen  ist,  indem  man  in  (11)  linker 
Hand  die  Integi-ationscurven  A^,  A^,  .  .  .,  A^c  benutzt. 

Beim  Umlauf  der  Stelle  z  werden  wir  beide  homogene  Yariabele 
^1,  ^2  als  zugleich  veränderlich  annehmen;  und  zwar  soll  nicht  nur  ihr 
Quotient,  sondern  es  sollen  z^  und  z.^  einzeln  schliesslich  zu  ihren  Anfangs- 
werten zurückkehren.  Eine  Stelle  z  =  ■^  müssen  wir  mit  unserem 
Umlaufe  vermeiden,  so  dass  der  Punkt  z.-,  in  seiner  Ebene  nicht  durch 
den  NuUpunkt  hindurchlaufeu  wird.  Die  Bahn  dieses  Punktes  möge 
sich,  ohne  über  den  Nullpunkt  der  5-, -Ebene  hinweggeschoben  zu 
werden,  auf  a^  einfache  Umläufe  um  £-0  =  0  im  positiven  Sinne  zu- 
sammenziehen lassen.     Dann  ist: 

log  ]/^.,  =  log  yTg  +  2«  Ä-^, 


*)  Natürlich  darf  e  ohne  -weiteres  auch  in  einem  Verzweigungspunkte  der 
Fläche  Fv;  oder  an  einer  Stelle  00  gelegen  sein.  Die  Abschätzung  der  Ordnung 
1  des  Nullpunktes  bezieht  sich  dann  selbstverständlich  auf  die  Riemann'sche 
Fläche  und  nicht  etwa  auf  die  ^- Ebene. 

**)  In  dieser  Hinsicht  teilt  also  die  Ritter'sche  Primform  die  Einfachheit  der 
ursprünglichen  von  Klein  benutzten  Piimform  (siehe  die  Note  pg.  222). 
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und  wir  gewinnen  das  Resultat:  Der  LogaritJtmus  da'  Ritter' sclmi  Trim- 
form  log  P(^,  e)  (feht  hei  Fortsetzung  längs  eines  geschlossenen  Umlaufs 
über  in: 

(12)      log  T{z,  e)  =  log  F{2,  e)  +  2in 


C  +  Ci 


k  =  l 


ivenn  dieser  Vmlauf  die  Sclmitte  A„  J„  . .  .,  Ao  insgesamt  a  Male  öfter 
von  links   nach   rechts   als   umgeTiehi  überschreitet  und   desgleichen   den 
Schnitt   bk   Vk   Male    öfter    von   links   nach  rechts   als   umgekehrt,    und 
tvenn   sich   endlich   der 
geschlossene  Weg  von  2^ 
in  der  z^- Ebene  auf  (j^ 
Umläufe    im   positiven 
Sinne  um  den  Nidlpimlt 
2.^  =  0  zusammenziehen 

lässt. 

Bezieht  sich  eine 
Untersuchung  neben 
P(z,e)  noch  auf  weitere 
Primfomien,  so  wird 
es  zweckmässig  sein, 
die  Linien  J^,  .  .  .,  A^ 
in  ihrem  Verlaufe  ein 
wenig  abzuändern.  Wir 
führen  etwa  in  der 
durch  Figur  33  dar- 
crestellten  Art  zunächst 
IV  Linien  /![,  A'^,.. .,  A,,, 

von  oo„  0O2,  .  .  .,  00,,  nach  einer  ein  für  aUe  Mal  festgewählten  Ecke 
des  SchnittsYstems  der  a^,  bk  und  ziehen  von  hier  eine  einzige  Linie 
A'  nach  e,  welche  jetzt  mit  AI  zusammen  den  Schnitt  Aj.  in  der  neuen 

Gestalt  liefert.     Alsdann  gilt  offenbar: 

p 

(13)     iogP(.-,  e)  =  logP  (^,  e)  +  2i7t  ^^  +  2^•«ö"-  2i7t^VkWl, 

wefnn  der  Umlauf  die  Sclmitte  A[,  A'^, .  .  .,  AI,  insgesamt  ö'  Male  öfter 
von  links  nach  rechts  als  umgekehrt  überschreitet  und  desgleichen  den 
Schnitt  A^  a"  Male  öfter  von  links  nach  reclits  als  umgekehrt. 

Man  beachte,  dass  wir  mit  dem  Verhalten  von  log  T{z,e)  gegen- 
über Umläufen  von  z  nicht  nur  das  entsprechende  Verhalten  der  Prim- 
form F{z,  e),  sondern  dasjenige  jeder  beliebigen  Wurzel  aus  F{z,  c)  genau 

15* 


Fig.  33. 
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keunen.  In  dieser  Hinsicht  geht  also  das  Ergebnis  unserer  gegen- 
wärtigen Untersuchung  erheblich  über  die  Darlegungen  in  „M."  II 
pg.  506  ff.  hinaus.  Der  entscheidende  Fortschritt  der  Ritter'schen  Prim- 
form  ist  aber  in  dem  Umstände  begründet,  dass  der  MidtipUcator ,  den 
diese  Pr  im  form  hei  irgend  einem  Umlaufe  von  z  annimmt,  unahhängig 
von  z  selber  ist,  während  der  Multiplicator  der  Klein'schen  Primfbrm 
eine  Function  von  z  darstellt  (cf.  „M."  II  pg.  507).  Der  hierdurch 
gegebene  Vorzug  der  Ritter'schen  Primform  wird  in  der  That  weiterhin 
eine  grundlegende  Bedeutung  gewinnen. 

§  3.    Die  polymorplien  Formen  t^,  t.2  bei  einem  Gebilde 
beliebigen  Geselüechtes  j). 

Ein  beliebig  vorgelegtes  automorphes  Gebilde  werde  durch  eine 
in  dem  Gebilde  enthaltene  Function  z  =^  (p(^)  auf  die  zugehörige 
Riemann'sche  Fläche  F„.  übertragen,  auf  welcher  alsdann  t,  =  f{z)  eine 
linear- polymorphe  Function  ist.  Um  den  Übergang  zu  den  pohjmorplien 
Formen  zu  gewinnen,  bilden  wir  uns  zunächst  wie  in  (1)  pg.  114 
die  beiden  „Functionen": 

(1)  Z,  =  -^,     Z.,  =  -^, 

y  dz  V  dz 

wobei  Avir  die  Quadratwurzel  des  Nenners  für  einen  Ausgangswert  z  in 
einer  der  beiden  Arten  gewählt  denken.  Die  Zj,  Z^,  deren  Quotient  t 
ist,  substituieren  sich,  wie  schon  pg.  114  hervorgehoben  wurde,  bei 
Umläufen  von  z  auf  F,,.  binär  und  unimodular;  sie  ergeben  auf  diese 
Weise  die  homogene  Gruppe  F  unseres  automorphen  Gebildes  in  der  uni- 
modularen  Gestalt. 

Als  Argumente  der  automorphen  Formen  zu  dienen,  sind  die 
Z^,  Z.2  natürlich  noch  nicht  geeignet.  Sie  genügen,  wie  wir  vom 
Geschlechte  ^)  =  0  her  wissen,  noch  nicht  der  Forderung,  bei  beliebigen 
Wegen  von  z  immer  nur  „erlaubte  Wertepaare"  darzustellen.  An  dieser 
Forderung,  dass  die  Argumente  ^^,  t.^  der  automorphen  Formen  beständig 
endlich  bleiben  und  nie  zugleich  verschwinden  sollen,  werden  wir  aber 
selbstverständlich  hier  festhalten. 

Um  das  Verhalten  von  Z^ ,  Z.^  auf  der  Riemann 'sehen  Fläche  leicht 
beschreiben  zu  körmen,  ist  es  zweckmässig,  eine  die  Differentiale  auf 
der  Fläche  F,,.  betreffende  Sprechweise  von  „M."  II  pg.  493  wieder  auf- 
zunehmen. Wird  die  Umgebung  einer  Stelle  der  Fläche  durch  die 
zugehörige  Function  t  auf  die  einfach  und  vollständig  bedeckte  Um- 
gebung eines  im  Endlichen  gelegenen  Punktes  f^  der  ^- Ebene  abgebildet, 
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SO  heisst  das  Differential  dt  dieser  Function  au  der  fragiiclien  Stelle 
endlich  und  nicht -verschwindend.  Ein  zweites  Differential  dt'  ist  an 
dieser  Stelle  gleichfalls  endlich  und  von  null  verschieden  oder  hat  einen 
Nullpunkt  oder  Pol  der  Ordnung  m,  falls  ^^  endlich  und  nicht -ver- 
schwindend ist  resp.  einen  Nullpunkt  oder  Pol  dieser  Ordnung  auf- 
weist. Die  Ordnung  soll  dabei  stets  „auf  der  Riemann 'sehen  Fläche 
gemessen"  sein. 

Das  Differential  dz  hat  nach  „M."  II  pg.  494  an  jeder  Stelle  ^ 
von  Fy,  einen  Pol  zweiter  Ordnung  und  im  einzelnen  Verzweignngs- 
punkte  einen  Nullpunkt  der  Ordnung  (jf-1),  faUs  dort  x  Blätter  zu- 
sammenliängen.  Von  hier  rühren  gemeinsame  Pole  und  Nullpunkte 
der  Z^,  Z.y  her,  welche  keineswegs  dem  automorphen  Geljilde  als  solchem 
anhaften,'  sondern  nur  durch  die  specielle  hier  ausgewählte  Function 
z  =,  (f  if)  eingeführt  sind.  Um  demnach  zunächst  diese  Pole  und 
Nullpunkte  zu  entfernen,  gehen  wir  auf  die  formentheoretischen  Vor- 
bereitungen vom  vorigen  Paragraphen  zurück  und  können  vermöge  der- 
selben das  Differential  dz  leicht  zu  einem  „überall  endlichen  und  nicht- 
vcrschwindenden  Differential"'^)  ausgestalten  (cf.  „M."  II  pg.  494).    Wir 

setzen: 

(z,  dz) 

wo  das  Symbol  {z,  dz)  in  gewohnter  Weise  als  Abkürzung  für 
g^dz.^—  z^dzi=  —  zldz  gebraucht  ist,  und  wo  sich  die  Factoren  des 
Nenners  auf  die  verschiedenen  Verzweigungspuukte  von  F„  beziehen. 
Wir  stellen  gleich  noch  die  Dimension  dieses  homogenen  überall 
endlichen  Differentials  da,  fest.  Hierbei  ivollen  wir  von  jetzt  ah  alle 
BimensionsangaUn  auf  der  Fläche  F,„  nicht  an  z^,z.,,  sondern  an  der 
Pr  im  form  anessen.  Ist  letztere  in  den  z^,  z,  von  der  Dimension  w-\ 
so   werden  die  z^,  z,   fortan  Formen  der  Dimension  u\   wie  man  denn 

die  Darstellung: 

z,  =  P{z,  ocj   P{Z,  OO,)---  P(0,  OÜ„.) 

unmittelbar    aus    (9)  pg.  225  abliest.     Nehmen    wir   auf   die    bekannte 

Relation    zwischen  jh  ^^'  ^^^^^  den  Anzahlen  x^,  Xg,  .  .  .  der  in  dem  ^  er- 

zweigungspunkte    zusammenhängenden    Blätter    Rücksicht  (cf.  „M.^'    I 

pg.  41)4),  so   folgt:    Bas   überall   endliche   Differential   dco,   ist  von  der 

Dimension: 

(3)  2tv  -^{y.  -  1)  =  2  -  2p. 

*)  Klein  stellt  in  seiner  pg.  222  genannten  Untersuchung  das  überall  endliche 
Diiferential  an  die  Spitze,  indem  er  den  Aufl^au  desselben  auf  die  Xonnalcurve 
der  q)  gründet. 
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Für  p  =  1  werden  wir  zum  Differential  erster  Gattung  zurück- 
geführt, und  im  Falle  p  =  0,  der  hier  auch  mit  eingeschlossen  ist. 
hat  man  einfach  dcO:=  {s,d2),  sofern  man  unter  0  eine  Hauptfunction 
versteht. 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Spaltung  von  t,  in  den  Quotienten  zweier 
polymorphen  Formen  ^^,  to  zurück.  Das  Differential  di,  hat  au  der 
einzelnen    Stelle    e^.,    welche    von    einer    festen   Polygonecke    herrührt, 

einen  Pol  der  Ordnung   (1  —  -j-),  wie  aus  den  Rechnungen  von  pg.  44 

folgt.  Sollte  der  Punkt  oo  der  ^- Ebene  ein  Abbild  auf  F^,  finden, 
so  hat  di,  an  dieser  Stelle  einen  Pol  zweiter  Ordnung.  Übrigens  ist 
aber  dt,  überall  endlich  und  von  null  verschieden. 

Diese  Betrachtungen  führen  uns  nun  zu  der  gewünschten  Spaltung 
von  t..     In  der  That  fjeivinnen  wir  in: 


(4) 


^1  = 


1/; 


dl 
dcoz 


n  1    '  1  \ 


V  dtoz 


zivei  Formen  der  Dinmisimt: 

n 

(5)  l-J'-i.S(l-^)  =  ■'-'. 

deren  Quotient  gleich  g  ist,  und  die  gegenüber  erlaubten  WeHepaaren  der 
z-y,  z^  beständig  selbst  ivieder  erlaubte  Weriepaare  darstellen.  Hiermit 
haben  wir  auf  unserer  Fläche  F,„  ein  Paar  polymorpher  Formen  her- 
gestellt, welche  im  niedersten  Specialfalle  p>  =  ^  direct  in  die  Formen 
(2)  pg.  110  übergehen,  Avenn  man  in  diesen  letzteren  Formeln  den 
Constanten  Factor  C  mit  der  imaginären  Einheit  —  i  identisch  nimmt. 
Wir  merken  gleich  auch  die  Beziehung  dieser  polymorphen  Formen 
tj,t.,  zu  den  in  (1)  definierten  Z^,  Zo  an: 

Der  hier  rechts  stehende  Ausdruck  reproduciert  sich  gegenüber  Um- 
läufen von  z  bez.  z^^,  z.^  bis  auf  einen  constanten,  d.i.  von  .«1,^0  imab- 
hängigen  Factor;  wir  sagen  mit  Ritter,  dieser  Ausdruck  stelle  eine 
„multiplicative  Form"  dar  oder  er  „verhalte  sich-'  gegenüber  Umläufen 
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von  z  „niultiplicativ".  Die  Folge  ist,  dass  sich  die  polymorphen  Formen 
i.^,  ^2  Tjei  diesen  Umläufen  binär,  aber  nicht  mehr  notivemlig  unimodular 
siibstitaieren.  Die  entspringende  Gruppe  der  Substitutionen  von  ^j,  ^^ 
wird  demnach  auf  unsere  homogene  F  nur  noch  homomorph,  aber  im 
allgemeinen  nicht  mehr  isomorph  bezogen  sein.  Für  die  Benutzung  der 
t,i,^2  ^Is  Argumente  der  automorphen  Formen  wird  dies,  wie  wir  noch 
sehen  werden,  nicht  hinderlich  sein. 

Wir  wollen  gleich  auch  noch  die  Erzeugenden  dieser  Gruppe  der 
l^^,t,.2- Substitutionen  herstellen;  wir  nennen  diese  Erzeugenden  den  Uk, 
Ua  ,  Üb  der  unimodularen  Gruppe  F  entsprechend  {Ji,  Ua  ,  U«, •  Erst- 
lich correspondiert  die  Substitution  Ut  einem  einfachen  Umlaufe  um 
die  Stelle  Ck,  die  der  Polygonecke  8^  entspricht.  Hier  kommen  wir 
genau  zu  den  pg.  112  ff.  für  ^^  =  0  besprochenen  Verhältnissen  zurück. 
Entwickelt  man  nämlich  {Z,  e^.)  und  {Z,  el)  auf  Grund  von  (1)  und 
daraufhin  (^,  Sk)  und  (^,  Sk)  vermöge  (6)  in  der  Umgebung  der 
Stelle  Cic,  so  kommt  man  im  Falle  einer  elliptischen  Ecke  auf  die  Dar- 
stelhmg  (7)  pg.  112,  bei  einer  parabolischen  Ecke  aber  auf  (9)  pg.  113 
zurück.      Wir  haheu  sonach  im  elliptischen  Falle: 

(7)  a',i,)=^a,£,),  a',£;-)  =  a,^o 

für  Ua-j  «w^  parabolischen  aber: 

(8)  a',  £,)  =  a,  ^a),  (^',Bi):=2i7tit,£k)  +  {t,4). 

Weiter  mögen  die  Ua  ,  Üb  diejenigen  unimodularen  Substitutionen 
sein,  ivelche  die  Z^,  Z.^  gegenüber  den  in  den  Figuren  pg.  220 ff',  mit 
Va  ,  Vf,  bezeichneten  Periodemcegen  erfahren'^).  Die  {Ja, ,  Ui  weichen 
alsdann  von  den  Ua^,  Uo^  einfach  um  diejenigen  constanten  Factoren  ab, 
welche  die  multiplicative  Form  auf  der  rechten  Seite  von  (6)  bei  den 
fraglichen  Umläufen  annimmt.  Mit  Hilfe  der  Regeln  des  vorigen 
Paragraphen  finden  wir  daraufhin  als  (xestalt  der  letzten  2p  Erzeugenden 

Beschreibt  z  einen  auf  der  Fläche  F,„  geschlossenen  einmaligen 
Umlauf  um  einen  Verzweigungspunkt,  so  werden  ^j,  ^2  einen  Zeichen- 
wechsel   erfahren    oder    unverändert    bleiben,    je    nachdem    die    zuge- 


*)  Hiermit  kommt  die  oben  (i^g.  214)  noch  unterlassene  endgültige  Fixierung 
der  unimodularen   C/a_,  Ubg  zur  Erledigung. 
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hörige  Blätteranzahl  v.  gerade  oder  ungerade  ist.  üegenüher  einein 
Umlauf  um    eine    einzelne    Stelle    oc    nehmen    die    t^,  ^o    den    Factor 

e"'''  an.  Man  bemerke  hierbei,  dass  {iijv)~^  die  Dimension  der  t^,  ^^ 
in  den  5'^,  z^  ist. 

Bei  allen  diesen  Umläufen  denken  wir  z^_  constant  oder  gestatten 
doch  dem  Punkte  z=,  nur  solche  Umläufe  in  der  ^'o- Ebene,  welche  sich 
ohne  Hinwegschiebung  über  den  Nullpunkt  auf  einen  von  diesem  Null- 
punkte verschiedenen  Punkt  zusammenziehen  lassen.  Liegen  Umläufe 
um  z,^  =  0  vor,  so  wird  man  die  von  hier  herrührenden  Multiplicatoren 
der  ^1,  ^2  ^-us  der  Gestalt  der  rechten  Seite  von  (6)  auf  Grund  der 
Regel  (13)  pg.  227  leicht  feststellen. 

Wir  behandeln  jetzt  endlich  nocli  die  Frage,  ob  die  polymorphen 
Formen  %^y  t^  aus  ihren  wesentlichen  Eigenschaften  als  eindeutig  be- 
stimmt anzusehen  sind  oder  nicht.  Als  wesentliche  Eigenschaften 
sind  hierbei  anzusehen,  rZrt.ss  t  =  ^j :  ^g  ^^^;  ^^^^  erlaubten  Wertejxiaren 
z-^,  ^2  ^'tnnier  nur  ivieder  erlaubte  Wertepaare  der  Formen  ^j,^,  entsprechen, 
und  dass  sich  dir  t^,  to  gegenüber  eiiwm  geschlossenen  Umlaufe  m  der 
Gestalt: 
(10)  t[=t{cct,  +  ßt;),     t'^=r{yt,  +  dt.) 

suhstituieren,  ivo  t  ein  (für  jeden  Umlauf  besonders  zu  hestimmender)  eon- 
stanter  Factor  ist  und  a,  ß,  y,  ö  die  Coefficienten  der  von  doi  Z^,  Z., 
gelieferten  entsprechenden  unimodularen  Suhstitidion  sind. 

Mögen  die  Formen  ^i,t>  die  Eigenschaften  der  ^j,t,  teilen,  indem 
sie  insbesondere  gegenüber  dem  gedachten  Umlaufe  die  Substitution 
erfahren: 

Man  bezeichne  alsdann  den  Quotienten  y-)  der  mit  -y-  identisch 

ist,  als  Form  auf  der  Riemann'schen  Fläche  F„,  mit  f{z^,z.^.  Diese 
Form  /"(^i,  z^  ist  auf  der  Fläche  überall  endlich  und  von  null  ver- 
schieden, und  sie  verhält  sich  gegenüber  geschlossenen  Umläufen 
multiplicativ.      Dem    eben    im    speciellen   betrachteten   Umlaufe   corre- 

spondiert  offenbar  der  Multiplicator  —  der  Form  f{z^ ,  z.^. 

Es  gilt  nun  folgender  wichtige  und  weiterhin  noch  oft  zu  ver- 
wendende  Satz:  Eine  nudtiplicative  Form  F{z^,  z.^),  welche  auf  der 
Fläche  Fy,  überall  frei  von  Nidlpunhten  und  Polen  ist,  uml  ivelche,  ivie 
hier  stets  vora^iszusetzen  ist,  auf  iv,  nirgends  iveseptlich  singulare  Punkte 
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hesitzt,  ist  die  Exponentialfunction  eines  Integrals  erster  Gattung.  Nehmen 
wir  nämlich  erstens  an,  F{z^,  z.^  besitze  die  von  0  verschiedene 
Dimension  d,  so  stellt: 

YF{ß„z,Vr^.P{z,e) 

mit  willkürlich  gewählter  Stelle  e  eine  multiplicative  „Function"  auf 
Fu:  vor,  welche  polfrei  ist  und  nur  einen  bei  c  gelegenen  Nullpunkt 
erster  Ordnung  aufweist.  Der  Logarithmus  dieser  Function  verhält 
sich  gegenüber  Umläufen  von  z  „additiv",  d.  h.  er  stellt  ein  Integral 
der  Fläche  F„  dar,  und  zwar  müsste  dasselbe  einen  bei  e  gelegenen 
logarithmischen  Unstetigkeitspunkt  besitzen.  Aber  ein  solches  Integral 
giebt  es  nicht;  und  also  ist  die  Annahme,  dass  die  Dimension  d  von 
F{z^,  z.^  von  0  verschieden  sei,  unzulässig.  Ist  aber  diese  Form  von 
der  Dimension  0,  so  erkennt  man  in  ihrem  Logarithmus  direct  ein 
Integral  erster  Gattung,  womit  unsre  Behauptung  erwiesen  ist. 

Als  System  überall  endlicher  Integrale  benutzen  wir  nun  zweck- 
mässig die  Normalintegrale  W{,Wl,...,W'^,  die  ohnehin  bei  der 
Primform  zur  Verwendung  kamen.  Als  Ergebnis  folgt  alsdann:  Die 
allgemeinste  Art,  die  polymorphe  Function  t,  in  zivei  polymorph  Formen 
^1,  ^2  ^u  spcdten,  ivelche  eine  mit  der  imimodidaren  F  homomorplie  Sidj- 
stitutionsgruppe  liefern,  und  tvelelie  hei  erkmhten  Wertepaaren  z^,  z.^  selber 
heständig  nur  erlauhtc   Wertepaare  annehmen,  tvird  geliefert  durch: 


(11) 


rc^+cy  iii-  +  -  •  +  c«"', 


■ywJl''^''''^ 


i'{z,e/^.)     ^ 


^^^  =  ßCo+ci  n\'  +  -  ■  +  Cpiypz 


ivobei  die  Cq,  c^,  .  .  .,  Cp  unlll'iirlicJi  wäJdbare  Constante  sind. 

Im  Falle  ^;  =  0,  wo  sich  der  in  (11)  rechter  Hand  auftretende 
Exponentialfactor  auf  eine  Constante  reduciert,  kommen  wir  zu  unseren 
früheren  Formeln  (2)  pg.  110  zurück. 

§  4.    Differentialgleichungen  der  polymorphen  Functionen 
und  rormen  bei  Gebilden  mit  2^  ^  ^• 

Für  die  einzehie  unserer  polymorphen  Functionen  ^(z)  gewannen 
wir  im  ersten  Kapitel  (pg.  48  ff.)  eine  Differentialgleichung  dritter  Ordnung. 
Es  zeigte  sich  nämlich,  dass  der  in  (1)  pg.  47  erklärte  Schwarz'sche 
Differentialausdruck  [g]r  auf  der  Riemann'schen  Fläche,  für  welche  wir 


234  I-  Engere  Theorie  der  eindeutigen  automorphen  Functionen. 

die  pg.  219  ff.  benutzte  Bezeiclinung  F^,  wieder  aufnehmen,  eine  zu- 
gehörige algebraische  Function  wird: 

(1)  l^].=  2Bis,zn 

Von  dieser  Function  B-{s,  z)  haben  Avir  pg.  49  bereits  die  sämt- 
lichen Pole,  sowie  einige  Nullpunkte  aufgezählt.  Genauer  verfolgt 
haben  wir  die  Bauart  dieser  Function  a.  a.  0.  allerdings  nur  erst  für 
p  =  0.  Wir  gelangten  hier  zur  Differentialgleichung  (8)  pg.  50,  auf 
deren  rechter  Seite  eine  ganze  Function  G„^i(z)  vom  Grade  (n  —  4) 
noch  unbestimmt  blieb.  Die  (« —  3j  einstweilen  unbekannten  Coeffi- 
cienten  dieser  Function  bezeichneten  wir  als  die  „accessorisclien  Para- 
meter" der  Differentialgleichuno;. 

Es  wird  zunächst  gar  nicht  schwierig  sein,  auch  bei  beliebigem  j> 
die  Anzahl  der  accessorisclien  Paraineter  abzuzählen.  Wir  müssen  zu 
diesem  Zwecke  nur  etwas  genauer  auf  die  Angaben  von  pg.  49  ff.  zurück- 
kommen. Die  Bezeiclinungsweise  wählen  Avir  zweckmässig  in  Über- 
einstimmung mit  unserer  soeben  in  §  3  durchgeführten  Untersuchung. 

Die  Pole  unserer  algebraischen  Function  [^J«  liegen  ausschliesslich 
au  den  u  Stellen  e^,  e.2,  .  .  .  e„  und  in  den  Verzweigungspunkten  v  der 
Fläche  Fw.     P^ür  die  einzelne  Stelle  e  gilt  nach  (6)  pg.  49: 

(2)  [tl  =  ^  (l  -  f.)  (^  -  e)-  2  [1  +  a,(^  -  e)  +  a,{z  -ey+.-  -1; 

auf  die  Umgebung  des  einzelnen  Verzweigungspunktes  v,  in  dem  x 
Blätter  zusammenhängen  mögen,  bezieht  sich  die  aus  (5)  pg.  48  ent- 
springende Entwicklung: 

in  welcher  durch  das  Zeichen  *  hervorgehoben  sein  soll,  dass  das  Glied 

mit    der    ersten  Potenz    der  Entwicklungsgi'össe  t/^ y  ausfällt.      Wir 

merken  an:  Die  Anzahl  der  Pole  und  damit  die  „Wertigkeit"  unserer 
algebraischen  Function  [^]j=  2i?(s,  ^)  ist: 

(4)  2n  -f  2^x„ 

wobei  sich  die  Summe  auf  die  Verzweigungspunkte  der  ;«;- blättrigen 
Fläche  F,„  bezieht. 


*)  Um  Verwechsehmgen  mit  der  Blätteranzahl  tv  der  Fläche  Fw  zu  ver- 
meiden, haben  wir  die  pg.  49  mit  w  bezeichnete  algebraische  Function  des  Ge- 
bildes hier  s  genannt. 
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Zwischen  der  Blätteranzahl  w,  dem  Geschlechte  ^j  und  den  Multipli- 
citäten  x  der  Verzweigungspimkte  besteht  nun  (cf.  „M."I  pg.  494)  die 
Relation: 

(5)  -2w  4-^(JfÄ -l)-2p-2. 

u 

Die  in  (4)  gegebene  Wertigkeit  von  [t;];  ist  hiernach  stets  >  2^j  —  2; 
und  also  zeigt  der  Riemann-Roeh'sche  Satz  (cf.  „M/' I  pg.  549),  dass 
die  allgemeinste  algebraische  Function  von  F^,,  welche  dieselben  Pole 
wie  [^]:  hat,  noch: 

(6)  2«-i>  +  l  +  2V 


JCä 


/t 


willkürliche  Constante  linear  und  homogen  enthält.*) 

Für  unsere  besondere  Function  [^];  reduciert  sich  aber  diese  An- 
zahl einmal  auf  Grund  der  Entwicklungen  (2)  und  (3),  andrerseits  weil 
an  der  unendlich  fernen  Stelle  jedes  der  iv  Blätter  ein  Nullpunkt 
vierter  Ordnung  liegt  (cf.  pg.  49).  In  (2)  ist  der  Anfangscoefficient 
bestimmt,  in  {S)  sogar  die  beiden  ersten  Coefficienten,  so  dass  für 
jede  Stelle  e  eine  Einheit,  für  jeden  Verzweigungspunkt  zwei  Einheiten 
von  der  Anzahl  (6)  in  Abzug  zu  bringen  sind.  Bringen  wir  zugleich, 
den  w  Nullpunkten  vierter  Ordnung  bei  ^  --  co  entsprechend,  den  Abzug 
4iü  an  der  Anzahl  (6)  an,  so  bleibt: 

n-p+1-  4:iü  +  2^(x;,  -  1), 

eine  Anzahl,  die  man  mit  Hilfe  der  Relation  (5)  sofort  in  die  Gestalt 
(.fi  _|_  3j,  _  3)  kleidet.  Also  entspringt  das  Ergebnis:  Bie  Anzahl  der 
accessoriscJien  Parameter  in  der  Differentialgleichung  (1),  d.  h.  derjenigen 
Parameter,  ivelche  durch  die  Pole  und  die  hei  0  =  oo  gelegenen  Null- 
pmikte  von  R{s,  z)  noch  nicht  bestimmt  sind,  ist  hei  heliehigem  p: 
(7)  n  4-  3i>  -  3. 

Für  p^O  kommen   wir  auf  die  Anzahl  (^n  —  3)  der  Coefficienten  der 
Function  Gn--i(z)  zurück. 

Indem  wir  nun  genauer  auf  die  Gestalt  der  Function  Pi{s,z)  em- 
gehen,  setzen  wir  uns  sogleich  auch  wieder  mit  den  pg.  117  ff.  gegebenen 
Entwicklungen  über  die  linearen  Biff'erentialgleicimngen  z-weiter  Ordnung 
für  die  polymorphen  Formen  in  Verbindung.  Insbesondere  haben  wir 
für  die  Formen  f{Zi,  Zo)  der  linearen  Schar: 

*)  Für  den  Fall  j|9  =  1,  der  bei  der  Formulierung  des  Riemann-Roch'schen 
Satzes  in  „M."Ipg.  549  zunächst  ausgeschlossen  war,  bleibt  diese  Angabe  un- 
mittelbar gültig. 
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(8)  f(s„z,)  =  Ä^,  +  lJt, 

in  (12)  pg.  125  eine  invariante  Gestalt  der  Differeutialgleicliimg  ge- 
wonnen, welche  dem  Umstände  Recluiung  trägt,  dass  an  Stelle  von 
z^,  2-2,  irgend  zwei  linear -unabhängige  Verbindungen  az^  +  hz^^  cz^  -{-dz.^ 
als  Argumente  unserer  polymorphen  Formen  bei  ^;  =  0  eintreten  können. 
Die  für  2^  ^  ^^  ausgeführten  Untersuchungen*)  bringen  in  ent- 
sprechender Weise  sowohl  bei  den  Differentialgleichungen  (1)  der  poly- 
morphen Functionen,  wie  bei  den  linearen  Differentialgleichungen  der 
polymorphen  Formen  entsprechend  die  invariante  Eigenart,  die  im 
einzelnen  Falle  vorliegt,  zur  Geltung.  Folgende  drei  Fälle  kommen  in 
erster  Linie  in  Betracht: 

1.  elliptische  Gebilde  vom  Charakter  (1,«), 

2.  hyperelliptische  Gebilde  vom  Charakter  (p,  0), 

3.  nicht- hyperelliptische  Gebilde  vom  Charakter  (3,  0). 

In  den  beiden  ersten  Fällen  wird  man  z  als  ztveiicerfifje  Function 
auswählen,  so  dass  wir  eine  Riemann'sche  Fläche  Fe,  mit  (2j)  -f  2) 
YerzAveigungspunkten  gewinnen.  Die  Bauart  der  Differentialgleichungen 
muss  alsdann  wieder  invariant  sein  gegenüber  der  Transformation: 

(9)  z[=  az^-{-  hz^,     zl  =  cZy  -f  ds^] 

denn  neben  z  ^^  z^'.  z^  ist  immer  auch  z'  =  z[ :  z^  eine  zweiwertige  mit  z 
gleichberechtigte  Function. 

In  den  beiden  Fällen  1  und  2  befinden  wir  uns  hiernach  im  Ge- 
biete der  binären  Invariantentheorie.  Wir  merken  in  dieser  Hinsicht 
sogleich  an,  dass  ^^'^[t].-  eine  invariante  Form  (— 4)*^'"  Dimension  der 
Zi,z^  ist;  in  der  That  gewinnt  man  aus  (3)  pg.  48  sehr  leicht: 

(10)  ^r^m.=  (od  -  iHfz'r'itl-- 

Des  weiteren  werden  wir  die  Differentialgleichimgen    zweiter  Ordnung 
wieder,  wie  pg.  125,  aus   Uberschiebunffen  aufbauen. 

Im  Falle  3.  wird  man  an  die  „Normalcurve  der  g)"  anknüpfen 
(cf.  „M."  I  pg.  569) ,  welche  für  j>  =  3  eine  singularitätenfreie  ebene 
Curve  vierter  Ordnung  wird.  Hier  gelangt  man  also  in  das  Gebiet  der 
ternären  Invariantentheorie. 


*)  Neben  den  pg.  126  ausführlich  genannten  Abhandlungen  kommen  noch 
in  Betracht  die  Vorlesungen  von  Klein  „Über  lineare  Differentialgleichungen  ziveiter 
Ordntmg"  vom  Sommersemester  1894,  sowie  die  Abhandlung  von  G.  Pick  ..Zur 
Tlieorie  der  zu  einem  algebraischen  Gebilde  gehörenden  Formen",  Mathem.  Ann. 
Bd.  50  (1897).  Siehe  auch  die  Note  von  Klein  „  Autographirte  Vorlestmgshefte  II" 
Mathem.  Annalen  Bd.  46  (pg.  77  fF.),  1894. 
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Bei  einem  elli])tischen  Gebilde  vom  Charakter  (1,  n)  bezeickaen 
Avir  die  Form  vierter  Dimension,  deren  Nullpunkte  die  vier  Verzweigungs- 
punkte*) sind,  durch  (p^i^Zi,  z^: 

4 

(11)  9^d^i,^,)=UMP-^,yW). 

A  =  1 

Alsdann  haben  wir  im  Producte: 

eine  algebraische  Function  des  Gebildes,  welche  bei  £;  ^  oo  in  beiden 
Blättern  endlich  imd  im  allgemeinen  von  null  verschieden  ist,  und 
welche  im  einzelnen  Verzweigungspunkte  nur  noch  einen  Pol  zweiter 
Ordnung  aufweist.     Wir  verstehen  nun  unter: 

(13)  H, {,, ,.^,)  =  S^'^~  f Ä-V 

die  zur  Form  qp  gehörende  Hesse 'sehe  Form,  welche  gleichfalls  von  der 
vierten  Dimension  in  den  2^,  z.2  ist.  Die  Rechnung,  welche  man  am 
zweckmässigsten    an    eine    der   Normalgestalten    von    cp^   anknüpft    (cf. 

IT 

„M."  I  pg.  13ff.),  zeigt  alsdann,  dass  die  „Function"  —  -5—  ausschliess- 
lich in  den  Verzweigimgspunkten  Pole  besitzt  und  zwar  Pole  von 
denselben  Coefficienten  wie  die  in  (12)  dargestellte  Function  [siehe 
oben  Formel  (3)].     Die  Folge  ist,  dass: 

eine  algebraische  Function  unseres  Gebildes  ist,  die  nur  noch  an  den 
n  Stellen  <;  Pole  jeweils  zweiter  Ordnung  hat.  Wendet  man  auf  die 
Darstellung  dieser  Function  die  bekannten  Sätze  über  den  Ausdruck 
der  algebraischen  Function  eines  elliptischen  Gebildes  im  Integral  erster 
Gattung  an  und  zieht  die  Anfangscoefficienten  der  Entwicklungen  (2) 
hierbei  heran,  so  zeigt  sich,  dass  im  Ausdruck  von  Q{s,s)  gerade  n 
Coefficienten  unbekannt  bleiben.**)  Damit  hahen  ivir  in  der  That  die 
n  accessoriscJien  Parameter  geivonnen;  die  Differentialgleichung  dritter 
Ordnung  aber  geivinnt  die  invariante  Gestalt: 


*)  Der  Einfachheit  halber  halten  wir  an  der  pg.  219  getroffenen  Verabredung 
fest,  dass  keiner  der  Verzweigungspunkte  bei  2  =  00  gelegen  ist. 

**)  Die  nähere  Ausführung  dieser  Entwicklung  findet  man  in  den  pg.  236  ge- 
nannten Vorlesungen  von  Klein  pg.  67. 
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Zu  ganz  analogen  Verhältnissen  gelangen  wir  im  Falle  eines 
hyperelliptischen  Gebildes  vom  Charakter  {^h  0)-  D^n  (^i^  +  2)  Yer- 
zweigungspunkten  entspricht  hier  die  Form: 

2^+2 

(15)  ^2p+  2(^X,  ^,)  =r[('^'f  -  ^2^1'^) 

/i  =  l 

von  der  Dimension  (2 2)  +  2)  in  den  z^,  z^.  Jetzt  haben  wir  in 
^2~^[^]-^2?'  +  2  ^i^^  Form  der  Dimension  (2^)  —  2),  welche  nur  noch  in 
den  Verzweigungspunkten  und  zwar  je  von  der  Ordnung  2  polar  un- 
stetig   wird.      Die    zu    ^2^  +  2    gehörende  Hesse'sche  Form  H/^p  besitzt 

TT 

die  Dimension  4^>  in  den  z^,  z.^,  so  dass  der  Quotient  —  >  welcher 
gleichfalls  der  Dimension  (2^j  —  2)  in  den  z^,  z=^  angehört,  wieder  an 
denselben  Stellen  und  in  derselben  Ordnung  wie  zj  *  [^]j  (ftp  j^  2  polar 
unstetig  wird.     Dabei  zeigt  die  nähere  Rechnung,  dass 

in  den  Verzweigungsj^unkten  endlich  bleibt  und  demnach  eine  ganze 
algebraische  Form  unseres  Gebildes  darstellt.    Letztere  ist  in  der  Gestalt: 


i^^2p-  2  (^1,  ^2)  +  zp-3(^u  ^2)  yW+I(^iT^ 

darstellbar,  z/;  und  y^  ganze  rationale  Formen  der  Dimensionen  (2^>  —  2) 
und  (^;  —  3)  in  den  z^ ,  z^  sind.  Die  2 j:>  —  1  +  ^9  —  2  ^  3 j7  —  3  Coeffi- 
cienten  dieser  Formen  sind  die  liier  in  Betracht  Iwmmenden  accessorischen 
Parameter;  die  Differentialgleichung  aher  geivinnt  die  Gestalt: 

(16)  ^Hei  = ^ -+  ^+^^^. 

Den  Übergang  zur  Differentialgleichung  ziveiter  Ordnung  der  pölg- 
morphen  Formen  wollen  wir  etwa  für  den  Fall  des  eben  betrachteten 
hyperelliptischen  Gebildes  {p,  0)  näher  skizzieren.     Ist  zunächst: 

F{z„z,)  =  AZ,-^BZ., 
eine    beliebige    Form    aus    der    vermöge    der    beiden   „Formen    nullter 
Dimension'*    (1)   pg.  228  zu    bildenden   linearen    Schar,    so    gilt    nach 
pg.  118ff.: 
(17)  ^^  +  R{s,z)F=0, 

wo  Fi{s,z)  die  in  (1)  rechts  stehende  Function,  d.h.  im  gegenwärtigen 
Falle  die  mit  \z\  multiplicierte  rechte  Seite  der  Gleichung  (16)  ist. 
Die  von  uns  oben  bevorzugten  j)olymorphen  Formen  sind  aber  nicht 
die  Z^,  Z^,  sondern  die  t^ ,  ^9 ,  welche  im  fraglichen  Falle  nach  (4) 
pg.  230  die  Gestalt  haben: 
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Dem  überall  endlichen   und  nirgends  verschwindenden  Differential  da 
können  wir  nun  im  hyperelliptischen  Falle  auch  die  algebraische  Aus- 
drucksform geben: 

(z,dz) 

(18)  dc),=  -7=    . 

so  dass  die  polymorphen  Formen  ^1,^2  in  den  z^,  z.^  die  Dimension 
— — ^  darbieten.  Die  Formen  f{z.^ ,  s.2)  der  Schar  (8)  werden  hiernach 
mit  den  eben  gemeinten  Formen  F  nullter  Dimension  einfach  durch 
die  Relation: 

(19)  F=z-'y^^2-f 

zusammen.  Transformieren  wir  aber  die  Differentialgleichung  (17)  ver- 
möge dieser  Relation  auf  /"  so  führt  die  Zwischenrechnung,  welche  wir 
hier  unterdrücken,  auf  folgendes  Ergebnis:  Die  invariante  Gestalt  der 
Bijferenticdgleichmig  ziceiter  Ordnung  der  liolijmorphen  Formen  fißiyZ^) 

von  der  Dimension  — ^  (in  den  z^ ,  z^)  ist  im  Falle  eines  hyperelliptisclien 
Gebildes  (2h  0)  die  folgende: 

tvo  linl-er  Hand  die  zweite  Uherschiebung  der  Formen  f  und  (p  gemeint  ist. 
An  die  Gleichung  (20)  schliessen  wir  noch  folgende  beiläufige 
Bemerkung.  Das  hyperelliptische  Gebilde  gestattet  eine  eindeutige 
Transformation  der  Periode  2  in  sich,  welche  einen  Zeichenwechsel  der 
Function  ]/^  bei  unverändertem  z  bewirkt.  In  vielen  Fällen  stellt  sich 
diese  Transformation  in  der  polymorphen  Function  ^  als  lineare  Sub- 
stitution  der  Periode  2  dar,  deren  Zusatz  zur  zu  Grunde  liegenden 
Gnippe  F  des  Charakters  (i?,0)  eine  Gruppe  F'  der  Signatur 

(0,2i>-t-2;    2,  2,... ,2) 

erzeugt.*)  Ist  dies  der  Fall,  so  verschwindet  in  (20)  die  Form  %p—z 
identisch,  und  die  Differentialgleichung  (20)  reduciert  sich  auf: 

Sic  ist  T^eiiie  andere,  als  die  in  (12)  pg.  125  allgemein  aufgestellte 
Differentialgleichung ,  tvclche  zur  vorliegenden  Gruppe  des  GescJdechtes  null 
und  der  Signatur  (0,  2^9  -f  2;  2,  2,  .  .  .,  2)  gehört.  In  der  That  zeigt 
man  auch  nach  pg.  123  leicht  direct,  dass  die  a.a.O.  mit  «^(^1,^2) 
bezeichnete  Form  für  die  hier  in  Rede  stehende  Signatur  identisch 
verschwindet. 


*)  Es  muss  hier  dahingestellt  bleiben,  bei  welchen  Gruppen  F  die  im  Texte 
bezeichneten  Verhältnisse  zutreffen. 
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An  dritter  Stelle  war  oben  (])g.  236)  ein  nicht -liyperelliptisches 
Orebilde  vom  Charakter  (3,  0)  genannt;  wir  wollten  für  die  algebraische 
Behandlung  die  Normal curve  vierter  Ordnung  zu  Grunde  legen,  welche 
durch  ^4(^1,  s^,  ^3)  =  0  gegeben  sei.  Um  zunächst  Anschluss  an  die 
binäre  Invarianten theorie  zu  gewinnen,  kann  man  die  eben  genannte 
Curve  auf  die  Axe  5'3=0  projicieren,  wo  alsdann  ^1,^9  ^^^  binären 
Variabelen  sind.  Diesen  Standpunkt  nimmt  Klein  in  seinen  pg.  236  ge- 
nannten Vorlesungen  ein,  wo  man  die  Differentialgleichung  dritter 
Ordnung  pg.  97,  diejenige  zweiter  Ordnung  für  die  hier  mit  f{ßi,2^) 
bezeichneten  Formen,  die  übrigens  die  Dimension  —  —  in  den  z^,  z^,  z^ 
haben*),  pg.  100.  aufgestellt  findet.  Diese  letztere  Differentialgleichung 
hat  dann  aber  Gordan**)  einer  Umgestaltung  unterzogen,  welche 
den  ternären  Variabelen  z^,  z^,  z.^  gleichmässig  gerecht  Avird.  Bezeichnen 
wir  die  Gleichung  der  zu  Grunde  gelegten  Normalcurve  vierter  Ordnung 
symbolisch  durch: 

^4(^i;'*"2>^3)  =  '*i  =  '4  =  0, 

SO  ist  in  den  Symbolen  der  ternären  Invariantentheorie  die  Gordan'scJie 
Gestcdt  der  Differenticdgleichxng  zweiter  Ordnung  für  die  polymorplien 
Formen  f  hei  einem  Gehilde  (3,  0).- 

(21)  cm{ahff-^td^i,^2,h)-f-0; 

hierbei  bedeutet  -^^  eine  unbekannt  bleibende  tertiäre  ganze  Form  zweiten 
Grades,  deren  sechs  Coefficienten  die  sechs  in  diesem  Falle  eintretenden 
accessorischen  Parameter  sind.'^**) 


*)  Man  beachte  nur,  dass  das  überall  endliche  und  nirgends  verschwindende 
Differential  hier  die  Dimension  —  1  in  den  Zi,  z^^  s^  hat,  insofern  es  in  die  Ge- 
stalt gesetzt  werden  kann: 

{z,  dz) 


'J  (Oz 


m 


unter   g^(z^,  z^,  z.^)  =  0,    wie  im  Texte,    die   Gleichung  der  Normalcurve    vierter 
Ordnung  verstanden. 

**)  „  Ü6er    unversweigte    lineare   Differentialgleichungen   zweiter    Ordnung   auf 
ebenen  Curven  vierter  Ordnung",  Mathem.  Annalen  Bd.  46  pg.  606  (1895). 

***)  Über  die  allgemeine  Gestalt  der  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 
bei  irgend  welchen  algebraischen  Gebilden  hat  Pick  in  der  pg.  236  genannten 
Abhandlung  eine  Reihe  von  Ansätzen  entwickelt,  welche  alsdann  bei  binär  ge- 
gebenen Gebilden  zur  näheren  Durchführung  gebracht  werden. 
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§  5.  Darstellung  aller  unverzweigten  automorphen  Formen 

einer  Gruppe   F  beliebigen  Gesehleclites    durch    die  Prim- 

und  Grundformen. 

In  §  3  des  zweiten  Kapitels  (pg.  66  ff.)  wurde  der  Begriff  der 
tmver^iveigten  automorphen  Formen  (pd{ti,  ^2)  beliebiger  ganzer  oder  ge- 
brochener, positiver  oder  negativer  Dimensionen  d  für  Gebilde  beliebigen 
Geschlechtes  festgelegt  und  näher  entwickelt.  Eine  solche  Form  nimmt 
bei  Ausübung  einer  Substitution  der  unimodularen  homogenen  Gruppe 
einen  constanten  Factor  ^  an.  Handelt  es  sich  um  eine  eindeutige 
Form,  so  ist  der  Multiplicator  }i  durch  die  ausgeübte  Substitution 
unzweideutig  bestimmt;  anderenfalls  hat  man  noch  anzugeben,  auf 
welchem  Wege  die  ursprünglichen  Argumente  ^j,  ^g  i^  ^i^  äquivalenten 
^[,  ^2  überführt  werden  sollen. 

Die  Argumente  ^j,  ^o  ^^^'  automorphen  Formen  gcvi(^i,  ^2)  werden 
nach  wie  vor  nur  „erlaubte  Wertepaare"  (cf.  pg.  64)  darstellen  dürfen. 
Aber  wir  wollen  hier  im  übrigen  ein  wenig  allgemeiner  verfahren  und 
uns  nicht  auf  den  Gebrauch  von  nur  unimodularen  Substitutionen  be- 
schränken. Weicht  die  mir  Ausühimy  l-ommende  Suhstitntion  von  der 
unimodtdaren,  ivie  in  (10)  ikj.  232,  um  den  Factor  r  ah,  so  ivird 
der  migehörige  3IuUiplicator  der  Form  durch: 

(1)  (J^'=ti-  r'' 

gegeben  sein,  unter  fi  den  mir  unimodtdaren  Substitution  gehörenden 
Multiplicator  der  Form  (pd{li^^^^  verstanden.  Ist  d  ganzzahlig  (und 
dies  ist  bei  den  später  allein  in  Betracht  kommenden  eindeutigen 
Formen  stets  der  Fall),  so  sind  die  Multiplicatoren  ^  und  /x'  unmittel- 
bar eindeutig  aus  einander  berechenbar. 

Diese  Erwägung  ermöglicht  uns  den  Gebrauch  der  im  vorigen 
Faragraphen  hergestellten  Formen  ^^ ,  ^3  als  Argumente  der  automorphen 
Fm'men.  Indem  wir  dann  aber  auf  die  Darstellungen  (4)  pg.  230  der 
^1,  ^2  zurückgehen,  stellt  die  einzelne  imverziveigte  aidomorphe  Form 
<3Pd(&i,  ^2)  äurch  Vermittlung  dieser  ^,,^2  auf  der  Biemann' sehen  Fläche 
F,„  eine  Form  dar,  welche  frei  von  tvesenilich  singidären  Stellen  ist,  und 
welche  sich  gegenüber  geschlossenen  Umläufen  auf  der  Fläche  multipliccdiv 
verhält. 

Diese  Auffassung  ist  in  Übereinstimmung  mit  unserer  von  Anfang 
au  befolgten  Maßregel,  die  Ordnungen  der  Nullpunkte  und  Pole  einer 
automorphen  Form  auf  dem  Fundameutalbereiche  oder,  wie  wir  auch 
sagen  können,  auf  der  Riemann'schen  Fläche  F,„  abzumessen.  Wir 
erinnern  daran,  dass  an  den  n  Stellen  Ck,  welche  von  den  festen  Poly- 
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gonecken  herrühren,  Pole  oder  Nullpunkte  gebrochener  Ordnungen  auf- 
treten konnten  (cf.  pg.69).  Wird  die  Stelle  e^.  von  einer  ellii^ischen  Ecke 
geliefert,    so    haben  wir   hei    der    einzelnen  Form  (pd{^i,  ti)  Äiißi*  einen 


in 


Nullpunkt  der  Ordnung  -^  anzunehmen,    wo  mi,  eine    ganze  Zahl    des 

Intervalles  0  <  in^-  <  l^  ist  und  Ik  die  Periode  der  zugehörigen  ellip- 
tischen Erzeugenden  bedeutet.  Entspricht  aber  6/.  einer  parabolischen 
Ecke,    so  denken  wir  7/.  willkürlich  gewählt  und  nehmen  für  ffdij^i,  t,^) 

ml. 
bei   ßk    einen  Nullpunkt    der    Ordnung    ,—  an,    wo   wieder  0  ^  mi  <  l'k 

'k 

gilt.  In  beiden  Fällen  kann  alsdann  zu  dem  derart  festgelegten  Null- 
punkte noch  irgend  ein  Pol  oder  Nullpunkt  ganzzaldiger  Ordnung 
hinzutreten. 

Wir  erkennen  so:  Die  imver zweigten  autoinorjjhai  Formen  (pd{^i,  t^) 
liefern  auf  der  Piiemann' sehen  Fläche  F,„  miütiplicativc  Formen,  tvelche 
an  den  n  Stellen  e^,  c.,, . .  .,  e«  in  der  soeben  beschriebetien  Weise  ver- 
zweigt sind,  übrigens  aber  auf  der  ganzen  Fläche  tmverzweigt  bleiben. 
Dabei  wird  die  (in  der  Primform  gemessene)  Dimension  der  von 
g^ditif  ^o)  gelieferten  multiplicativen  Form  d-v~^,  wo  v  durch  (5)  pg.  230 
definiert  ist. 

Es  ist  nun  ganz  besonders  wichtio-,  dass  auch  die  Umkehrunof 
des  so  ausgesprochenen  Theorems  offenbar  ohne  weiteres  gültig  ist: 
Irgend  eine  wie  bezeichnet  verzweigte  midtiplicative  Form  der  Fläche  F,^ 
liefert,  in  Äbhängiglicit  von  ^^ ,  ^^  gedeutet,  eine  unverztveigte  automorphe 
Form  unserer  Gruppe  F,  deren  Dimension  d  in  de)i  ^i,  ^g  ^^'^  f^^^  ^'*  (^^^' 
Primform  gemessenen  Dimension  jener  midtiplicativen  Form  durch  Beliaften 
mit  dem  Factor  v  entspringt. 

Auf  Grand  dieser  Sätze  sind  wir  im  Stande,  die  unverzweigten 
automorphen  Formen  der  vorgelegten  Gruppe  F  in  allgemeinster  Weise 
vermöge  der  Primform  auszudrücken  und  damit  zugleich  die  Gesamt- 
heit dieser  automorphen  Formen  zu  überblicken.  Mögen  für  eine  Form 
fPd{^\,  £"2)  die  Zahlen  mj,  bez.  ml,  II  festgelegt  sein,  und  möge  die  Form 
ausserdem  t  einfache  Nullpunkte  an  den  Stellen  x^,Xo,..-,Xt  der  Fläche 
und  s  einfache  Pole  bei  yi,  y-j,  •  •  -,  l/s  besitzen.  Natürlich  dürfen  sich 
die  einfachen  Nullpunkte  und  ebenso  die  Pole  auch  durch  Coincidenz 
zu  Nullpunkten  resp.  Polen  höherer  Ordnung  vereinen.  Wir  können 
alsdann  aus  der  Primform  eine  multiplicative  Form  herstellen,  welche 
betreffs  der  Pole  und  Nullpunkte  mit  (pdi^u  ts)  derart  übereinstimmt, 
dass  der  Quotient  beider  Formen  eine  überall  endliche  und  nicht -ver- 
schwindende multiplicative  Form  auf  P„.  ist.  Eine  solche  Form  aber  stellt 
nach  dem  pg.  233  bewiesenen  Grundsatze  die  Exponentialfunction  eines 
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überall  endlichen  Integrals  dar.  Es  entspringt  so  das  Tkeorem:  Jede 
unverzweigte  automorphe  Form  fpci{Xi,^=>)  gestattet  eine  Barstellung 
folgender  Art: 

(2)  ^.fe,fe) =/•+"".•+■ -^vv  ;-i^;j^^u ^(^.^'■)'' . 

ivo  durch  den  oberen  Index  am.  Productmchen  daran  erinnert  sein  soll, 

dass  im  Falle  einer  parabolischen  Stelle  Ck  der  Exponent  -j-  durch  -y 

ersetd  werden  soll.  Die  Constanten  Cq,  c^,  .  .  .,  Cp  bleiben  bier  unbestimmt, 
d.h.  sie  sind  bei  gegebener  Lage  der  Pole  und  Nullpunkte  von  q)d(ti,ti) 
zunächst  willkürlich. 

Vermöge  des  vorletzten  Theorems  folgt  nun  auch  umgekehrt:  Jeder 
Ausdruch  von  der  Gestalt  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (2)  stellt  in 
Abhängigkeit  von  ^i,  t=>  eine  iinverm'eigte  automorphe  Form  unseres  Ge- 
bildes dar.  Dabei  wird  die  Dimension  d  dieser  Form  in  ^j ,  ^g  durch 
die  Grleichung:  ,  ^ 

(3)  ^  =  M»'^+^'t 

gegeben  sein,  wo  m  =  t  —  s  den  Überschuss  der  Anzahl  freier  Null- 
punkte von  g?rf(^i,  ^o)  ü^ßi'  diejenige  freier  Pole  darstellt  und  v  die 
durch  (5)  pg.  230  gelieferte  Zahl  ist. 

Alle  diese  Ergebnisse  entsprechen,  wie  man  erkannt  haben  wird, 
unmittelbar  den  bei  p  =  0  angetroffenen  Verhältnissen  (cf.  pg.  97  ff.). 
Wie  pg.74  haben  wir  als  die  einfachsten  unverzweigten  Formen  (fdi^uti) 
unseres  Gebildes  die  Primformen  und  die  Grundformen  anzusehen. 
Als  Primform  oder,  tvenn  es  zur  Unterscheidung  tvünsclwnswert  ist,  als 
„automorphe'-  Primform  bezeichnen  wir  eine  unverziveigte  ^wl freie  Form 
des  automorphen  Gebildes,  die  im  Fundamentalhereiche  nur  einen  Null- 
punld  erster  Ordnung  aufiveist.  Diese  Primformen  werden  zufolge  (2) 
unmittelbar  durch: 

(4)  g...fe,y=.^+^'"^^^+--  +  '>";P(.,^) 

geliefert  werden.  Für  die  Grundformen  der  elliptischen  Punlie  Ck  wird 
man  sofort  eine  entsprechende  Definition  aufstellen  und  die  Darstellung 
gewinnen: 

(5)  9^^te ,  Q  =  e'^+'^''^'+  ■  ■  ■+'^^  ''pPi^,  e,yK 

Als  Grundform  einer  parabolischen  Ecl'e  würde  man  consequenter 
Weise  log  P{z,  d)  zu  betrachten  haben;  indes  verhält  sich  dieser  Aus- 
druck  gegenüber    geschlossenen  Umläufen  auf  -Fy,  nicht  multiplicativ, 

16* 
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sondern  additiv,  und  er  ist  demnach  nicht  zu  den  automorphen  Formen 
resp.  Functionen  in  unserem  Sinne  (pg.  66)  zu  zählen.  Thatsächlich  kommt 
auch  bei  der  Darstellung  (2)  der  Formen  (pd{ti}  ^2)  Glicht  log  P{i3,  e*), 

i_ 
sondern  P{s,  e^t)'*  zur  Benutzung;  wir  av erden  demnach  diesen  letzteren 
Ausdruck,  den  wir  der  Allgemeinheit  halber  noch  mit  der  Exponential- 
function  eines  überall  endlichen  Integrals  multiplicieren,  als  eine  Grund- 
form   der   parabolischen  Ecke    bezeichnen. 

Nach  diesen  Festsetzungen  vermittelt  Formel  (2)  die  Darstellung 
einer  heliebicjen  unverziveigten  automorphen  Form  des  Gebildes  in  den 
„automorphen^'    Prim-    und    Grundformen. 

§  6.     Die  eindeutigen  automorplien  Formen  und  ihre  Multiplicator- 
systeme  bei  einer  Gruppe  beliebigen  Geschlechtes 

Unter  den  gesamten  unverzweigten  automorphen  Formen  von  T 
wollen  wir  jetzt  insbesondere  die  „eindeutigen"  weiter  verfolgen.  Wie 
bei  ^;  =  0  (cf.  pg.  83)  stellen  wir  folgende  Definition  an  die  Spitze: 
Eine  unverziveigte  automorphe  Form  (p,i{t-^,  t,^  ganzzahliger  Dimension  d 
heisst  eindeutig,  falls  sie  gegenüber  eitier  homogenen  Substitution  U  von  F 
stets  ein  und  denselben  Factor  ^  annimmt,  auf  tvelchem  imierhalb  des 
Bereiches  zulässiger  Werte  ^^ ,  t^  gdegenen  Wege  die  ursprünglichen 
Argumente  t^,  tj  auch  in  die  äquivalenten  l[,  i,^  überführt  sein  mögen. 

Bei  einer  vorgelegten  eindeutigen  Form  qPd(ti,  t^)  mögen  den  n 
elliptischen  bez.  parabolischen  Erzeugenden  U^,  U.2,  .  .  .,  U„  die  Multi- 
plicatoren  ft^,  jtj,  .  .  .,  fi„  entsprechen;  wir  bezeichnen  dieselben  mit  Ritter 
als  „  Verziveigungsmultipliccdoren'^  weil  sie  auf  der  Riemann 'sehen 
Fläche  F„.  durch  Umläufe  um  die  Verzweigungspunkte  e-^,e.2,  .  .  .,  Ck  der 
Form  (pdi^i,  t^)  geliefert  werden.  Den  Ua^,  TJb^,  .  .  .,  üa  ,  Ui,^  gehören 
entsprechend  die  „Periodenmultijilicatoren'^  fia^,  M'ii?  •  •  ■?  l^a  ?  ^6    zu. 

Den  Relationen  zwischen  den  Erzeugenden  gehen  nun  auf  Grund  der 
pg.  85  durchgeführten  Überlegung  Gleichungen  für  die  Multiplicatoren 
parallel.  Zunächst  bestimmen  sich  die  zu  den  elliptischen  bez.  para- 
bolischen Ecken  gehörenden  Verzweigungsmultiplicatoren  ^^  genau  wie 
bei  ^^  =  0  in  der  Gestalt  (6)  bez.  (7)  vmd  (8)  pg.  85.  Darüber  hinaus 
haben  wir  als  ,, letzte  primäre  Relation": 

(1)  nv.-UK^\v.,u.-'-(-^Y 

k=l  .7=1 

heranzuziehen.  Wie  man  nun  auch  die  beiden  Periodenmultiplicatoren 
fi'^^,  fi''    gewählt  haben  mag,  immer  ist  der  zu: 


I,  4.  Automorphe  Formen  und  Poincare'sche  Reihen  bei  beliebigem  p.    245 


Ua,.  ^  Uö„  Ua„  Ut 


—  l 

0„ 


geliöreude  Multiplicator  gleich  1;  denn  Ua  liefert  den  Multiplicator 
fiä^^  U.S.W.  Die  Folge  ist,  dass  sich  die  der  Gleichung  (1)  entsprechende 
Relation  für  die  Multiplicatoren  auf  dieselbe  Gestalt  reduciert,  welche 
wir  bereits  oben  (pg.  85 ff.)  bei  ^;  =  0  discutiert  haben:  Für  die  Gestalt 
der  Verziveigungsmidtipliccdoren  und  die  Anzahl  theoretisch  möglicher 
Midtiplicatorensysteme  ^^,  ^^, .  .  .,  yun  gelten  ohne  Einschränhiing  alle  für 
p  =  0  gemachten  Ausfidirimgen  und  geivonnenen  Ergebnisse;  die  Perioden- 
midtiplicatoren  ft»^, /ij^,  .  .  .,  fi„  ,  jUi,^  hleihen  in  jedem  Falle  als  complexe 

Constante  völlig  ivillldirlicJi  wählbar.  Die  Anzahl  aller  theoretisch  mög- 
lichen Multiplicatorsysteme  M  ist  hiernach  selbst  in  dem  Falle,  dass 
wir  nur  endlich  viele  Systeme  ^^,  ^^,  .  .  .,  ^in  besitzen ,  bei  ^  >  0  stets 
unendlich  gross. 

AVas  etwaige  secimdäre  Relationen  angeht,  so  gelten  für  dieselben 
abermals  die  gleichen  Bemerkungen  wie  bei  den  Gebilden  des  Ge- 
schlechtes null.      Innerhalb  der   AbcV sehen  Gesamtgnippe  aller  bei  der 

Signatur:  ,  ,    ,  .  , 

{p,n-li,l,,...,l„) 

tlieoretisch  möglichen  3Iidtipilicatorsystcme  M  tvird  durch  den  Hinzutritt 
secundärer  Eelationen  eine  Untergruppe  ausgesondert,  welche  alle  nunmehr 
noch  zulässigen  Multiplicatorsysteme  umfasst. 

Wir  verfolgen  diese  Verhältnisse  etwa  sogleich  am  Beispiele  der 
Hauptlreisgruppen  mit  isoliert  liegenden  Grenzpunlden.  Diese  Gruppen- 
kategorie wurde  zuletzt  pg.  216 ff.  ausführlich  besprochen;  wir  nehmen 
die  dort  gebrauchten  Bezeichnungen  hier  wieder  auf. 

Man  hat  im  ganzen  {n' ~  ^' -\- 2p')  secundäre  Relationen,  von 
denen  die  (m'  —  |ü')  ersten  die  Yerzweigungsmultiplicatoren  betreffen 
imd  sich  besonders  leicht  erledigen.  Diese  Relationen  sind  in  (5)  pg.  217 
dargestellt  und  ergeben  für  die  Verziveigungsnmltiplicatoren  die  Be- 
ziehungen : 

(2)  ^j- ^„'_^'_|_l  =  1,      jWj- ^U,/_,/+2  =  1,  .  .  .,      ;«„•_„'•  fl„  =  1. 

Die  2p'  noch  übrigen  secundären  Relationen  betreffen  die  p' 
symmetrischen  Gruppen  vom  Charakter  (2,0),  welche  nach  pg.  216  bei 
der  Herstellung  imserer  vorliegenden  Hauptkreisgruppe  durch  Composition 
beteiligt  sind.  Für  das  Quadrupel  der  Erzeugenden  F^,  Vo,  F«,  VI  der 
einzelnen  dieser  Gruppen  gelten  nach  (4)  pg.  217  die  beiden  Relationen: 

(3)  F„F/=1,     FFi=l. 

Man  versäume  nicht,  im  Polygonnetze  geschlossene  Umläufe,  wie  sie 
diesen   Relationen  entsprechen,   etwa  mit  Hilfe   von    Figur  29  pg.  216 


246  I-  Engere  Theorie  der  eindeutigen  automorphen  Functionen. 

sich  deutlich  zu  machen.  Der  Hauptkreis,  welcher  in  Figur  29  die  reelle 
^-Axe  ist,  durchsetzt  den  Fundamentalbereich  in  vier  Segmenten.  Auf 
dem  zweiten  derselben  (von  links  gerechnet)  fixiere  man  einen  beliebigen 
Punkt  ^Q.  Von  hier  aus  beschreibe  man  nach  dem  äquivalenten  Punkte 
VI{^q)  durch  das  untere  Halbpolygon  und  das  betreffende  benachbarte 
Halbpolygon  eine  Bahn,  deren  Endpunkt  VK^q)  wieder  auf  der  reellen 
Axe  gelegen  ist.  In  der  oberen  Halbebene  werde  von  F«,  (^q)  zurück 
nach  ^g  die  symmetrisch  zur  ersten  gelegenen  Bahn  beschrieben.  Auf 
diese  Weise  entspringt  offhibar  der  geschlossene  Umlauf,  ivelclier  zur  ersten 
Relation  (3)  liinfüJirt. 

Die  homogenen  Substitutionen  Ua  ,  Üb  ,  •  •  .,  Ua^,  Üb  ^  sollten  nun 
von  den  binären  „Formen"  (1)  pg.  228  geliefert  werden.  Wählen  wir,  was 
uns  fi-ei  steht,  die  Function  z  so,  dass  sie  auf  den  Hauptkreissegmenten 
des  Fundamentalbereichs  reell  ausfallt,  so  werden  für  conjugiert  com- 
plexe  ^  die  Werte  Z^  selber  conjugiert  complex  und  ebenfalls  die- 
jenigen von  Z^.  Demgemäss  werden  die  Coefficienten  z.  B.  der  Sub- 
stitution Ul  und  UaT^  paarweise  conjugiert  complex  ausfallen.  Da  die 
letzteren  Coefficienten  nun  aber  reell  sind,  insofern  doch  die  reelle 
^-Axe  den  Hauptkreis  liefern  sollte,  so  folgt  Ul=U^^.  Allgemein 
findet  man  auf  diese  Weise  als  homogene  Gestalt  der  fraglichen  2p' 
secundären  Belationen : 

(4)  Ua^Ub^=l,       übgUäg^'l,  (^=l,2,...,iy). 

Es  folgen  für  die  zugehörigen  Periodenmultiplicatoren  die  2p'  Gleichungen: 

(O)  >%  ^''g^'^>      ^*?  f*4  =  ^'  (Sr  =  1,  2,  .  .  . ,  p'). 

Weitere  Relationen  für  Multiplicatoren  liegen  bei  der  in  Discussion 
stehenden  Gruppe  nicht  vor. 

§  7.    Existenz  der  eindeutigen  Formen  bei  gegebenem  Multiplicator- 
system  im  Falle  beliebigen  Gesdüechtes. 

Es  sei  jetzt  wieder  eine  beliebige  Gruppe  F  vorgelegt,  für  welche 
ein  kanonischer  Fundamentalbereich  ausgewählt  sein  mag.  Derselbe 
liefert  für  die  unimodulare  homogene  Gruppe  i'  die  Erzeugenden: 

f/j,    C/g,  .  .  .,    lln,    Ua^,   Ub^,  ■  ■  -,    Ua^,   üb^, 

zwischen  denen  ausser  etwaigen  secundären  Relationen  jedenfalls  die 
primären  Relationen  in  der  uns  bekannten  Gestalt  bestehen.  Ein  be- 
liebiges zugehöriges,  d.  h.  allen  in  Betracht  kommenden  Relationen  ge- 
nügendes, System  M  gerader  oder  ungerader  Dimension  d  bestehe 
aus  den  Multiplicatoren: 

fXl,  ft,,  .  .  .,  ^„,  ^a,,  ftji,  •  •  ■,  u,a^  li-b- 
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Nach  pg.  100  haben  wir  bei  der  einzehien  elliptischen  Erzeugenden 
des  näheren  zu  setzen :  , 

(1)  (i,  =  e'"'^^,     A,-f?(mod.2), 

bei  der  einzelnen  parabolischen  Substitution  Uk  aber: 


2  in- 


(2)  .«,  =  e      'K 

Zumeist  werden  wir  Formel  (2)  mit  unter  (1)  subsumieren,  indem  wir 

bei  ?i  =  oo  auch  Xj^  derart  unendlich  gross  denken,  dass  „f    dem  end- 

f  ^  2  Zi- 

lichen rationalen  Bruche  —  gleich    wird.     Aus    der   „letzten   primären 

h  n 

Relation"  ergiebt  sich,  dass  die  Summe  ^^ -^  eine  der  Congruenz: 

i  =  l 

(3)  ^'r,-"^''  ^^^^-^^ 

A  =  l 

genügende  ganze  Zahl  ist.  Die  etwa  vorliegenden  secundären  Relationen 
werden  für  die  Multiplicatoren  des  Systems  M  natürlich  noch  weitere 
Einschränkungen  zur  Folge  haben. 

Giebt  es  nun  eine  eindeutige  Form  (pd{tif  ^2)  dieses  Multiplicator- 
systems  M,  so  wird  sich  dieselbe  nach  pg.  243  als  unverzweigte  auto- 
morphe Form  in  der  Gestalt: 

(4)  9.(^1  ,Q-e  P(.,2/J---P(.,2/,)i  1  ^(^'  ^^) 

k=l 

darstellen  lassen.  Hierbei  sind  die  Differenz  m  =  t  —  s  der  Anzahlen 
t  und  s,  die  Zahlen  nik  und  die  Dimension  d  durch  die  Relation: 

(5)  ^'  =  "(»+1"^) 
verknüpft,  wobei  die  Bedeutung  von  v  aus: 


Ä-  =  ] 


hervorgeht. 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Untersuchung  der  Frage,  ob  thatsächlich 
zum  vorgelegten  Multiplicatorsysteme  M  eine  eindeutige  Form  (4) 
existiert.  Zu  diesem  Zwecke  bestimmen  wir  die  Multiplicatoren  des 
in  Gleichung  (4)  rechts  stehenden  Ausdrucks  durch  Umläufe  der 
Stelle  s  auf  der  geschlossenen  Fläche.  Dabei  haben  wir  natürlich  zu 
beachten,  dass  die  einem  solchen  Umlaufe  entsprechende  Substitution 
der  ^j,  ^2  in  jedem  Falle  von  der  unimodularen  Substitution  um  einen 
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Factor  t  abweicht  (cf.  pg.  232),  und  dass  dieserlialb  der  Multiplicator 
/tt'  der  in  (4)  dargestellten  Form  mit  dem  correspondierenden  Multipli- 
cator fi  des  Systems  M  vermöge  der  pg.  241  betrachteten  Relation: 

(7)  ii'  =  iL-r^ 
zusammenhängt. 

Wir  untersuchen  nun  zunächst  einen   Umlauf  um  die  Stelle  e^  im 

positiven  Sinne.  Hierbei  wird  nur  der  zugehörige  Factor  T{z,  et) ''-' 
eine  Veränderung  erfahren:  und  zwar  kommt  der  fragliche  Umlauf 
darauf  hinaus,  dass  wir  den  nach  e^  führenden  Schnitt  A  einmal  von 
links  nach  rechts  überschreiten.  In  der  auf  log  P(z,  e^)  bezogenen 
Formel  (13)  pg.  227  haben  Avir  somit  ö'  =  (?j  =  i/^  =  0  zu  nehmen  und 

(;"^1  zu  setzen.     Für  P(2',  6^.)'^    und  damit   für  die  rechte  Seite  von 

2  in  mj. 

(4)    entspringt    hieraus    der    Multiplicator    fi'  =  e     '^     •     Da    der    zu- 

71  i 

gehörige  Multiplicator  t^.  =  e'^  ist,  so  folgt:  Für  den  „Verzweigimgs- 
miätiplicator'^  ^t,  ergiebt  sich  aus  der  EnhvicJdung  (4)  unserer  Form  qj^ 
die  neue  Darstellung : 

(8)  i^,  =  e      \^^      ^'^7. 

Der  jmraholische  Fall  ist  hier  mit  eingeschlossen.  Bei  ihm  ist  nach 
pg.  231  in  der  That  t^.  =  1,  und  also  liefert  die  Formel  (8)  in  der 
Gestalt:  , 

■■>■   '^ 

(9)  |u,  =  e    "''^- 
den  richtigen  Multiplicator. 

Unter  den  FeriodenmuUiplicatoren  bestimmen  sich  zimächst  die  ^a^ 
besonders  leicht.  Die  Operation  Ua  bedeutet  auf  der  Riemann'schen 
Fläche  für  den  Gebrauch  der  Formel  (13)  pg.  227  eine  Überschreitung 
des  Schnittes  ag  von  rechts  nach  links.  Da  die  W^,  .  .  .,  TF^  von  den 
Normalintegralen  j[,  .  .  .,j'  nur  um  additive  Constante  abweichen,  so 
teilen  dieselben  die  Periodeueigenschaften  der  j'  (cf  „M."  I  pg.  530). 
Gegenüber  La  wird  demnach  nur  W'  eine  Veränderung  erfahren,  und 
zwar  um  eine  Einheit  wachsen.  Da  sämtliche  in  (4)  rechts  enthalteneu 
Prim-  und  Grundformen  gegenüber  üa  rmverändert  bleiben  und  der 
zugehörige  Multiplicator  r  nach  (9)  pg.  231  gleich  1  ist,  so  folgt:  Der 
„Periodemnulti2)licator"  ^a  'ist  gleich  der  Exponent ialfunction  des  in  (4) 
rechts  auftretenden  Coeffwienten  Cj.' 

(10)  ft„=eX 


\ 
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Etwas  umständliclier  ist  die  Bestimmimg  des  Periodenmultiplicators 
fii, .  Die  Operation  Ub^  läuft  auf  eine  einmalige  Übersclireitung  des 
Querschnitts  h^  von  reclits  nach  links  hinaus.  Die  TFj,  .  .,  W-^  mögen 
hierbei  die  Zuwüchse  CO;^^,  .  .,  (Ogp  gewinnen.  Für  die  einzelne  Primform 
ist  bei  Gebrauch  der  Formel  (13)  pg.  227  nur  v^  von  0  verschieden  und 
gleich  —  1  zu  nehmen;  alle  übrigen  v,  sowie  die  Zahlen  a  sind 
gleich  0.  Der  Multiplicator  r  ist  in  (9)  pg.  231  angegeben.  Wir  finden 
auf  diese  Weise:  Der  Perioämmidtiiilicator  ^b^  ist  die  Expomntidfnncüon 
des  folgenden  ÄHsdrucls: 

(11)       ^c.  «,„  +  2  ^"  ^  [^  ^T'J,.  -^  Wir]  +  ^  i  d^{x,  -  1)  TP. 

i  =  l 

Bei  den  Integralen  TI^  sind  hier  überall  diejenigen  Werte  gemeint, 
welche  bei  Einschränkung  der  Integi-ationsbahnen  auf  die  kanonisch 
zerschnittene  Fläche  gewonnen  werden. 

Die  erhaltenen  Formebi  gestatten  uns  nun  umgekehrt,  bei  gegebenen 
M  und  d  zunächst  die  Grössen  »%.,  Cr,,  .  .  .  der  Formel  (4)  zu  bestimmen. 
Die  hierzu  dienende  Entwicklung  gliedert  sich  folgendermaßen: 

1.  Tragen  wir  erstlich  die  Ausdl-ücke  (1)  und  (2)  für  ^k  in  ('8) 
bez.  (9)  ein  und  berücksichtigen  die  Festsetzungen  0  ^  w?^.  <  1  und 
0  <  m'k  <  Vk,  so  ergiebt  sich:  Die  ZaJden  nh  bestimmen  sich  eindeutig 
aus  dem  3MtipJicniorsijstem  M  wid  der  Dimension  d  vermöge  der  Formel: 

(12)  -h=-jir--^l^ir\' 

icelche  für  den  paroholisclien  Fall  die  Gestalt  annimmt: 

(13)         f=i-^ra- 

2.  Die  Relation  (5)  giebt  daraufhin  weiter  einen  eindeutig  lestimmten 
Wert  m.  Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  derselbe,  wie  es  sein  muss, 
ganszalüig  ist.     In  der  That  hat  man  zufolge  (5),  (12)  und  (13): 

''=^j'»+|'(^)-|;^h"^]|' 


A.=l 
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Aus  (6)  ergiebt  sich: 

2       xr^  1        ^        r. 

n. 


i-yA=2-2,, 


so  dass  man  für  2))i  erhält: 

(14)  2,«  =  2rf(l  -  P)  -  dn  -2"i  +  ^±'e[^\ 

Hier    steht    aber    rechter  Hand    zufolge    (3)    in    der  That    eine   gerade 
ganze  Zahl. 

3.  Durch  Inversion  der  Gleichungen  (10)  gewinnt  man  sofort  weiter: 
Die  Coeffwienten  c^,  c^,  .  .  .,Cp  im  Exponentidfador  der  rechten  Seite 
von  (4)  sind  gegeben  durch: 

(15)  Cg  =  \ogHa^  +  '2vgi7t, 

ICO  die  v^,  v^,  .  .  .,  Vp  unhestimmte  ganze  Zahlen  sind.^)     Der  Coefficient 
Cq  ist  natürlich  von  M  und  d  unabhängig.  — 

Des  weiteren  aber  ergeben  sich  aus  den  Werten  der  Multiplicatoren 
u  des  vorgelegten  Systems  M  und  der  Dimension  d  höchst  merkwürdige 
Beziehungen  für  die  Lage  der  Nidlpmikte  x  und  der  Pole  y.  Wir 
haben  bisher  nur  erst  die  Differenz  m  =  t  —  s  ihrer  Anzahlen  t  und  s 
bestimmt.  Die  Heranholung  der  Periodenmultiplicatoren  lu.«  liefert  uns 
jetzt  die  j9  Gleichungen: 

(16)  y  Wp^  -^  W^y  =  A,  +  vi  -^v,  CO,.,  ■ 

,i  =  l  )'  =  l  a  =  l 

WO   neben    den  v,  weitere  p  unbestimmte    ganze    Zahlen  v,  eingeführt 
sind,  und  wo  Ay  eindeutig  zu  bereclmen  ist  aus: 

p 

(17)  2  i  ;r  .4^  =  log  (U.,^  -V  oj^«  log  jt*«^  -  %  i  d^  (x/,  -  1)  TP/- 

u  =  l  n 

Diese  Formeln  führen  uns  in  das  Gebiet  der  Abel' seilen  Fuiictimien, 
specidl  des  Jacöbi' sehen  UmJcehrproUems'^*).   Wir  brauchen  hier  nur  von 

*)  In  Gleichung  (15)  und  den  nächstfolgenden  Formeln  soll  unter  dem  Zeichen 
log  immer  der  Hauptwert  des  Logarithmus  verstanden  sein.  Natürlich  haben  die 
im  Texte  soeben  eingeführten  Zahlen  t\,v<,, . .  .,vp  nichts  mit  den  in  (13)  i^g.  227 
so  bezeichneten  Zahlen  zu  thun. 

**)  Die  Lösung  des  Umkehrproblems  mit  Hilfe  der  Thetafunctionen  findet 
man  in  besonders  zugänglicher  und  ausführlicher  Gestalt  behandelt  in  H.  Stahl's 
„Tlieorie  der  Abel'scTien  Functionen"  (Leipzig  1896).     Cf.  auch  „M."  H,  pg.  512. 
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der  Lösbarkeit  der  Gleichungen  (16)  zu  handeln.  Wir  wollen  zunächst 
die  Anzahl  t^p  derart  wählen,  dass  jedenfalls  s  =  t  —  m'>()  wird. 
Wir  mögen  ferner  die  s  Stellen  y^yV-i,  .  ■  .^y^  noch  willkürlich  fixieren. 
Es  exisüeti  dann  auf  Grund  der  genannten  Theorie  eine  Schar  von 
Lösungssystemen  x^,x^,...,Xt,  deren  Multiplicität  man  nach  dem  Bie- 
mann- Roch' sehen  Satze  zu  bestimmen  hat  (cf.  „M."  II  pg.  513). 

Das  einzelne  Lösungssystem  x^,  x»,  .  .  .,  Xc  liefert  uns  jetzt,  in  (4) 
eingetragen,  eine  Form  cp^^  die  wir  nunmehr  ohne  Mühe  als  eindeutige 
automorphe  Form  erkennen.  Wir  haben  nur  noch  nachzuweisen,  dass 
weder  die  Umkreisung  einer  Stelle  x  oder  y,  noch  auch  diejenige 
einer  der  w  Stellen  ooj,  oo^,  .  .  .,  oo,„  eine  Veränderung  von  cpa  bewirkt. 
Die  Stellen  x  und  y  erledigen  sich  unmittelbar;  denn  bei  einem  Umlauf 
um  x^^  ändert  sich  P(z,  x^  nach  (13)  pg.  227  nicht,  und  selbst- 
verständlich ändert  sich  auch  kein  weiterer  Factor  der  rechten  Seite 
von  (4).  Bei  einem  Umlauf  um  eine  Stelle  cx)  aber  ändert  sich  das 
Primformproduct  in  (4)  um  den  Factor: 


e 

2  t  7t 

Den  zugehörigen  Multiplicator  r  bestimmten  wir  pg.  232  zu  e*"',  so 
dass  wir  für  die  Gleichung  (7)  hier  im  speci eilen: 

2inf      ,  ^f^h^                 2i7t  , 
m  +  2.  -r  \  d 

e      ^  ^-^  =  (u  -e 

finden.  Die  Relation  (5)  liefert  sofort  itt  ==  1 ;  d.  h.  (pa  als  Form  der 
sich  „unimodular"  substituierenden  ^j,  ^g  bleibt  beim  Umlauf  der  frag- 
lichen Stelle  oo  unverändert. 

Die  Entwicklungen  des  vorliegenden  Paragraphen  führen  zu 
folgendem  fundamentalen  Existenzsatze:  Für  jedes  theoretisch  ynögliche 
3Iultiplicatorsystem  M  unserer  Gruppe  F  und  für  jede  gerade  hez.  un- 
gerade^) Dimension  d  gieht  es  migehörige  eindeutige  cmtomorphe  Formen. 

§  8.  Weiteres  über  eindeutige  automorplie  Formen  bei  beliebigem  p. 
Die  p  Formen  0_2(&i,  Q. 
Für  die  Zahlen  m^,  m'k  gelten  gegenwärtig  dieselben  Ungleichungen: 

(1)  0^  r^l-7'    0^~<1, 

^k  'ic  ''k 

wie  bei  p  -^  0.  Da  überdies  die  Relation  (5)  pg.  247  zwischen  d, 
m,  mk,  .  .  .   bei  ^j  >  0   unverändert   in   derselben  Gestalt  wie  bei  ^:)  =  0 

*)  Je  nachdem  eben  M  ein  Multiplicatorsy stein  gerader  oder  ungerader  Di- 
mension ist. 
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besteht,  so  folgt  wie  oben  (pg.  105j:  Für  die  Anzalü  m  =  t  —  s  gilt 
bei  der  einzelnen  eindeutigen  Form  g)d{ti}  ^2)  ^'^  Ungleichung: 

1V0  das  ziveite  GleicMeitszeichen  nur  gelten  hinn,  wenn  alle  Erzeugenden 
der  Gruppe  elJiptisch  sind.  Benutzt  man  jedoch  an  Stelle  der  zweiten 
Ungleichung  (1)  die  folgende: 

(3)  0<^<1, 

n  ^ 

was  bei  Untersuchung  der  durch  Poincaresche  Reihen  darstellbaren 
Formen  nützlich  ist  (cf.  pg.  176),  so  Icann  das  stveite  Gleichheitszeichen 
in  (2)  gelten,  aber  das  erste  nur  dann,  wenn  Jceine parabolische  Erzeugende 
vorliegen. 

Für  alle  gegenwärtig  in  Betracht  kommenden  Gruppen  F  hat  v 
einen  negativen  endlichen  Wert.  Die  Ungleichungen  (2)  gestatten  dem- 
nach bei  gegebener  Dimension  d  einige  unmittelbar  entspringende 
Folgerungen  betreffs  der  Differenz  7n  der  Anzahl  t  der  Nullpunkte 
und  der  Polanzahl  s  zugehöriger  Formen  q^ditn  ti)  auszusprechen. 

Ist  erstlich  r?  >  0.  so  ist  die  negative  Zahl  d-v~^  grösser  als  m, 
so  dass  notwendig  m  <  —  1  zutrifft.  Eine  eindeutige  automorphe  Form 
„positiver ''  Dimension  ist  niemals  polfrei.  Weitere  die  Formen  mit 
r/  >  0  betreffende  Angaben  folgen  am  Schlüsse  des  Paragraphen. 

Für  f?  =  0  hat  man  m  <,  0,  wobei  m  =  0  nur  zum  Multiplicator- 
SYstem  M=l  gehört.  Wir  folgern  leicht:  Aucli  die  ,. Formen  nullter 
Dimension^'  sind  nienmls  p>olfrei,  es  sei  denn,  dass  man  eine  Constante 
als  polfreie  eigentlich  automorphe  Function  mitzählen  will. 

Unter  den  negativen  Dimensionen  d  interessieren  wegen  der  Be- 
ziehung zu  den  alsbald  zu  betrachtenden  Poincare 'sehen  Reihen  vor- 
nehmlich die  der  Bedingung  d^  —  2  genügenden.  Wir  lassen  dem- 
nach (7  =  —  1  hier  ganz  ausser  Betracht. 

Ist  f?  =  —  2 ,  so  können  wir  die  Ungleichung  {2)  mit  Rücksicht 
auf  (6)  pg.  247  so  präcisieren: 

A  =  l 

SoU  die  Gleichung  m  =  2p  —  2  gelten,  so  müssen  für  aUe  Indices  /.• 
die  Gleichungen:  ,  „  . 

^=1-1-     bez.     -7^  =  1 


.        ^       .....      ^ 


bestehen.     Wie    oben  (pg.  105)    schliessen  wir  hieraus,  dass  das  Multi- 
plicatorsystem   M  =  1   vorliegt:    Für  die  eigentlich  autotnorplmi  Formen 
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der  Dmiension  —  2,  ivelclie  in  den  XKirdboliscIien  Eclien  NidlpunMe  hahen, 
Ist  m  =  22)  —  2*);  alle  übrigen  Formen  (—  2)*^'"  Dimension  hahen 
m  ^2p-l. 

Unter  den  eben  betrachteten  eigentlich  automorphen  qp_2(^i,  ^2) 
sind  insbesondere  die  ganzen  oder  polfreien  Formen  wichtig.  Eine  ein- 
zebie  unter  ihnen  bezeichnen  wir  speciell  durch  0^2(^1,  ^2)-  ^i^" 
selbe    hat  2p  —  2  bewegliche    Nullpunkte    und  weist    an  der  Stelle  ejc 

einen  Nullpunkt  der  Orchiung  1  —  7-  auf.  Wir  stellten  nun  pg.  72 
gerade  fest,  dass  das  Differential  {^,  dl)  =  i^^dt.  —  ^s^^^i  an  der  Stelle  e^. 

einen  Pol  der  Ordnung  1  —     besitzt,  übrigens  aber  allenthalben  end- 

'k 
lieh  und  von  null  verschieden  ist.    Die  Folge  ist,  dass  das  Differential 
nullter  Dimension  ^-2(^1,  t.^{l,  d^)  abgesehen  von  2p  —  2  beweglichen 
Nullpunkten   allenthalben  endlich  und  von  null  verschieden  ist.    Hier- 
mit sind  wir  zu  wohlbekannten  Verhältnissen  zurückgeführt.    In: 

(4)  /0_2a„ya,f?o="^a) 

gewinnt  man  ein  mm  vorliegenden  automorphen  Gebilde  gehörendes  Inte- 
gral erster  Gattung  (cf.  pg.  36);  und  man  erkennt  auch  sofort,  dass 
umgekehrt  aus  einem  beliebigen  Integi-ale  erster  Gattung  W{1)  ver- 
möge des  „Differentiationsprocesses'^  eine  Form: 

unserer  Art  entspringt.  Es  giebt  somit  p  linear  unabhängige  eigentlich 
automorphe  polfreie  Formen  (—  2)*"  Dimension,  ivelche  in  etivaigen  para- 
bolischen Eden  Nullpunkte  aufweisen.  Wir  werden  diese  Formen  hin- 
fort kurz  als  die  „Formen  0_2(^i,  ^2)'''  bezeichnen. 

Beiläufig  erinnern  wir  daran,  dass  p  —  l  unter  den  2p  —  2  Null- 
punkten x^,  Xo,...,  X2p-2  einer  Form  0_2  durch  die  übrigen  p-1 
frei  wählbaren  eindeutig  bestimmt  sind  (cf.  „M."  I.  pg.  569).  In  trans- 
cendenter  'Gestalt  geben  die  für  diesen  Fall  specialisierten  Relationen 
(16)  pg.  250: 


9  ^9« 


die  zwischen  den  Nullstellen  x  bestehenden  Beziehungen.  Hier  sind  die 
v,j,  v[  eindeutig  bestimmte  ganze  Zahlen.  Im  niedersten  Falle  p  =  l 
lassen  sich  dieselben  bei  Gebrauch  einer  zweiblättrigen  Riemann'schen 

Fläche  leicht  direct  aus  der  Bedeutung  der  Summe  ^  berechnen.  — 

/( 

*;  Sofern  man  die  Bestimmung  (3)  als  gültig  ansieht. 
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Sehen    wir    von    den    eigentlich    automorphen    Formen    ( —  2)* 
Dimension  ab,  so  wird  in  den  Ungleichungen: 


m 


^^-±(l-i)^2,,-2 


nicht  an  beiden  Stellen  zugleich  das  Gleichheitszeichen  gelten  können. 
Bei  allen  eindeutigen  mäomorplien  Formen  der  Dimensionen  d  ^  —  2,  ah- 
gesehen  allein  von  den  eigentlich  automorphen  Formen  (—  2)*®*^  Dimension, 
ist  m  >  2^;  —  1. 

Wir  betrachten  auch  hier  zunächst  wieder  die  ganzen  Formen, 
um  deren  Mannigfaltigkeit  bei  gegebenen  d  und  M  zu  bestimmen.  Die 
einzelne  ganze  Form  hat  m  ^  2^>  —  1  Nullpunkte  oc^^,  x^,  .  .  .,  Xm-  Für 
dieselben  bestehen    die  ^)  Gleichungen  (16)  pg.  250,    welche   wir  unter 

Fortlassung  des  Systems  simultaner  Perioden  Vrj — ^^Vg03ga  in  üblicher 
Weise  als  Congruenzen  schreiben:  a  =  i 

(6)  W,j'  +  W.j'-^---  +  Wg^  TlA,,  (9  =  1, 2,...,2;) 

Bei  gegebenen  d,M  sind  die  A.,  eindeutig  bestimmt.  Da  m'^p 
ist,  und  da  zugleich  m  >2p  —  2  zutrifft,  so  giebt  es  nach  dem  Um- 
kehrtheorem insgesamt  oc"*  ~  ^  die  Bedingungen  (6)  befriedigende  Punkt- 
systeme x^,x^,...  Xm,  welche  im  Sinne  Ton  „M."  I  pg.  562  eine  „Schar 
äquivalenter  PimMsystetne"  bilden.  Halten  wir  an  den  für  die  TF  vor- 
geschriebenen Integrations wegen  fest  (cf.  pg.  249),  so  werden  damit  die 
in  den  Gleichungen: 

auftretenden  ganzen  Zahlen  v,  v'  eindeutig  bestimmt  sein.  Wir  haben 
auf  diese  Weise  folgendes  Resultat  gewonnen:  Bei  gegebener  Dimension 
d  ^  —  2  und  gegehenem  Multiplicatorsystem  M  giebt  es  im  ganzen 
{}n—]}  +  l)  linear  unabhängige  ganze  automorplie  Formen.  Natürlich 
ist  hier,  wie  vorhin  festgesetzt,  der  schon  besprochene  Fall  der  Formen 
0_2  ausgeschlossen. 

Auf  dieselbe  Weise  gewinnt  man  den  etwas  allgemeineren  Satz: 
Bei  gegebener  Dimension  d  <,  —  2  und  gegebenem  M  giebt  es  im  ganzen 
(m-fs— jp-f  1)  linear  unabhängige  Formen,  tvelche  an  vorgeschriebenen 
s  Stellen  Pole  erster  Ordnung  haben  dürfen.  Durch  die  Ausdi-ucksweise 
dieses  Satzes  ist  angedeutet,  dass  hier  die  Formen,  welche  an  einigen 
oder  auch  an  allen  s  Stellen  endlich  bleiben,  mitgezählt  sind. 

Auch  die  Betrachtung  der  Formen  nicht -negativer  Dimensionen 
können   wir  jetzt   noch    etwas    weiter    fördern.     Wir  gehen  von  einer 
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einzelnen  Form  (pa{t^,t2)  mit  f/^0  aus,  welche  die  s  Pole  yy,y2,  ■  ■  ■,  lIs 
und  die  f  Nullpunkte  x^,X2,...,Xt  (ausser  den  in  den  Ecken  festliegenden 
Nullpunkten)  aufweist.     Die  x  befriedigen  dann  die  p  Bedingungen: 

t  s 

2  Wp  =^  W-'y  +  A„  (9  =  1,2,.. .  ,2». 

[i  =  l  y  =  l 

Halten  wir  die  y^,  .  .  .,  ys  fest,  so  stellen  die  Xi,X2,...,Xi  ein  System 
in  einer  Scliar  von  oü'--f+^  äquivalenten  Punktsystemen  dar,  wo  6  zu- 
folge des  Riemann-Rocli 'seilen  Satzes  die  Anzahl  der  linear  unabhängigen 
Formen  0_2  ist,  welche  in  den  t  Punkten  x^,  x.2, .  .  ..Xt  eines  einzelnen 
dieser  Systeme  zugleich  verschwinden.  Für  t  >  2p  ~  2  ist  natürlich 
stets  (?  =  0.  Es  entspringt  der  Satz:  Für  jede  Form  (pa{ii,Q  nicht- 
negativer Dimension  mit  den  s  Polen  y^^y-i,  ■  •  -,  ys  giebt  es 

m  -\-  s  —  p  -\-  G  -\-  1 

linear  unahhängige  Formen  von  derselben  Dimension  d  und  dem  gleichen 
Midtiplicaior Systeme  \A,  zvelcJie  an  diesen  s  Stellen  y^,y^, .  .  .,y,  Tole 
erster  Ordnung  haben  dürfen',  a  bedeutet  hierbei  die  Anzahl  linear 
unabhängiger  Formen  0_2,  ivelche  in  den  t  NiülpunUen  einer  dieser 
Formen  zugleich  versclminden.  Wir  werden  im  nächsten  Paragraphen 
diesem  Satze  noch  eine  weit  brauchbarere  Fassung  geben  können. 

§  9.    Begriff  der  conjugierten  Formen.     Erweiterter  Riemann- 
Rocli'sclier  Satz  und  Anwendungen  desselben. 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  die  pg.  102 ff.  ausgeführten  Betrach- 
tun<yen  über  die  gegenseitige  Beziehung  zivischen  einander  inversen 
Multplicatorsystemen  M  und  M  =  M"^  hier  bei  beliebigen  p  unter  einer 
fferinofüo-io-en  Modification  der  Schlussformel  bestehen  bleiben.  Die 
Multiplicatoren  von  M  nennen  wir  ^Ta,  .%,  ftft,;  für  dieselben  gilt: 

(1)  fti-f^it=l,       ^a^-f^a,=   l,       ft6^-^ö^=l,' 

wenn  ft;t,  l^a  ,  ^b    die  Multiplicatoren  von  M'  sind.    Für  die  zugehörigen 
Dimensionen  d,  d  halten  wir  an  der  Bestimmung: 

(2)  f7  +  ^7+  2  =  0 

fest.    Wie  a.  a.  0.  finden    wir    alsdann,     dass    für    die    entsprechenden 
Zahlen  m^,  ml,  ...  die  Relationen: 

m^         Wij^  1  ml         ml 

gelten,  während  die  Zahlen  m,  m  durch: 
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(4)  m  -\-Wi  =  2p—2  +  e 

zusammenliängen.  Hier  bedeutet  b  die  Anzahl  der  parabolischen  Multi- 
plicatoren  1;  und  es  ist  ek-  im  allgemeinen  gleich  1  und  nur  dann 
gleich  0,  wenn  der  parabolische  Multiplicator  ui  =  1  ist.  Die  Formel 
(9)  pg.  104  subsumiert  sich  direct  unter  (4). 

Auch  die  Modification  der  in  Rede  stehenden  Formeln,  welche 
wir  pg.  177  besprachen,  überträgt  sich  ohne  weiteres.  Nehmen  wir 
d^  —  2  an  imd  setzen  für  Formen  dieser  Dimension  die  Vorschrift: 

(5)  0<^^1 

fest,  so  werden  wir  an  Stelle  von  (3)  die  Relationen  sivisclien  den  Zahlen 
nik,  Mk  haben: 

während  die  Gleichung  zwischen  m  und  m  die  Gestalt  gewinnt: 
(7)  m  +  m  =  2p  -  2. 

Wir  verabreden  nun  die  Bezeichnungs weise,  dass  zwei  eindeutige 
aidomorphe  Formen  (paiXi,  ^2)  ^'^^^^  ^rffe?  ^2)?  /^^''  f^^rew  Dimensionen  d,  d 
und  Mtdtiptlicatorsysteme  M,  M  die  Relationen  (2)  und  (1)  Gestehen,  als 
einander  „conjugiert"  henannt  icerden  sollen.  Es  ist  dabei  zweckmässig, 
für  die  eine  der  beiden  Formen,  etwa  g?,/,  deren  Dimension  d  wir  <  — 2 
annehmen  mögen,  bei  parabolischen  Ecken  fortan  von  der  Festsetzung  (5) 
Gehrauch  zu  machen;  es  gelten  alsdann  beständig  die  Regeln  (6)  und 
(7).  Das  Product  zweier  conjugicrten  lärmen  ist  offenbar  eine  eigentlich 
autoniorjjJie  Form  der  Dimension  —  2,  ivelche  in  der  einzelnen  Ecke  Ck 
(die  paraholiscJien  Ecken  eingeschlossen)   einen   ^ullpmikt   der    Ordnutig 

|1— y-|  hat,  und  für  ivelclie  die  Differenz  der  Anzcüü  freier  Nullpunkte 

und  derjenigen  freiet'  Pole  gleich  (2p  —  2)  ist. 

Nehmen  wir  nun  rZ  <  —  2  an,  so  folgt  hieraus  f^  >  0.  Die  Form 
ipä  ist  dann  sicher  nicht  polfrei;  ihre  Pole,  deren  Anzahl  s"  heisse,  mögen 
bei  yijy^,  •  •  -,1);  liegen.  Ist  q)^  eine  mit  tq  conjugierte  ganze  Form^ 
von  deren  m  freien  Nullpunkten  s  bei  y^,  y.^,  ■  ■  ■,  y^  gelegen  sind,  so 
wird  (fa  •  il^ä  eine  polfreie  Form  (—  2)*'"'  Dimension  sein,  und  zwar 
offenbar  eine  Form  O—o,  ivelclie  an  den  t  Nidlpunkten  von  xpä  ver- 
schwindet*). Umgekehrt  wird,  wenn  neben  4'7i  irgend  eine  Form  0_2 
dieser  Art  vorsfelegt  ist,  durch: 

*)  Bei  den  Überlegungen  des  Textes  sind  die  Nullpunkte  und  Pole  stets  als 
einfache  zu  denken.  Doch  dürfen  sich  dieselben  durch  Coincidenz  zu  Nullpunkten 
oder  Polen  höherer  Ordnung  vereinicren. 
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stets  eine  mit  i^'^  coujugierte  ganze  Form  geliefert  werden,  welche  in 
den  5  Polen  von  tl^a  Nullpunkte  liat.  Hieraus  ergiebt  sich  die  Möglich- 
keit, die  im  Schlusssatze  des  vorigen  Paragraphen  mit  6  bezeichnete 
Anzahl  auch  vermöge  der  eben  gemeinten  Formen  (pa  zu  erklären. 
Offenbar  ergiebt  sich  das  Theorem:  Für  d^O  ist  die  einselne  eindeutige 
imtomm-phe  Form  ipä,  ivelche  die  's  Stellen  ^J■^_,'>h,  ■  ■ -jV:  ^u  Polen  hat, 
in  einer  ans  (wi  +  s  —  j^  +  ff  +  1)  linear  imahJiämjigen  Formen  mit  den 
gleichen  Polen*),  der  gleichen  Dimension  d  und  dem  gleichen  Midtiplicator- 
sgsteme  M  herstellbaren  Schar  enthalten,  icenn  o  die  Anzahl  der  linear 
unabhängigen  ganzen  zu  ipä  conjugierten  Formen  cpa  Ist,  ivelche  an  den 
s  Stellen  y^jV-i,  ■  •  ■,  y:_zugleicli  verschivinden**) 

YixY  f]  =  0  und  M  =  1  wird  m  =  0,  und  die  mit  i'4  conjugierten 
ganzen  Formen  werden  nunmehr  unsere  oben  gewonnenen  Formen 
0_2.  Für  diesen  Specialfall  stellt  unser  Theorem  einfach  den  Riemann- 
Roch'scheu  Satz  dar.  Diese  Sachlage  veranlasste  Ritter,***)  das  frag- 
liche Theorem  als  den  „eriveiteHen  Riemami-Boch'sclien  Satz"  zu  be- 
nennen, eine  Bezeichnungsweise,  die  Avir  hinfort  in  Benutzung  nelnnen. 

An  diesen  erweiterten  Riemann- Roch 'sehen  Satz  knüpfen  wir  die 
für  die  Weiterentwicklung  grundlegende  Frage  nach  der  Mimlestanzahl 
.,frei  beiveglicher"  Pole,  welche  eine  autoinorphe  Form  mit  d^O  auf- 
zuweisen vermag.  Schliessen  wir  fl  =  0,  M  =  1  zunächst  aus,  so  giebt 
es  nach  pg.  254  im  ganzen  (m  -  j;  -|-  1)  mit  tä  conjugierte  ganze 
Formen  (p^,  die  linear  unabhängig  sind.  Wir  denken  ein  solches  System 
in  (pW^  93(2),  .  .  .,  q)i>n-P  +  ^)  ausgewählt;  eine  beliebige  dieser  Formen  (pri 
hat  alsdann  die  Gestalt: 

(9)  cp,{t„t^ = c,  g)?  ai,  ^-2) + <^^^f  fe,  y + •  •  • + c._,+i<jp!r-^+^)  ai,y, 

wo  die  c  Constante  bedeuten.     Die  6'  Pole  von  ta ,  deren  Argumenten- 
paare wir  (^)^i,  ^%2'->  •  •  -5  ^'^^1?  ^"'^2  nennen,  sollen  unabhängig  von  einander 

*)  In  der  Schar  können  auch  Formen  vorkommen,  welche  au  einem  Teile 
der  Stellen  y^,y..,  ■  ■ -,  y^  endlich  bleiben.  Die  Ausdrucksweise  des  Textes  ist 
insofern  gerechtfertigt,  als  man  ottenbar  stets  (m -\- s  - 1)  +  a -\- 1)  linear  unab- 
hängige unter  denjenigen  Fonnen  der  Schar  auswählen  kann,  welche  thatsächlich 
an  allen  Stellen  y^,y.,.  ■  .,?/,•  Pole  haben. 

**)  In  der  vorliegenden  Gestalt  würde  der  Satz  unmittelbar  auch  für  die 
Formen  i/.;^  mit  ^<-2  bestehen  bleiben.  Hier  ist  nämlich  im  allgemeinen  c  =  0, 
so  dass  man  zu  der  schon  pg.  254  bestimmten  Anzahl  (Jü  ■\- s  -  p  ■{- \)  zurückgelangt. 
Nur  für  fT=  -  2,  M  =  1  und  s  =  0  hat  man,  um  die  p  linear  unabhängigen  Fonnen 
(t)_2  zu  gewinnen,  (j  =  l  zu  nehmen,  wobei  (eben  dem  Werte  ff  =  l  entsprechend) 
eine  Constante  als  polfreie  eigentlich  automorphe  Form  nullter  Dimension  gilt. 
***)  Cf.  §  11  in  der  pg.  213  genannten  Abhandlung. 
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heiveglich  sein.  Ist  alsdann  die  Form  (9)  an  diesen  s  Stellen  zugleicli 
null,  so  genügen  die  c  den   s  Grleichungen: 

(10)  c, cpll^(^%, i%)  +  •  •  •  +  c,n-,+^<fi"'-P+'K^%,^%)  =  0,   ilc  =  1,  . . ., 5). 

Nun  sei  erstlich  s  >  7n  —  ^)  +  1.  Unter  dieser  Bedingung  benutzen 
wir,  dass  zufolge  der  linearen  Unabhängigkeit  der  (jc^*,  .  .  .,  g}*^"'— z-'  +  i) 
die  Determinante: 

!  <p^^  {Hl,  H2)  1 ,        0-,  Ä- = 1, 2, . . . ,  7»  -79 + 1) 

bei  frei  beweglichen  Hi,''^^t2'i  Hi}^^^^2'i  •  •  •  Glicht  identisch  verschwindet. 
Die  Coefficienten  c  bestimmen  sich  somit  für  s  ^  m  —p  -f  1  aus  (10) 
als  durchgängig  mit  0  identisch,  so  dass  die  Anzahl  6  gegenwärtig 
gleich  null  ist.     Da  andrerseits: 

t  =  m  -{-  s  "^m  +  m  —  p  -\-  \  =  1}  —  1 

gilt,  so  ist  im  Falle  des  Ungleichheitszeichens  die  Lösbarkeit  des  Um- 
kehrproblems im  obigen  Sinne  (cf.  pg.  251)  stets  gewährleistet.  Der 
erweiterte  Riemanu -Roch 'sehe  Satz  ergiebt  hiemach  als  Anzahl  linear 
unabhängiger  Formen  xpi: 

m  -{-  s  —  p  -{-  1>  m  -\-  m  —2p  -\-  2  =  0, 

während  diese  Anzahl  für  s  =  m  —  p  -\-  1  gleich  0  wird.  Im  letzteren 
Falle  gieht  es  hiernach  Jccine  Formen  tpä ,  tvährend  für  5  >  ?«  —  ^>  +  1 
stets  solche  existieren. 

Ist  jetzt  s  <  in  —  ^;  +  1,  so  ergiebt  sich  aus  der  Beweglichkeit  der 
Pole  und  der  linearen  Unabhängigkeit  der  (f^j\  cf^^\  .  .  .  für  die  Anzahl 
6  der  Wert  m — ^9 -j- 1 — l.  Der  erweiterte  Riemanu -Roch 'sehe  Satz 
lehrt,  dass  auch  unter  der  jetzigen  Voraussetzung  keine  Formen  t^j  exi- 
stieren. 

Wir  finden  demgemäss  unter  Zusammenfassung  beider  Fälle 
folgendes  Theorem:  Bei  Formen  td  nicht-negativer  Dimension  d  mit 
frei  hetveglichen  Polen  ist  die  Anzahl  s  der  letzteren  an  die  Bedingung: 

(11)  s^  m  —  X)  ■\-  2  =  p  —  lii 

gebunden,  ivohei  jedoch  die  Comhination  d  =  0,  M  =  1  ausgeschlossen  ist. 
Für  d  =  0,  M  =  1  werden  wir  aber  zu  den  automorphen  Functionen 
im  ursprünglichen  Sinne  und  damit  zu  den  bekannten  Sätzen  über  die 
algebraischen  Functionen  auf  einer  Riemann'schen  Fläche  zurückgeführt. 
Hier  gilt  hei  freier  BeiveglichJceit  der  Pole  für  deren  Anzahl: 

(12)  s^p  +  1. 

Allgemein  würde  man  somit  den  Satz  dahin  aussprechen  können, 
dass   die    Mindestanzahl   der    Pole    hei    freier    Betveglichlceit    in   jedem 
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Falle  d'^0  um  eine  Einlieit  grösser  als  die  Anzahl  linear  unabhängiger 
conjugierter  ganzer  Formen  ist.*) 

Eine  weitere  bemerkenswerte  Ämvendung  des  Begriffs  der  conju- 
gierten  Formen  besprechen  wir  hier  nur  noch  beiläufig.  Hat  eine  be- 
liebige Form  (pd,  für  welche  wir  bei  etwaigen  parabolischen  Ecken  an 
der  Vorschrift  (5)  f)g.  256  festhalten,  an  der  durch  '^^^i,^^^^2  gegebenen 
Stelle,  die  der  Kürze  halber  als  von  einer  Polygonecke  verschieden  an- 
genommen sein  mag,  einen  Pol  erster  Ordnung,  so  gilt  in  der  Um- 
gebung der  Stelle  (^^t  =  ^^^^i  :  *^^b2  die  Entwicklung: 

(13)  t-^  .  cp,{t,,  y  ==^4öl  +  ^0  +  C,{^  -  '''i)  +•••• 

Hier  heisse  C  der  „zum  Fol  ("^^^  gehörende  Änfangscoefficient". 

Ist  im  speciellen  (pa  eine  eigentlich  automorphe  Form  der  Dimension 
—  2,  so  wird: 

(14)  f^-2  {i„  Qit,  do  =  -  e  log  a  -  'H)  +  •  •  • 

ein  zum  automorphen  Gebilde  gehörendes  Integral  dritter  Gattung, 
welches  bei  (^'£;  einen  logarithmischen  Unstetigkeitspunkt  „vom  Resi- 
duum —  C"  aufweist.  Hat  jetzt  qp_2  im  Fundamentalbereiche  insgesamt 
s  Pole,  welche  sämtlich  von  erster  Ordnung  sind  und  die  Anfangs- 
coefficienten  C^^^,  C^-^,  .  .  .,  C^^^  besitzen,  so  werden  die  negativ  ge- 
nommenen Werte  dieser  Coefficienten  die  Residua  aller  logarithmischen 
Unstetigkeitspunkte  vom  Integi*ale  (14)  liefern.  Nach  einein  ivohl- 
hehamvten  Satze  verschwindet  demnach  die  Summe  jener  Anfangscoefft- 
cienten  hei  unserer  eigentlich  automorphen  Form  9j_2(^i,  t^  von  der  Dimen- 
sion —  2: 

(15)  C(i)-f  C(2)4-...^-OW  =  0• 
Ist  nun  wieder  i^^  eine  s-polige  Form  nicht- negativer  Dimension 

und  bedeuten  '^^^j,  ^^^S:«;  .  .  .;  ^*^^i,  ^^^^2  ^i^  Pole,  welche  natürlich  alle 
von  der  ersten  Ordnung  sein  sollen,  so  wende  man,  unter  cp^^  ^^^  der 
linear   unabhängigen    zu    i^ä    conjugierten    ganzen  Formen   verstanden, 


*)  Es  ist  sehr  interessant,  dass  der  Satz  in  der  vorliegenden  Gestalt  auch  bei 
d^  —  2  gilt.  Jetzt  haben  die  conjugierten  Formen  d'^0;  hier  aber  ist  die  Anzahl 
der  ganzen  Formen  im  allgemeinen  gleich  0  und  nur  dann  gleich  1,  wenn  cl  =  0, 
M  =  1  vorliegt.  In  der  That  werden  wir  denn  auch  alsbald  für  die  Dimensionen 
^  —  2  einpolige  Formen  mit  frei  beweglichem  Pol  bilden,  abgesehen  vom  Falle 
der  eigentlich  automorphen  Formen  (—  2)ter  Dimension ,  wo  die  Mindestanzahl  der 
Pole  2  sein  wird. 

Übrigens  sei  noch  ei-wähnt,  dass  Ritter  in  §  22  seiner  pg.  213  genannten 
Arbeit  auch  einige  Angaben  über  die  Mindestanzahl  der  Pole  bei  beschränkter 
Beweglichkeit    der  letzteren  macht. 

17* 
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die  vorstellende  Betrachtung  auf  die  eigentlich  automorphe  Form 
(—  2)'"  Dimension: 

an.  Gehört  zum  Pole  (^^^  von  ipä  der  Anfangscoefficient  C^^),  so  gehört 
zum  gleichen  Pole  von  9;— 2: 

als  Anfangscoefficient.  Da  aber  offenbar  9:— 2  ausser  den  s  Polen  von 
ipä  veeitere  Pole  nicht  aufweist,  so  entspringt  auf  Grand  der  Gleichung 

(15)  der  Satz:  Für  die  's  Anfang scoe ff kienten  C^''\  tvelche  zu  den  Polen 
der  Form  ipä  gehören,  bestellen  die  linearen  liomogeiien  JRdatio')ien: 

(16)  ^H7''cp'i>{^'H^,  ^%)  •  C(^)  +  •  •  •  +  %>?(%!.  ^%)  •  (>^  =  0, 

wo  der  lieiJie  nach  für  cp^j^  alle  linear  unabhängigen  sii  i>d  conjugieHen 
ganzen  Formen  eines  irgendwie  fixierten  Systems  solcher  Formen  ein- 
zutragen sind.  Giebt  es  übrigens  6  linear  unabhängige  ganze  zu  il^j 
conjugierte  Formen,  welche  in  den  s  Polen  von  tl  zugleich  ver- 
schwinden, so  sind  unter  den  (;w— ^)+l)  bez.  ^?  Gleichungen  (16) 
offenbar  0  von  den  übrigen  abhängig.  — 

Aus  Gleichung  (15)  entspringt  noch  eine  weitere  Folgerung,  auf 
die  wir  gleich  nochmals  zurückkommen  werden:  Einpolige  eigentlich 
automorphe  Formen  (—  2)*^"^  Dimension  existieren  nicht.  In  der  That 
würde  ja  für  .5  =  1  aus  (15)  das  Ergebnis  C*^^  =  0  hervorgehen. 
Dieser  Satz  ist  auch  noch  auf  folgende  Art  beweisbar.  Da  wir  für 
etwaige  parabolische  Ecken  die  Vorschrift  (5)  pg.  256  als  erfüllt  an- 
sehen, so  ist  für  eine  eigentlich  automorphe  Form  cp—2,  die  einpolig 
ist,  t  =  m  +  1  =  2^)  —  1.  Demnach  ist  nach  pg.  254  die  Anzahl  linear 
unabhängiger  qp_2,  welche  an  vorgeschriebener  Stelle  einen  Pol  haben 
dürfen,  2p  —  1— p-\-l^p.  Dies  ist  aber  bereits  die  Anzahl  der 
ganzen  Formen  0—2,  welche  hier  mitzuzählen  sind;  es  giebt  also 
überhaupt  keine  (p—-2,  welche  an  der  fraglichen  Stelle  einen  Pol 
haben. 

Die  hiermit  zu  Ende  geführten  Untersuchungen  stellen,  wie  man 
bemerkt  haben  wird,  die  Verallgemeinerung  der  Entwicklungen  des 
zweiten  Kapitels  auf  beliebiges  p  dar.  Wir  sind  über  Begriff,  Existenz 
und  Mannigfaltigkeit  der  Formen  (p,i  (^j ,  ^2)  eines  automorphen  Gebildes 
von  beliebigem  p,  sowie  über  die  zu  ihnen  inversen  polymorphen 
Formen  im  einzelnen  unterrichtet.  Es  ist  dies  ungefähr  die  Stelle,  bis 
zu  welcher  Ritter  die  Theorie  der  automorphen  Gebilde  in  seiner 
pg.  213  genannten  Arbeit  über  multiplicative  Foi-men  ausgebildet  hat. 
Unsere  weiter  folgenden  Besprechungen  sollen  sich  nunmehr  an  die 
Entwicklungen  des  dritten  Kapitels  (pg.  138  ff.)  anschliessen. 
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§   10.    Die  Poincare'sclieii  Reihen  und  die  Elementarformen 
bei  beliebigem  j^j.      Unimultiplicative  Formen. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Betrachtung  der  Poincare' sehen  Reihen 
lür  die  Gruppen  F  beliebigen  Gescbleclites  jj.  Alle  oben  ausgeführten 
Convergenzuntersuchungen  waren  von  der  Zahl  p  des  Geschlechtes  un- 
abhängig (cf.  pg.  139  ff.).  Unsere  seinerzeit  gewonnenen  Ergebnisse, 
dass  die  Reihen  der  Dimensionen  r /  ^  —  4  stets  absolut  convergent  sind, 
dass  hei  Gruppen  mit  Grenzkreisen  auch  die  Reihen  mit  ^  =  —  3  und 
hei  Haupth-eisgruppen  mit  isoliert  liegenden  GrenzpunUen,  sowie  geivissen 
die  „Schotthf sehen  Bedingungen"  (cf.  pg.  161)  befriedigenden  Gruppen 
mit  isoliert  liegenden  GrcnzpimUen  auch  die  Reihen  mit  d  =  —  2  ahsolut 
convergierm ,  gelten  demnach  allgemein  für  jedes  p). 

Wir  müssen  die  Aufmerksamkeit  jetzt  sogleich  auf  einen  sehr 
wichtio-en  Umstand  lenken.  Wir  haben  die  Convergenzbeweise  der 
Poincare'schen  Reihen  oben  nur  unter  der  Voraussetzung  geführt,  dass 
die  gesamten  Midtiplicatoren  yik  Zahlen  des  absoluten  Betrages  1  sind. 
Dies  gilt  nun  bei  den  vorangehenden  Untersuchungen  über  die  zu  einer 
Gruppe  von  beliebigem  p  gehörigen  Formen  zwar  stets  von  den 
Yerzweigungsmultiplicatoren  ^^,  n^,  .  .  .,  ^n\  dagegen  waren  diePerioden- 
nmltiplicatoren  irgend  welche  complexe  Zahlen.  Eine  eindeutige  auto- 
morphe Form  fpd{^\,U^,  deren  Periodenmultiplicatoren  im  specielleu 
sämtlich  den  absoluten  Betrag  1  haben,  wollen  wir  fortan  als  „imi- 
midtijilicativ"  bezeichnen.  Durch  Poincare'sche  Reihen  vermögen  ivir 
alsdann  jedenfalls  nur  unimidtiplicative  Formen  darzustellen. 

Um  den  Grad  der  hierin  liegende  Beschränkung  zu  ermessen, 
stellen  wir  den  Satz  auf:  Jede  eindeutige  aidomorphe  Form  q),,  kann 
durch  Multiplication  mit  der  Exponentialfunction  eines  überall  endlichen 
Integrals  c^W^ -{■  c^W^ -\-  ■  ■  •  -\-  CpW'  in  eine  unimultiplicative  Form  um- 
gewandelt werden,  und  zivar  sind  hierbei  die  Coeffwienten  c^,  .  .  .,Cp  ein- 
deutig bestimmt. 

Bei  Zusatz  dieses  Exponentialfactors  erfahren  nämlich  die  Yer- 
zweigungsmultiplicatoren keine  Veränderung.  Die  Periodenmultiplica- 
toren der  Form: 

(1)  ^^  =  e^^"'^^+--+'>V^, 

sind  aber  offenbar: 

Unter   Trennung    der    reellen    und    imaginären    Bestandteile    schreiben 

Cr/  =  c'  -f  ic'J,     (Og,,  =  a'gi,  -\-  iOg!,. 
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Soll  nun  \  fia,    =1  sein,  so  folgt: 

womit  die  reellen  Bestandteile  der  a,  eindeutig  bestimmt  sind.  Die 
Forderung,  dass  auch  alle  2^  Beträge  |  (i'i,^  [  gleich  1  sind,  kleidet  sich 
mit  Benutzung  der  eben  gewonnenen  Werte  der  d,  in  die  Gestalt  der  p 

Gleichungen : 

p 

(4)  ci'  co',;,  +  Co «;',  + . . .  -f  c; «;;  =  log  |  ^,^ ;  -^a'y,  log  n^,^  \ 

für  ^  =  1,  2,  .  .  .,  j;.  Die  c"  bestimmen  sich  aus  diesen  })  Gleichungen 
eindeutig,  da  nach  einem  bekannten  Satze  aus  der  Theorie  der  Abel- 
schen  Integrale  die  j)-gliedi-ige  Determinante  [  cOg/,  '  von  null  ver- 
schieden ist. 

Eine  andere  Beschränkung  für  die  durch  Poincare'sche  Reihen 
darstellbaren  Formen  ist  uns  von  früher  bekannt;  es  ist  die,  dass  die 
durch  Poincare'sche  Pieihen  gelieferten  Formen  (fdi^^i,  ^<^  in  xiaraholischen 
Spitzen  stets  NiüJpunlde  haben.  Wir  kommen  diesem  Umstände  ent- 
gegen, indem  wir  (wie  auch  schon  im  voraufgehenden  Paragi-aphen) 
bei  den  Formen  mit  d  -^  —  2  für  etwaige  parabolische  Spitzen  die 
vermöge  der  Primform  zu  leistende  Darstellung  (2)  pg.  243  nach  der 
Vorschrift  (5)  pg.  256  einrichten. 

Die  tiefer  liegenden  Sätze  über  Darstellimg  der  Formen  durch 
Poincare'sche  Reihen  hatten  wir  oben  bei  p  =  0  auf  Grund  der  Theorie 
der  einpoligen  Beihen  und  der  aus  ihnen  herzustellenden  Elementar- 
formen ß(^i,  ^2)  ^u  ^2)  gewonnen.  Eine  Elementarform  war  eine  ein- 
polige Reihe,  für  welche  .,deY  zum  Pole  |  gehörende  Coefficieut"  den 
Wert  1  hat: 

(5)  t.7'  ^r'  «ai,  ^2;  l,  y  =  ^  +  Co  +  c;(g  -  0  +  •  •  •• 

Liegt  eine  Gruppe  mit  einer  oder  imendlich  vielen  Grenzcurven  vor, 
so  definieren  wir  die  Elementarform  ß(^i,  f'?;  Ii>  ^2)  durch  die  Reihe 
(3)  pg.  186.  Überspannt  das  Polygonnetz  die  ganze  ^- Ebene  bis  auf 
die  Grenzpunkte,  so  hat  Q(^i,to;  ^1,^.2)  die  Gestalt  (5)  pg.  187.  Alle 
auf  die  Construction  der  Elementarformen  bezogenen  Entwicklungen 
von  pg.  179  ff.,  sowie  auch  die  Untersuchungen  über  Herstellung  von 
Reihen  mit  Polen  in  elliiDtischen  Ecken,  diejenigen  über  das  Verhalten 
der  Elementarformen  bei  Annäherung  von  ^  au  eine  parabolische  Ecke, 
über  das  Verhalten  bei  Anwendung  der  Substitutionen  U;  auf  |j ,  f 2 
u.  s.  w.  gelten,  wie  wir  schon  oben  wiederholt  hervorhoben,  unmittelbar 
für  Gruppen  eines  beliebigen  Geschlechtes  p. 
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Die  speciell  auf  das  Geschlecht  ^^  =  0  bezüglichen  Ausführungen 
pg.  200  ff.  werden  wir  nunmehr  für  beliebiges  ^j  zu  verallgemeinern 
haben. 

Zunächst  erinnern  wir  daran,  doss  für  d  =  —  2,  W\  =  1  Elementar- 
formen nicht  herstellbar  sind  (cf.  pg.  181).  Dies  kommt  jetzt  mit 
dem  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  aufgestellten  Satze  über- 
ein, dass  einpolige  eigentlich  automorphe  Formen  nicht  existieren. 
Wir  werden  auf  diesen  Umstand  noch  öfter  zurückkommen. 

Bei  Ausübung  der  Substitutionen  Ui  auf  |j,  h.-,  ist  oben  (pg.  199) 
insbesondere  die  Frage  behandelt,  ob  Q  (^, ,  ^2 ;  §i ,  i^  auch  in  den  ^^ ,  ^^ 
eine  automorphe  Form  sein  kann.  Wir  werden  hier  leicht  zeigen 
können:  Bei  l-einer  Gruppe  F  mit  p>  0  Jcann  es  eine  Elementarform 
Q  gehen,  ivelche  in  den  ^i,  1-2  unmittelMr  eine  automorphe  Form  ist.  Da 
nämlich  der  Fall  der  eigentlich  automorphen  Formen  (—  2)*^''  Dimen- 
sion ausgeschlossen  bleibt,  so  hat  ein  einzelnes  ß(^i,  ^95  ^u  ^2)  ^^ 
Form  der  Dimension  d-^  —  2  in  den  ^j,  tg  ein  m  >  2^>  —  1.  Aus 
der  Relation:  m-\-Wi  =  2p-2 

folgt  hiernach  m-^  —  \.  Da  aber  Q  auch  als  Form  der  ^1,  I2  einpolig 
sein  würde,  so  müsste  ni^  —  l  zutreffen,  so  dass  w  =  — 1  folgen 
würde.  Dieser  eine  Pol  würde  freie  Beweglichkeit  besitzen.  Wir 
fanden  jedoch,  dass  die  Mindestanzahl  frei  beweglicher  Pole 

p  —  m  =  p  +  1 
ist.     Sobald  j)  >  0  ist,    widerspricht    diese    letztere  Thatsache  der  An- 
nahme, dass  Q  in  den  ^j,  Ig  automorph   sei;   diese  Annahme  kann  also 
nicht  zutreffen. 

Genau  durch  dieselbe  Überlegung,  wie  pg.  203  bei  p  =  0,  ergiebt 
sich  jetzt,  indem  wir  zunächst  die  Comhination  d  =  —  2,  N\  =  l  aus- 
schliessen,  das  fundamentale  Ergebnis:  Bei  allen  mit  den  Convergenz- 
theoremen  in  Übereinstimmung  befindlichen  Dimensionen  d  ^  —  2  und 
für  jedes  mgehörige  System  M  giebt  es  polfreie,  nicht  identisch  verschtvin- 
dende  Poincare'sche  Reihen. 

Wegen  des  Verhaltens  der  zu  gegebenen  d  und  M  gehörenden 
Elementarform  Q(t^,  t^;  '^1,^2)  bei  Ausübung  der  Substitutionen  Ui  auf 
Ii,l2,  welches  sich  nach  den  Entwicklungen  von  pg.  198 ff.  regelt,  re- 
capitulieren  wir  folgendes:  Giebt  es  für  diese  Dimension  d  und  dieses 
Multiplicatorsystem  M  insgesamt  x  linear  unabhängige  polfreie  Poincare- 
sche  Reihen,  die  wir  wieder  (wie  pg.  206)  symbolisch  durch: 

(6)  »1(^1,  ^2)?    «2fej  ^2);  •  •  V  ^ri^i,  Q 

bezeichnen  wollen,  so  geht  Q^^^^L]  li,  ^0)  ^^*  Amvendung  von  U,-  auf 
^1,  ^2  über  in: 
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n-0  die  /"l'H^i  >  ^2)  Formen  der  Dimension  d  =  —  d—2  m  den  l^,  ^^ 
a?/em  s/«^,  ivelche  in  Iceinem  Falle  d,  M  durcligeliends  identisch  ver- 
schivindcn.  In  der  Tliat  kann  ja  Q,  wie  wir  soeben  sahen,  nicht 
gegenüber  allen  Gruppenerzeugenden  Uj  das  Verhalten  einer  auto- 
morphen Form  von  t^,  So  besitzen. 

Von  hier  aus  werden  Avir  die  Frage  entscheiden  können,  oh  alle 
Formen,  hezic.  welclie  Formen  einer  mit  den  Convergenztlieoremen  in  Über- 
einstimmung hefindlichen  Dimension  d  durch  eine  Poincare'scJie  Beihe 
darstellbar  sind.  Allerdings  lässt  sich  hierbei  der  bei  den  Elementar- 
formen ausgeschlossene  Fall  r/  ==  —  2 ,  M  =  1 ,  der  doch  unter  gewissen 
Voraussetzungen  (cf.  pg.  157ff.)  den  Convergenztheoremen  genügt,  noch 
nicht  erledigen.  Wir  müssen  hier  zunächst  noch  einen  Schritt  weiter- 
gehen und  die  eigentlich  automorphen  „ziveipoligen"  Reihen  (—  2y^^ 
Dimension  näher  in  Betracht  ziehen. 

§  11.  Zweipolige  Reihen  (—  2)*^'  Dimension  und  Integrale  2*"  Gattung 
bei  automorphen  Gebilden  beliebigen  Geschlechtes  p. 

Die  Gruppen  /',  deren  Poincare'sche  Reihen  (—  2)*^'"  Dimension 
conrergent  sind,  besitzen,  wie  wir  Avisseu,  notwendig  Netze  N,  die  bis 
auf  isoliert  liegende  Grenzpunkte  die  ganze  ^- Ebene  bedecken.  Wir 
werden  bei  diesen  Gruppen  zu  automorphen  Gebilden  geführt,  welche 
öfter  wiederholt  untersucht  worden  sind.  Um  hier  einige  geschicht- 
liche Notizen  vorauszusenden,  so  sei  erstlich  an  die  nachgelassene  Note 
Riemann's  „Gleicligewicht  der  EleTctricität  auf  Cylindern  mit  Kreisförmigem 
Quersclmitt  und  parcdlelen  Axen"*)  erinnert.  Dieselbe  bezieht  sich  auf 
einen  von  (}'>  +  1)  getrennt  verlaufenden  Symmetriekreisen  begi-enzten 
Bereich,  welcher  erst  bei  Reproduction  an  einem  jener  Kreise  zu 
einem  Fundamentalbereiche  (der  „ersten"  Art)  ergänzt  wird.  Auf  die 
grosse  Bedeutung  dieser  Arbeit  ist  wiederholt,  so  z.  B.  pg.  114,  sowie 
in  I  pg.  438,  hingewiesen.  Es  sei  weiter  an  die  beiden  grossen  Ar- 
beiten Schottky's  erinnert:  „Über  conforme  Abbildungen  mehrfach 
zusammenhängender  ebener  Flächen'^  und  „  Über  eine  specielle  Function, 
ivelche  bei  einer  bestimmten  linearen  Transformation  ihres  Argumentes 
unverändert  bleibt"**),  welche  schon  öfter  genannt  sind,  und  an  deren 


*)  Riemann's   gesammelte    Werke,    pg.  413    (der    ersten   Aufl.),    pg.  440   (der 
zweiten  Aufl.). 

**)  Journal  für  Math.  Bd.  83  (1877)  und  Bd.  101    1887). 
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zweite  unten  ausführlicher  angeknüpft  wird.  Kurz  vor  der  letzteren 
Abhandlung  erschien  die  gleichfalls  wiederholt  genannte  Note  Weh  er 's 
„Ein  Beitrag  zu  Poincarc's  Theorie  der  Fuchs' sehen  Fundionen''*),  in 
welcher  für  eine  specielle  Art  hyperelliptischer  Gebilde  die  Schottky'schen 
Ero-ebnisse  vorweg  genommen  wurden.  Andrerseits  Hess  vier  Jahre 
nach  der  zweiten  Schottky'schen  Arbeit  W.  Burnside  seine  pg.  157 
genannte  Abhandlung:  „6n  a  Class  of  Automorph ic  Functions"*'^)  er- 
scheinen, welche  neben  den  von  Riemann  und  Schottky  betrachteten 
Fällen  auch  die  hier  insgesamt  zulässigen  Hauptkreisgruppen  in  Be- 
tracht zog,  und  in  Avelcher  die  Behandlimg  der  zugehörigen  auto- 
morphen Gebilde  auf  die  convergenten  Poincare 'sehen  Reihen  (—  2^"' 
Dimension,  welche  wir  sogleich  betrachten  werden,  gegründet  wurde. 
Weitere  Litteraturnachweise,  namentlich  solche,  welche  vornehmlich 
o-ewisse,  noch  ausführlich  zu  betrachtende.  Pro ductent Wicklungen  be- 
treffen,  folgen  besser  erst  unten. 

Das  Bemerkenswerte  an  den  hier  zu  betrachtenden  „eigentlich  auto- 
morphen''  Poincare' sehen  Beihen  (—2)*"  Dimension  ist,  dass  man  von 
ihnen  aus  mit  gi-osser  Leichtigkeit  zu  BcihenentwieJdungen  für  die  Lite- 
grale  der  drei  Gattungen,  welche  zu  den  fraglichen  automorphen  Ge- 
bilden gehören,  sowie  zu  ProductdarsteJhmgen  der  hetreffenden  Primformen 
gelangt.  Wir  untersuchen  im  vorliegenden  Paragraphen  nur  erst  die 
Reihen  (—  2)*"  Dimension  in  ihrer  Beziehung  zu  den  Integralen  zweiter 
Gattung. 

Den  bequemsten  Ausgangspunkt  bietet  in  dieser  Hinsicht  die 
durch  die  nachfolgende  Reihe  erklärte  Form  W  (ßi,  ^2]  h'i  h)  zweier 
Yariabelenpaare  gj ,  ^g  ^^^  ^if  h' 

(1)  .  ^  {ti,  ^2;  hf  k)  =^  (-(t),  ^y- ' 

Die  Haupteigenschaften  dieser  Form  sind  folgende:  Es  stellt  M^  in  jedem 
der  beiden  VariaMenpaare  eine  eigentlich  automorphe  Form  (— 2)'"- 
Dimension  dar,  ivelche  offenbar  siveipolig  ist  (insofern  sie  hei  l  hezw.  l 
einen  Pol  2*"  Ordnung  aufiveist)  und  welche  hei  Austausch  heider 
Varicdjelenpaare  unverändert  hleiht: 

(2)  Y(^i,  I2;  ^1,  ^2)  =  "^{iu  ^2;  h,  Q- 

Wird  §  an  einer  von  einer  PohjgonecJce  verschiedenen  Stelle  festgehalten, 
so  hat  W  als  Form  der  ^1,^2  0^^^^^  ^P  f^^^^^  Nullpunlien)  in  der  einzelnen 
elliptischen  oder  paraholischen  Polygonecke  einen  Nidlpunli  der  Ordnung 

*)  Göttinger  Nachrichten  von  1886  pg.  359. 
**)  Proceedings  of  the  London  Math.  Society,  Bd.  23  (1891). 
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(1 Y~\    Entsprechendes  gilt  natiirUch  hei  stehendem  t,  für  Y  als  Form 

der  ^1 ,  l,- 

Es  hat  nun  das  invariante  Differential  (|,  di)  in  der  einzelnen  Ecke 
gerade  einen  Pol  der  Ordnung  (l j-\  so  dass  das  Product  von  Y  und 

(I,  d'^  bis  auf  den  bei  ^  gelegenen  Pol  zweiter  Ordnung  im  ganzen 
Fundamentalbereiche  polfrei  ist.  Dieses  Product  ist  (ausser  von  ty,t^ 
nur  noch  vom  Quotienten  ^  =  |j :  §%  abhängig.  Man  integriere  jetzt  bei 
stehenden  ^j,  ^2  ^  Bezug  auf  §  etwa  zv/ischeu  den  Grenzen  |q  und  i\ 
das  entspringende  Integral  werde    Y{t^,  ^27  I?  ^0)  genannt: 

(3)  ra, ,  ^, ;  §,  -Q  =  |V  {t, ,t,;-^„  W  (I,  d k). 

Da  die  Reihe  (1)  im  gesamten  Bereiche  ihrer  gleichmässigen  Convergenz, 
d.h.  im  Innern  des  Polygonnetzes  (in  der  ganzen  ^-Ebene  abgesehen 
von  den  Grenzpunkten  der  Gruppe)  gliedweise  integriert  werden  darf, 
so  folgt  als  Darstellung  von  Y  die  Poincare' sehe  Beihe: 

iV  Y(ti,  ^2;  I'  k)  =  -^  (SW,  I)' (sV-),  |„ I  ■ 

Die  absolute  Convergenz  dieser  Reihe,  falls  ^  und  ^^  nicht  in 
etwaigen  parabolischen  Spitzen  liegen,  ist  nach  den  früheren  Conver- 
genztheoremen  auch  unmittelbar  klar.  Aber  auch  die  parabolischen 
Punkte  bieten  hier  keine  Schwierigkeit.  Entwickeln  wir  nämlich  nach 
pg.  151,  falls  ^  in  die  Nähe  einer  etwa  nach  oq  zu  legenden  parabolischen 
Spitze  rückt,  die  „automorphe"  Form  V  von  ^j,  Ig  nach  Potenzen  von 
6',  so  führt  die  Integration  für  Y  auf  eine  convergente  Darstellung: 

(5)      r(t„  t^;  I,  lo)  =  q>%{t„  t,)  +  cfil\{^„  Q^  +  cp%{t,,t2)e'^-^-  •  •, 

welche  das  Verhalten  von  Y  bei  Annäherung  von  |  an  die  fragliche 
Spitze  klarstellt,  und  welche  sich  der  Entwicklung  der  Eiern entarformen 
bei  parabolischen  Spitzen  (cf.  pg.  196)  unterordnet. 

Als  Function  von  |  hat  Y  im  Fundamentalbereiche  einen  bei  ^  ge- 
legenen Pol  erster  Ordnung,  und  zwar  verhält  sich  t|  •  Y  bei  ^  wie 
(I  —  t)~^-  Bei  Ausübung  von  Substitutionen  der  Gruppe  auf  |  wird  Y 
als  Integral  (3)  um  Perioden,  die  vmi  I  unabhängig  sind,  zunehmen. 
Wir  kommen  sogleich  auf  die  Gestalt  dieser  Perioden  zurück.  3Ian 
erkennt  hiernach  in  Y(^i,  t^]  I,  lo)'  ^'^^  Function  von  5  aufgefasst,  ein 
einpoliges  Integral  ziveiter  Gattung.  Liegt  ein  Fundamentalbereich  vor, 
der  von  2p  getrennt  verlaufenden  YoUkreisen  begi-enzt  ist,  so  liefern 
diese  Kreispaare  für  die  geschlossene  Fläche  p  Rückkehrschnitte,  welche 
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wir  als  die  Schnitte  1^,1).,...,  hp  eines  kanonischen  Schnittsystems  an- 
sehen können.  Aus  der  Eindeutigkeit  von  Y  in  ^  folgt,  dass  Y  un- 
verändert bleibt,  falls  |  einen  der  Schnitte  h  durchläuft.  Aber  ein 
Integral  zweiter  Gattung,  welches  (auf  der  zersclinitteneu  Fläche  ge- 
dacht) längs  der  p  Schnitte  a,  überall  keine  von  null  verschiedenen 
Wertdifferenzeu  aufweist,  heisst  ein  zum  kanonischen  Schnittsystem 
gehöriges  „Normalintegral"  (cf.  „M."  I  pg.  531).  Also  folgt:  Im  Falle 
eines  FimdamentalhereicJis  mit  2p  getrennt  verlaufenden  Vollkreisen  als 
Randciirven  ist  Y{t„t2] '^,k)  «^^  Funäimt  des  ^  einpoliges  „Normal- 
integral" siveiter  Gattung. 

Das  Integi-al  zweiter  Gattung  wird  uns  hier  übrigens  nicht  direct 
in  derjenigen  Gestalt  geliefert,  welche  aus  der  Theorie  der  algebraischen 
Functionen  entspringt,  sondern  weicht  von  letzterer  um  einen  gewissen 
von  g  abhängenden  Factor  ab.  Man  beachte  nämlich,  dass  Y  in  Abhängigkeit 
von  der  Unstetigkeitsstelle  t  eine  eigentlich  automorpU  Form  (-  2)*«'  Dimen- 
sion darstellt,  die  zweipolig  ist.  Eine  solche  Form  hat  in  der  einzelnen 
festen  Polygonecke  einen  Nullpunkt  der  Ordnung  (^l--^j.  Rückt 
also  ^  in  eine  feste  Ecke,  so  wird  Y  als  Function  von  l  identisch  ver- 
schwinden. Wir  kommen  auf  dies  abweichende  Verhalten  von  Y  gegen- 
über den  Integralen  zweiter  Gattung  der  algebraischen  Theorie  sogleich 
bei  den  Integralen  dritter  Gattung  nochmals  zurück. 

Übrigens  wolle  man  noch  beachten,  dass  die  „Perioden''  des  Inte- 
grals Y  zwar  vmi  §  unabhängig  icerdm,  aber  in  ti,  ^2  polfreie  eigentlich 
automor]jJie  Formen  (-  2)*"  Dimension  mit  NuUpunUen  in  den  ettvaigen 
parabolischen  Spitzen  liefern.  Wir  werden  also  hier  zu  den  Formen 
<X>^-,{t^,Q  zurückgeführt,  was  mit  dem  in  der  Theorie  der  algebraischen 
Function  wohlbekannten  Verhalten  der  Integrale  zweiter  Gattung  in 
Übereinstimmung  ist  (cf.  „M."  I  pg.  532  und  II  pg.  497).  Üben  wir 
insbesondere  auf  l  die  Substitution   üi  aus  und  schreiben: 

(6)        ,  Y{^„  e.;  i«,  lo)  =  Y{i„  t,;  h  Q  +  o_2(?„  u:), 

so  entspringt  für  die  hier  eintretende  Form  0  aus  (4)  nach  kurzer 
Zwischenrechnung  die  Reihe: 

Dass  wir  hier  mit  einer  polfreien  Reihe  zu  thun  haben,  geht  mit  Rück- 
sicht auf  die  Äquivalenz  von  l«  und  ^|,')  aus  der  Bauart  der  Reihe  auch 
leicht  direct  hervor  (vergl.  die  Überlegungen  pg.  180  ff. j.  Da  wegen 
p>0  das  Integral  Y  nicht  gegenüber  allen  auf  l  ausgeübten  Sub- 
stitutionen Ui  unverändert  bleiben  kann,  so  folgt  das  wichtige  Ergebnis, 
dass  nicht  edle  polfreien  Reihen  (7)  identisch  versclminden  können.    Giebt 
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es  im  ganzen  t  linear  unabhängige  polfreie  Poincare'sche  Reihen 
(— 2)*®'' Dimension ,  so  mögen  wir  ein  specielles  System  solcher  durch: 

bezeichnen.  An  Stelle  von  (6)  tritt  dann  betreffs  des  Verhaltens  von  Y 
hei  Äusühunfi  der  Suhstitution  Ut  auf  ^  'die  (msführlicliere  Gleichung: 

r 

(8)  Y{l„t,:  i^M,)  =  Y{l„l,;i,Q  +2  cMll,  (^.,y. 

1=1 

^vo    die  c  von  |  und  i,  unabhängige  Constante   simJ.      Für    die    Anzahl 

X  gilt  zunächst  1<t^^);   wir  werden  im  übernächsten  Paragraphen 

ohne  Mühe  das  Zutreffen  der  Gleichung  t  =  p  zeigen  können. 

§  12.    Die  Integrale  erster  und  dritter  Gattung.    Productdarstellung 

für  die  Primform. 

Unter  Vorbehalt  einer  kurzen  Ergänzung  betreffs  der  Integrale  zweiter 
Gattung  wenden  wir  uns  jetzt  zunächst  zur  Betrachtung  der  Integrale 
erster  und  dritter  Gattung  bei  denjenigen  automorphen  Gebilden,  deren 
Reihen  (—  2)**^'"  Dimension  convergent  sind. 

Das  Differential:  (t)_,(^,,  y  a,  r/^, 

welches  wir  aus  der  in  Gleichung  (7)  des  vorigen  Paragraphen  ge- 
lieferten Form  0—2(^1,^2)  herstellen  können,  ist,  wie  man  leicht  feststellt, 
auch  in  den  Polygonecken  polfrei.  Dasselbe  wird  direct  ein  zum  al- 
gebraischen Gebilde  gehörendes  Differential  erster  Gattung,  in  Abhängig- 
keit von  ^  aufgefasst,  darstellen.  Durch  Integration  zwischen  den 
Grenzen  ^^  ^^^  t   möge  das  Integral  erster  Gattung  J{t,  Cq)  entstehen: 

(1)  j{i,Q=J^-,{t,A^;){t,dt). 

Benutzen  wir  die  Invarianz  des  Differentials  (^,  dt)  gegenüber  ük,  so 
folgt  durch  gliedweise  Integration  der  durch  (7)  pg.  267  gelieferten 
Reihe  für  0_2(c;i,  co)  (fe,  d^)  als  Darstellung  des  Integrals  erster  Gattung 
J{^,  Cn)  die  nachfolgende  Beihe: 

welche  auch  so  geschrieben  werden  kann: 

(3)  ^(g,y  =  _2log(f^,.M). 

Nehmen  wir  bereits  als  bewiesen  an,  dass  die  am  Schlüsse  des  vorigen 
Paragraphen  mit  t  bezeichnete  Anzahl  gleich  2>  ist,  so  finden  wir  unter 
den  Erzeugenden  f7,  der  Gruppe  ausreichend  viele  Substitutionen,  um 
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p  linear  unabliäugige  Integrale  erster  Gattung  auf  dem  bezeichneten 
Wege  herzustellen. 

Auch  hier  bietet  ein  von  2p  getrennt  verlaufenden  VoUJcreisen  he- 
randefer Fiindamentalhereich  Gelegenheit  zu  einer  besonderen  Betrachtuno- 
Verstehen  wir  dabei  unter  Ui  eine  der  j>  Erzeugenden,  so  ist  ^W  der 
mit  der  Stelle  ^^  äquivalente  Punkt  in  dem  benachbarten  Bereiche. 
Letzterer  habe  mit  dem  Ausgangsbereiche  den  Kreis  Ki  gemein.      Der 

Vieldeutigkeit  von  log  i -^A  entsprechend,  führen  wir  einen  Quer- 
schnitt von  2y  nach  ^p,  der  den  Kreis  Ä,  überschreitet,  ohne  irgend 
einen  anderen  Kreis  des  Netzes  zu  treffen.  Durchläuft  jetzt  t,  den 
Kreis  K;  in  der  richtigen  Richtung,  so  nimmt  das  dem  Werte  k  =  0 
entsprechende  Anfangsglied  der  Reihe  (3)  um  den  Betrag  27t  Y—  1  zu. 
Die  mit  ^  äquivalenten  Punkte  ^(^),  ^^^\  .  .  .  beschreiben  hingegen  Kreise 
des  Netzes,  welche  dem  gerade  gezogenen  Querschnitte  nicht  begegnen; 
d.  h.  alle  Aveiter  folgenden  Glieder  der  Reihe  (3)  bleiben  gegenüber  dem 
fraglichen  Umlaufe  von  t  unverändert.  Beschreibt  t,  den  Kreis  K,,  so 
ändert  sich  hiernach  /(g,  t^,)  um  die  Periode  27r]/— 1.  Man  findet 
durch  leichte  Fortsetzung  der  Überlegung,  dass  J(t,  ^„)  unverändert 
bleibt,  falls  t,  einen  jener  Randkreise  des  Fundamentalbereichs  beschreibt, 
welche  zu  den  (p  —  1)  übrigen  Erzeugenden  gehören.  Wir  erkennen 
sofort:  Die  p  Gruppener zeugenden  liefern  im  fraglichen  Falle  ein  System 
von  p  Normalintegralen  erster  Gattung  [cf.  „M.^^  I pg.b'^0*)];  und  da 
dieselben  als  solche  linear  unahJtängig  sind,  so  gilt  dasselbe  von  den  p 
ihnen  entsprechenden  polfreien  Beihen  0_  2  (^1 ,  ^2)  (^^^  Dimension  —  2. 
In  diesem  Falle  ist  also  der  Beweis  unserer  Behauptung,  dass  die  An- 
zahl r=p  sei,  bereits  geliefert. 

Um  ferner  zum  Integral  dritter  Gattung  zu  gelangen,  bilden 
wir  uns  das  Differential  Y(?i,  tg?  ^>^o) "  (&>^^0>  welches  in  ^^,^2  homogen 
nuUter  Dimension  ist  und  also  nur  noch  vom  Quotienten  g  abhängt. 
Dasselbe  besitzt  zwei  Pole  erster  Ordnung  bei  ^  und  S^  im  Fundamental- 
bereiche, während  es  in  den  Ecken  des  letzteren  polfrei  wird.  Die 
Integration  ergiebt  uns  nun  direct  in: 

(4)  Qa,  ^0;  h  y  =fY{t^,  ^25  h  y  a,  <n) 

ein  Integral  dritter  Gattung  mit  zicei  logarithmischen  Unstetiglieitspunlden  | 
und  ^Q. 


*)  Von  den  an  dieser  Stelle,  sowie  auch  sonst  im  Texte  gebrauchten  Normal- 
integralen erster  Gattung  weichen  übrigens  die  hier  in  Rede  stehenden  Integrale  J 
um  den  gemeinsamen  Factor  2;r|/— 1  ab. 
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Als  Reihendarstellung  dieses  Integrales  ergiebt  sich  aus  (4)  pg.  266 : 


(5)  Q{t,t,',^,k)=Z 


'-(l^)--(fft) 


Man  kann  hierfür  auch  schreiben: 

wo  unter  dem  Logarithmuszeichen  des  einzelnen  Gliedes  ein  Doppel- 
verhältniss  von  vier  Punkten  steht.  Berücksichtigt  man  die  Invarianz 
dieses  Doppelverhältnisses  bei  gleichzeitiger  Anwendung  einer  und  der- 
selben Substitution  Ui  auf  die  in  demselben  vereinigten  Yariabelenpaare, 
so  kann  man  aus  der  letzten  Darstellung  von  Q  leicht  auch  noch  auf 
die  folgende  schliessen: 

(6)         Q (i,  5o;  I,  y  -2[ lo."  (?5|)  -  •«« (|5f  )]■ 

Der  Vergleich  mit  (5)  zeigt,  dass  wir  mit  einem  Integrale  dritter 
Gattung  zu  thun  haben,  welches  Vertauschmg  von  „Parameter"  und 
„Argument"  gestattet: 

Die  aus  (3)  pg.  2^^  entspringende  Gleichung: 

(8)         Q  a,  ^o;  ^,  ü  =jyV  fe,  e.;  i„  y  {i,  dl)  a,  dt) 

bestätigt  dies  mit  Rücksicht  auf  (2)  pg.  265  unmittelbar. 

Im  Falle  eines  von  2p  isoliert  verlaufenden  Yollkreisen  begrenzten 
Fundamentalbereiches  ist  ^(t,  Cq;  |,  ^o),  wie  sofort  zu  sehen,  ein 
zum  kanonischen  Schnittsystem  gehörendes  ,.NormaJi)itegraJ''  dritter 
Gattung,  wobei  man  die  beiden  Stellen  |  imd  £q,  den  oben  (pg.  220) 
befolgten  Mafsregeln  entsprechend,  in  ein  und  demselben  Polygone  des 
Netzes  annehmen  Avird. 

Wir  bemerken  übrigens  noch,  dass  Q  (im  Gegensatz  zu  den  Inte- 
gralen Y),  in  Ähliängiglieit  von  ^  und  §  aufgefasst,  unmittethar  als  ein 
aus  der  algebraischen  Theoiie  entspringendes  Integral  dritter  Gattung  anzu- 
sehen ist.  Will  man  nun  aber  auf  der  Riemann 'sehen  Fläche  durch 
Differentiation  den  Übergang  von  Q  zum  Integi-al  zweiter  Gattung  ge- 
winnen, so  wird  man  sich  des  überall  endlichen  und  von  null  ver- 
schiedenen Differentials  da,  (cf.  pg.  229)  bedienen.  Indem  wir  hier 
statt  dessen  den  zu  unserem   Y  führenden  Ansatz  benutzen: 
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»  ^  (fe .  ?0  ;  S  1  So)    xr/p       j-  .    t     t  \ 

erhält  entgegen  dem  Integrale  —^  das  Integral  zuritcr  Gattung  Y,    in 

Abhängigkeit  von  seiner  Unstetigkeitsstelle  t,  aufgefasst,  die  scJion  oben 
ietnerkten  Nullpunkte  in  den  festen  Polygonecken ,  wie  dieselben  den 
ebenda  befindliehen  Polen  des  Difi'erentials  (^,  d^)  entsprechen.  Hier- 
mit ist  die  vorhin  (pg.  267)  nur  erst  beiläufig  besprochene  Abweichung 

des  Y  vom  Integi-ale  zweiter  Gattung  - —  der  algebraischen  Theorie 
völlig  aufgeklärt. 

Vom  Integral  dritter  Gattung  Q(^,^q-,  i>  to)  ^-us  gelangen  wir 
endlich  sehr  leicht  zu  derjenigen  Prinifuncfion,  welche  Schottky  in 
der  zweiten  der  pg.  264  genannten  Arbeiten  zur  Gewinnung  von  Product- 
entwicTdimgen  automm'pher  Functionen  benutzt. 

Es  liege  der  Fall  eines  Fundamentalhereiclis  mit  2])  Vollhrisen 
als  Randcurven  vor,  auf  welchen  Schottky  sich  a.  a.  0.  beschränkt.  Unter 
diesen  Umständen  ist  in  der  nicht -homogen  geschriebenen  Gruppe  F 
abgesehen  von  der  Identität  Vq  =  1  keine  Substitution  Vk  mit  ihrer 
inversen  V^T^  identisch.  Lassen  wir  demnach  von  je  zwei  inversen 
Substitutionen  zunächst  nur  eine  zu  und  nennen  die  so  ausgewählten 
Substitutionen  allgemein  Vy,  so  werden  wir  in  Vq=1,  den  1%,  und 
den  V,r^  die  gesamte  Gruppe  erschöpft  und  jede  Operation  nur  einmal 
genannt  haben. 

Schreiben  wir  statt  V.^^  das  Symbol  V—x)  so  liefern  die  oben 
gegebenen  Reihendarstellungen  des  Integrals  Q  bei  Fortgang  zur  Ex- 
ponentialfunction  von  Q  zunächst  die  folgende  Productentwicklung 
für  e^: 

Durch  Umgestaltung  der  Klammersymbole  im  ersten  Product  rechter 
Hand  auf  Grund  der  Invarianteneigenschaft  jener  Symbole  folgt  für  e^ 
weiter  der  Ausdruck: 

UM)ao,ao)  rr  (iii!!lH^oiiol  TT  (^' ^"^)  (^0.  i^o) 


(?, y  (?o, §)  ±1  ^:, |(-))  (,^„, |(-))  LI  (I, ^f(^))  (1^, ^C"-)^ 

Nunmehr  ist  die  durch  Schotthj  henutzte  Primfunction  E(^,  ^q)    so 
zu  erklären: 


(9)  Ei^,  t,)  =  lim  V^^J^^)  ao-  y  e-'^^ 


^  ('S»  boi    ■»  >  ^o) 


Offenbar    werden    bei    dem    hier  vorgescliriebenen   Grenzübergänge 
die  beiden  Producte    in   dem     zuletzt    für   e^  angegebenen   Ausdrucke 
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einander  gleich,  und  wir  gewinnen  als  canvergente  Prodiictdarstellimy 
der  Primfundion  E{t,,  t^: 

(10)  £(5,y_(j_yJJ_|^M|^. 

Die  Beziehung  der  in  (4)  pg;  222  erklärten  Primform  Q  {z,  z^ 
zur  Prirafunction  E{t,  t^^  ist  leicht  aufgewiesen.  Zunächst  wollen 
wir  bei  der  Bildung  jener  Primform,  um  die  in  den  Verzweigungs- 
punkten der  Riemann 'sehen  Fläche  liegenden  Nullpunkte  zum  Fortfall 
zu  bringen,  an  Stelle  des  Differentials  {z,  dz)  das  nhendl  endliche 
Differential  dco^  (cf.  pg.  229)  treten  lassen.  Die  so  entstehende  Prim- 
form möge  Q'(z,Zq)  heissen,  wobei  die  Stellen  z,Zq  den  Argumenten 
^,  ^0  entsprechen  mögen;  dieses  Q'(z,Zq)  ist  identisch  mit  derjenigen 
pg.  222 ff',  mehrfach  genannten  Gestalt  der  Primform,  welche  Klein 
vermöge  der  auf  die  Normalcurve  der  (p  gegi-ündete  homogene  Betrach- 
tung aufbaute*).  Bei  der  vorliegenden  Gruppe  liegen  die  Verhältnisse 
nun  insofern  sehr  einfach,  als  (^,  d^)  direct  das  üherall  endliche  Diffe- 
rential darstellt.  Es  folgt:  Die  Beziehung  ztvischen  der  Primform 
^'{z,  z^  und  der  Schottky' selten  Primfundion  E{^,  ^q)  ist  angegeben  durch: 

(11)  Q'(z,z,)  =  t,^i).E{t,U\ 

wobei  wir  t^  in  ^(°) :  ^(°)  gespalten  denken.  Man  sieht,  dass  die  Schottky- 
sche  Primfunction  sowohl  in  Abhängigkeit  von  ^  Avie  von  to  bis  oo 
selbst  Pole  haben  wird,  während  Q'(z,Z(^)  den  Vorzug  besitzt  überall 
endlich  zu  sein.  Abgesehen  hiervon  (d.  h.  vom  Factor  ^.^  ^'2')  ^^^^  ^^^^^' 
Schottky  in  seinem  E(t,  t^)  für  die  speciellen  hier  in  Rede  stehenden 
Gebilde  genau  denjenigen  Ausdruck  Q'(z,Zq)  gewonnen,  welches  Klein 
a.a.O.  für  beliebige  algebraische  Gebilde  hergestellt  hat**). 

Für  die  automorphen  Functionen  unseres  in  Rede  stehenden  Ge- 
bildes entspringen  hieraus  unter  Vermittlimg  der  Primform  und  auf 
Grund  der  Formel  (10)  Darstellungen  durch  unendlicJie  Producte, 
welche  die  Nullpunkte  und  Pole  der  einzelnen  Function  direct  zum 
Ausdruck  bringen.  Doch  wird  es  kaum  nötig  sein,  diese  Product- 
entwicklungen  hier  noch  explicite  anzugeben***). 

*)  Siehe  die  Abhandlung  „Zur  Tlieorie  der  Abel' sehen  Functionen",  Math. 
Ann.  Bd.  36,  pg.  llf.  (1889). 

**)  Vergl.  übrigens    die   noch    weiter    ausgreifenden  Bemerkungen  von  Klein 
a.  a.  0.  pg.  13. 

***)  Andei'weitige  Versuche,  von  den  Poincare 'sehen  Reihen  aus  zu  Product- 
entwicklungen,  die  mit  transcendenten  convergenzerzeugenden  Zusatzfactoren 
ausgestattet  sind,  für  die  automorphen  Functionen  zu  gelangen,  sind  von 
H.  von  Mangoldt  in  der  Arbeit  „Über  ein  Verfahren  zur  Darstelhing  elliptischer 
Jlodulfunctionen  durch  unendliche  Producte  etc."  (Göttinger  Nachrichten  von 
1886  Xr.  1)   und   H.  Stahl   in   der   Abhandlung  „Über  die  Darstellung   der  ein- 
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§  13.    Über  die  Darstellbarkeit  der  automorplien  Formen  beliebigen 
Geschlechtes  2^  durch  die  Elementarformen  und  die  Poincare 'sehen 

Beihen. 

Es  bleibt  uns  jetzt  endlich  noch  die  Frage  erschöpfend  zu  be- 
antworten, welche  mdomorplie  Formen  (pd{^i,  ta)  eines  vorgele(/ten  Ge- 
bildes mit  ^9  >  0  als  convergente  Foincare' sehe  Eeihen  darstellbar  sind. 
Nach  pg.  261  ist  es  selbstverständlich,  dass  hier  nur  unimultiplieative 
Formen  in  Betracht  kommen  können.  Überdies  muss  natürlich  die 
Dimension  d  in  Übereinstimmung  mit  den  Convergenztheoremen  gewählt 
sein;  wir  werden  d  ^  —  2  annehmen,  da  wir  die  möglicher  Weise  con- 
vergenten  Reihen  (—  1)*"  Dimension  (cf.  pg.  166)  auch  oben  nicht 
weiter  verfolgt  haben.  Im  Falle  d  =  —  2  sollen  das  Multiplicator 
System  M  =  1  und  damit  die  eigentlich  automorphen  Formen  eiust 
weilen  ausgeschlossen  sein. 

Die  aufgeworfene  Frage  ist  für  die  Gebilde  des  Geschlechtes  null 
oben  (pg.  204  ff.)  behandelt;  wir  werden  jetzt  zeigen,  dass  die  dortige 
Überlegung  mit  ganz  geringfügigen  Abändenmgen  auch  bei  ^7  >  0  zum 
Ziele  führt. 

Wir  constatieren  erstlich,  dass  ohne  weiteres  die  Betrachtungen 
über  Herstellung  einer  Poincare 'sehen  Reihe  gältig  bleiben,  welche 
an  denselben  Stellen  und  in  der  gleichen  Weise  wie  eine  vorgelegte 
Form  g)d{ti}  ts)  unendlich  wird.  Voraussetzung  ist  hier  wie  dort,  dass 
keiner  der  Pole  in  einer  etwaigen  parabolischen  Ecke  des  Fundamental - 
bereichs  gelegen  ist:  Jede  automorphe  Form  cpd{ii,  ^2)  ^'*^^''  ^^^*^  ^'ö*^" 
vergendheoremen  genügenden  Dimension  d  mit  heliehigen,  jedoch  nicht  in 
paraholisehen  Spitzen  liegenden,  Föhn  ist  his  auf  eine  additive  ganze 
automorphe  Form  durch  eine  Poincare'' sehe  Beihe  darstellbar. 

Wir  haben  in  dieser  Weise  unsere  Frage  auf  den  besonderen 
Fall  reduciert,  dass  (pd{ti}  ^2)  ^^^  ganze  automorphe  Form  ist.  Hier 
tritt  dann  ein  indirectes  Schluss verfahren  in  Kraft,  wie  dasselbe 
für  ^  =  0  oben  pg.  207  fi".  auf  die  Betrachtung  der    Formen    positiver 

deutigen  Functionen,  die  sich  durch  lineare  Substitutionen  reproducieren ,  durch  un- 
endliche Producte"  (Mathem.  Annalen  Bd.  33 ,  1888)  gemacht  worden. 

Neuerdings  hat  J.  C.  Kluyver  eine  Weiterführung  der  Schottky 'sehen 
Untersuchungen  (cf.  pg.  264)  begonnen;  man  vergl.  Kiuyver's  Abhandlung  „A 
special  case  of  Dirichlefs  pi-ohlem  for  two  dimensions"  (Acta  mathematica,  Bd.  21, 
1897).  Insbesondere  kommen  hier  die  symmetrischen  Gebilde  zur  Behandlung, 
bei  denen  die  halbierten  Fundamentalbereiche  durch  {p  -[- 1)  Symmetriekreise 
berandet  sind.  Es  werden  die  Potentiale  dieser  Halbbereiche  in  Untersuchung 
gezogen,  wobei  eine  analytische  Darstellung  dieser  Potentiale  auf  Grund  der 
allgemeinen  Schottky'schen   Producte  entwickelt  wird. 

Fricke-Klein,  Automorphe  Tuuctionen.  II.  18 
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Dimensionen  d  gegTündet  wurde.  Es  sei  dabei,  wie  oben,  f?  =  —  rf  — 2; 
und  das  Multiplicatorsystem  M  sei  demjenigen  von  ffd(Si,t^  invers. 
Der  Fall  d  =  0  ist  bei  den  für  die  Dimension  d  =  —  2  in  Betracht 
kommenden  Gebilden  natürlich  auch  zulässig.  Es  seien  nunmehr 
s  Stellen  des  Fundamentalbereichs  durch  (^)^,  (2)^,  .  .  .,  (%  bezeichnet. 
Wir  nehmen  an,  dass  diese  s  Stellen  von  einander  unahliämjiy  und  frei 
heweglicli  seien]  doch  sollen  sie  nicht  in  etwaige  parabolische  Spitzen  rücken 
dürfen,  und  der  Einfachheit  halber  mögen  sie  auch  von  elliptischen 
Ecken  des  Fundamentalbereiches  fem  bleiben.  Gelingt  es,  eine  auto- 
morpheFofm  tl^ä  von  der  nicht-negativen  Dimension  d  und  dem  Multipli- 
catorsystem M  zu  construieren,  welche  an  diesen  s  Stellen  Pole  mif- 
iveist,  so  gilt  nach  einem  pg.  258  bewiesenen  Satze: 

(1)  s  >  m  —  ^)  -f  2  =  ^;  —  m . 

Mit  Hülfe  der  zu  den  vorliegenden  d,  M  gehörenden  Elementar- 
form Q(gj,  ^25  iu  ^2)  bauen  wir  uns  nun  zur  Herstellung  einer  ge- 
wünschten Form  ip2   den  Ausdruck  auf: 

(2)  B,^{^%,  ^%;  l„  y  +  i?,QC^5,  (%;  ix,  y  +  •  •  • 

in  welchem  die  B  von  den  |j,  1,  unabhängige  Grössen  sein  sollen. 
Bei  der  Aveiteren  Discussion  dieses  Ausdrucks  bleibt  die  Überlegung 
von  pg.  207  tf.  in  allen  wesentlichen  Punkten  bestehen.  Die  B  sind  derart 
zu  bestimmen,  dass  der  Ausdruck  (2)  gegenüber  den  Operationen  der 
Gruppe  eine  automorphe  Form  der  Ij,  1^  darstellt.  Das  Verhalten  der 
einzelnen  Elementarform  bei  Ausübung  von  Ui  auf  |j,  ^^  ist  in  (7) 
pg.264  angegeben,  wenn  t  die  Anzahl  linear  unabhängiger  polfreier 
Poincare' scIier  Reihen  für  d  und  M  bedeutet  und  ein  System  solcher 
Reihen  durch  »1(^1,  ^2)7  »2(^1;  ^'s)?  •  •  •?  ^t{^ij  ^2)  gegeben  ist. 

Die  correspondierende  Anzahl  der  überhaupt  existierenden  ganzen 
automorphen  Formen,  die  in  den  etwaigen  parabolischen  Spitzen  ver- 
schwinden, ist  nach  einem  pg. 254  ausgesprochenen  Satze  w— ^>  +  l, 
wo  in  nach  der  pg.  256  gegebenen  Vorschrift  zu  berechnen  ist.  Wir 
merken  somit  für  die  Anzahl  t  die  Ungleichung  an: 

(3)  z  ^m  —  2y  -{■  1. 

Nun  wolle  man  zur  Discussion  des  Ausdrucks  (2)  genau  die 
Überlegung  reproducieren,  welche  pg.  207  an  den  gleichen  Ausdruck  (7) 
geschlossen  ist.  Man  hat  hier  nur  überall  s  statt  0  für  die  Pol- 
anzahl zu  setzen  und  muss  gemäss  der  eben  unter  (3)  angegebenen 
Bedingung  an  Stelle  der  Ungleichung  (12)  pg.  208  die  folgende  treten 
lassen: 

(4)  l^Q£r<m-p-]-l. 
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Die  freie  Beweglichkeit  der  s  Stellen  '^%,  (^)^,  .  .  .  und  die  lineare  Un- 
abhängigkeit der  ojj',  «2',  .  .  .,  cj,/  (cf.  pg. 209)  führt  wie  a.a.O.  auf  die 
Ungleichung  J  ^  ()  -f  1.  Aber  auch  schon  für  den  niedersten  Fall 
s  =  ()  +  1  gelingt  thatsächlich  die  Herstellung  einer  gewünschten 
Form  ipd  '    Es  wird  also  nach  der  eben  aufgestellten  Bedingung  (1) : 

's  =  Q  -{-l'^m  —  p  -{-  2,    Q^m  —  p  -\-\ 

folgen;  dann  aber  liefert  der  Vergleich  mit  (4): 

(5)  Q  =  x  =  m  —  ^)  +  1. 

Wir  haben  also  den  centralen  Satz:  Die  Anzahl  linear  unahltängiger 
polfreier  Heiken  für  gegebene  d,  M  ist  gleich  der  correspondierenden  AnzaJü 
ganzer  Formen,  die  in  den  paraholischen  Spitzen,  welche  etwa  vorlcommen, 
verschwinden. 

Vermöge  einer  elementaren  Überlegung  entspringt  daraufliin  als 
Ergänzung  des  am  Anlang  des  Paragraphen  aufgestellten  vorläufigen 
Theorems  der  Satz :  Jede  in  den  etwaigen  paraholischen  Spitzen  verselnvin- 
dende  unimultiplicative  automorphe  Form  unseres  Gebildes  von  beliebigem 
Geschleehte  p  hann,  sofern  ihre  Dimension  d  den  Convergenztheorcmen 
genügt,  in  Gestalt  einer  Foincare  sehen  Beihe  dargestellt  werden. 

Um  die  Betrachtung  der  Formen  nicht -negativer  Dimension  rl^ä  zu 
Ende  zu  führen,  haben  wir  im  Gleichungssystem  (14)  pg.  209  für  die 
B^,  D2,  ■  .  .,  Bj  die  Anzalü  p  =  w  —  ^9  +  1  zu  nehmen.  Wir  schliessen 
wie  damals  (pg.  210),  dass  von  den  s"  Grössen  B: 

(6)  's  —  m  -\-  2)  —  '^  =^  -\-m  —  p  -\-l 

willkürlich  wählbar  sind,  während  sich  alsdann  die  übrigen  in  jenen 
linear  und  homogen  darstellen:  Fs  giebt  (s  -{-  ni  —  2)  -{-  1)  linear  unah- 
hängige  automorphe  Ausdrüche  (2),  icelche  an  's  ausserhalb  der  festen 
PolygonecJcen  frei  beiveglichen  Stellen  Pole  erster  Ordnung  aufweisen. 

Nach  dem  erweiterten  Riemann- Roch 'sehen  Satze  (cf.  pg.  257)  ist 
nun  (s-\-m— p-\-G-\-V)  die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  Formen 
il)d,  welche  an  den  Stellen  (^)^,  (-)^,  .  .  .,  W^  Pole  erster  Ordnung  be- 
sitzen. Dabei  bedeutet  0  die  Anzahl  linear  unabhängiger  mit  ip~i  con- 
jugierter  ganzer  Formen  ^,/,  welche  an  den  's  Polen  von  ■^a  zugleich 
verschwinden.  Nun  enthält  die  allgemeinste  ganze  Form  (pa  nach 
obigen  Erörterungen  {m  —  i^  +  1)  Constante  linear  und  homogen. 
Für  letztere  liefern  die  ^  geforderten  Nullpunkte  ebenso  viele  lineare 
homogene  Gleichungen.  Legen  wir  jetzt  wieder  Nachdruck  auf  die 
freie  Beweghchkeit  der  Stellen  '^%,  .  .  .,^%,  so  sind  jene  's  Gleichungen 
als  von  einander  unabhängig  anzusehen.  Damit  es  alsdann  überhaupt 
gewünschte    ganze    Formen    cp^   giebt,    ist   m—p-{-\^^  zu   fordern. 


276  I-  Engere  Theorie  der  eindeutigen  automorphen  Functionen. 

Dies  aber  widerspricht  der  Bedingung  (1),  so  dass  0  =  0  zutreffen 
muss. 

Damit  sind  auch  die  Formen  nicht -negativer  Dimension  erledigt: 
Die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  Formen  td  'ist  gleich  (s  +?>i— j)+  1) 
und  also  identisch  mit  der  Anzahl  der  aus  Elementarformen  aufgebauten 
linear  unabhängigen  automorphen  Ausdrücke  (2). 

Das  gewonnene  Ergebnis  können  wir  nun  leicht  auch  in  die  Ge- 
stalt des  folgenden  Satzes  kleiden:  Indem  ivir  einsttveilen  von  den 
eigentlich  automorplien  „Functionen"  absehen,  können  uir  jede  Schar 
automorplwr  Formen  ■^d'{i,x,  £2)  'nieht- negativer  Dimension  d  mit  J 
ausserhalb  der  festen  Ecken  „frei  bewcgliclien"  Polen  erster  Ordnung  in 
der  Gestalt  (2)  als  ein  Aggregat  von  Elementarformen  darstellen,  voraus- 
gesdd,  dass  die  Convergenztheoreme  der  Poincarc' sehen  Pieihen  für  die 
Dimension  d  =  —  d  —  2  in  den  1^ ,  Ig  ü-bcrhmqjt  die  Herstellung  von 
Elementarformen  gestatten.  — 

Es  ist  letzten  Endes  auch  nicht  mehr  schwierig,  die  Untersuchung 
unserer  Frage  in  dem  zunächst  ausgeschlossenen  Falle  d  =  —  2,tA^l 
zu  Ende  zu  führen. 

Hier  hat  eine  nicht  ganze  Form  qp_2(^i,  ^2))  ^^^^  ^^'^^  wissen, 
mindestens  zwei  Pole  im  Fimdamentalbereiche.  Ist  allgemein  die 
Anzahl  der  Pole  s(>  2),  und  liegen  dieselben  bei: 

r/1),  V^  •  .  •,  »J^^ 
so  bilden  wir  uns,    sofern    die  Pole  sämtlich  von  erster  Ordnung  sind 
und   nicht    in   festen  Polygonecken  liegen,    mit  Hülfe  der  zugehörigen 
Coefficienten  C^,  63,  .  .  .,  0,  (cf.  pg.  259)  die  rationale  Function: 

/7\  ^1       I       ^g     4.  .  .  .  _i_      ^* 

Nach  dem  Satze  vom  Verschwinden  der  Summe  aller  C  (cf.  (15) 
pg.  259)  liefert  die  Summierung  der  s  Brüche  (7)  einen  Ausdruck, 
dessen  Zähler  eine  ganze  Fimction  (5—2)"="  Grades  Gg-2(X)  ist. 
Schreibt  man  alsdann: 

so  hat  man  in: 


k 


eine  convergente  Poincare'sche  Reihe,  welche  an  denselben  Stellen  und 
in  der  gleichen  Weise  wie  qp_2  (t^ ,  ^2)  unendlich  wird. 

Liegen  Pole  höherer  Ordnung  ausserhalb  der  festen  Ecken  vor, 
so  wird  man  im  Ansätze  (7)  einfach  noch  entsprechende  Partialbrüche 
höheren    Grades    hinzutreten    lassen.     Endlich   hat    es    auch    keinerlei 
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Schwierigkeit,  in  den  elliptischen  Ecken  noch  Pole  hinzukommen  zu 
lassen,  deren  Ordnungen  dann  natürlich  nach  den  bezüglichen  seiner 
Zeit  gegebenen  Regeln  (cf.  pg.  106)  abzulesen  sind.  Für  den  Aufbau 
der  Reihen  treten  in  diesen  Fällen  die  Maßregeln  in  Kraft,  welche  bei 
den  Elementarformen  pg.  184  ff.  besprochen  wurden.  Es  entspringt  hier- 
nach wieder  der  vorläufige  Satz,  dass  die  einzelne  eigentlich  automorphe 
Form  g?_2(^i,^2)  *'"^  irgend  ivelchen  ausserhalb  etwaiger  paraloUscher 
Spitzen  gelegenen  Polen  bis  auf  eine  additive  ganze  Fmmi  durch  eine 
Poincare'sche  Beihe  darstellbar  ist. 

Hiermit  ist  Alles  auf  die  Frage  nach  der  Darstellbarkeit  der  p 
ganzen  Formen  <l)_2(^i,^2)  durch  Poincare'sche  Reihen  reduciert.  Diese 
Frage  aber  erledigt  sich,  entsprechend  wie  oben,  bei  Gelegenheit  der 
Darstellung  der  eigenthch  automorphen  „Functionen"  ^(^)  durch  die 
Integrale  zweiter  Gattimg.  Wir  wollen  die  letzteren  unter  Auslassung 
der  unteren  Grenze  1^  kurz  Z(^,,  ^g;  |)  schreiben  (cf.  pg.  266).  Die 
Function  ^(^),  welche  wir  betrachten  wollen,  habe  nur  einfache  Pole 
bei  (^)^,  (2)^^ .  .  ,,  w^.  Diese  i"  Stellen  soUen  von  etwaigen  festen  Polygon- 
ecken entfernt  bleiben,  übrigens  aber  von  cinamler  unabhängig  und  frei 
betveglich  sein. 

Die  Function  ip{^)  werden  wir  vermöge  eines  Ausdrucks: 

(8)  Bo  +  B,  r((^)^„(%;  $)  +  ...  +  ^;  Y{m,,  m,'.  ^) 

herzustellen  versuchen,  bei  dessen  näherer  Untersuchung  durchaus 
wieder  die  pg.  207  ff.  befolgten  Überlegungen  in  Kraft  treten.  Das  Ver- 
halten des  einzelnen  Integrals  zweiter  Gattung  bei  Ausübung  einer 
Substitution  V  der  Gruppe  auf  |  ist  durch  Gleichung  (8)  pg.  268  fest- 
gelegt. Hier  bedeutet  t  die  Anzahl  linear  unabhängiger,  eigentlich  auto- 
morpher, polfreier  Reihen  (—2)*"  Dimension,  so  dass  1-^x^p  zu- 
trifft. Wir  gelangen  für  die  B^,  B.^,  .  .  .,  B's,  entsprechend  den  Re- 
lationen (14)  pg.  209,  zu  Q  unabhängigen  linearen  homogenen 
Gleichungen,  wobei: 

(9)  l^Q^r^p 

zutrifft.  Die  Lösbarkeit  dieser  Gleichungen  erfordert  als  notwendige 
und  hinreichende  Bedingung  's  ^q  -\-  1.  Für  s^  =  ^  -f  1  können  wir 
also  thatsächlich  Functionen  mit  frei  beweglichen  Polen  herstellen. 
Nun  ist  aber  bekanntlich  (cf.  Formel  (12)  pg.  258)  eben  wegen  der 
freien  Beweglichkeit  der  Pole  ^  =  ()-fl^p-|-l,  so  dass  Q^p  und 
also  mit  Rücksicht  auf  (9)  offenbar  q  =  r  =p  folgt.  Wir  finden  da- 
mit den  für  eine  specielle  Gattung  hierher  gehöriger  Gruppen  oben 
(pg.  269)  bereits  auf  anderem  Wege  bewiesenen  Satz:  Die  Anzahl 
linear  unabhängiger  polfreier  Poincare' scher  Bedien   (—  2)*^'^  Dimension 
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mit  M  =  1  ist  (sofern  diese  BeiJien  üherliaupt  convergieren)  gleich  p  und 
also  ehenso  gross  wie  die  Anzahl  der  linear  unahhängigen  Formen 
<t>_2(^i,  fg)»  d.  h.  derjenigen  ganzen  Formen  (—2)*^'  Dimension,  welche 
zu   M  =  1   gehören  und  in  divaigen  paraltolischen  Spitzen  verschwinden. 

Wir  ergänzen  nun  wieder  leicht  den  vorhin  ausgesprochenen  vor- 
läufigen Satz:  Jede  in  etivaigen  paraholisclien  Spitzen  verselavindemle 
eigentlich  untomorplie  Form  (—  2)*°''  Dimension  eitles  hier  zulässigen  Ge- 
hildes  von  leliehigem  p  ist  in  Gestalt  einer  Poincare' sehen  Beihe  dar- 
stellbar. 

Indem  wir  beide  Fälle,  nämlich  rZ<  — 2  und  d=^  —  2,  zusammen- 
fassen, gelangen  wir  zu  folgendem  abschliessenden  Theoreme:  Bei  den 
mit  den  Convergenztheoremen  in  JJhereinstimmung  befindlichen  Ditnensionend 
sind  alle  unimidtiplicativen  autommphen  Formen,  die  in  den  etivaigen 
parabolischen  Ecken  verschivinden ,  und  nur  diese  Formen  als  Poincare- 
sclie  Reihen  darstellbar. 

Schliesslich  könnten  wir  noch  unsere  Discussion  des  Ausdrucks  (8) 
und  damit  die  Darstellbarkeit  beliebiger  Functionen  7p{^)  in  den 
y(^j  ,^2  5  ^)  weiterführen.  Indessen  kommen  wir  hier  einfach  auf  die 
wohlbekannten  Sätze  über  Darstellung  algebraiscJier  Fundionen  einer 
Ricmann' sehen  Fläche  in  den  zugelwrigen  Integralen  zweiter  Gattung 
zurück. 

§  14.    Sch]ussbemerkungen. 

Der  hiermit  zu  Ende  geführte  Absclinitt  unserer  Vorlesungen  hat 
uns  den  Begriff  und  die  Existenztheoreme  der  automorphen  Functionen 
und  Formen  und  der  zu  ihnen  inversen  polymorphen  Functionen  und 
Formen  geliefert.  Wir  haben  überdies  die  Eigenschaften  dieser  Grössen 
einer  vielseitigen  Entwicklung  unterzogen,  und  wir  haben  insbesondere 
auch  über  die  analytischen  Darstellungsweisen  eine  Reihe  von  wichtigen 
Ergebnissen  gewonnen. 

Für  die  späteren  Zwecke  der  Anwendungen  unserer  Functionen, 
sei  es  im  Gebiete  theoretischer  Entwicklungen,  sei  es  bei  praktischen 
Aufgaben,  wird  natürlich  die  Frage  der  Brauchbarheit  jener  anahßischen 
Darstellungen  zur  Berechnung  der  Functions iverte  ganz  besonders  in  den 
Vordergrund  rücken.  Einige  hierauf  bezügliche  Bemerkungen  wollen 
wir  hier  noch  anfügen. 

In  der  Theorie  der  Modulfunctionen,  und  zwar  insbesondere  bei 
der  Transformationstheorie,  haben  wir  ausgedehntesten  Gebrauch  von 
PotenzreiJienenttvicklungen  nach  der  in  „M."  mit  r  bezeichneten  Ent- 
wicklungsgrösse  e^"'^'  gemacht.  Die  Brauchbarkeit  dieser  Reihen  bei 
der  Lösimg  der  Probleme  der  Trausformationstheorie  war  in  dem  Um- 
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Stande  begründet,  dass  die  Coefficienten  ganze  Zahlen  von  einem  in 
vielen  Fällen  leicht  übersehbaren  arithmetischen  Bildungsgesetze  waren 
(siehe  z.B.„M."II.pg.576ff.). 

Wir  haben  nun  oben  (pg.  148  ff.)  von  den  Poincare 'sehen  Reihen 
aus  Potenzreihen  der  automorphen  Formen  in  der  Umgebung  einer 
parabolischen  Spitze  hergestellt,  welche  jene  lleihenentwicklungen  der 
Modulformen  unmittelbar  als  Specialfälle  enthalten.  Aber  auch  in  der 
Umgebung  irgend  einer  anderen  Stelle  des  Polygonnetzes  würde  es 
möglich  s'eiu,°vou  den  Poincare 'sehen  Reihen  aus  Potenzreihenentwick- 
lungen zu  gewinnen,  wie  wir  sie  pg.  68  und  69  für  die  automorphen 
Fonuen  postulierten.  Das  einzebie  Glied  der  Poincare 'sehen  Reihe 
gestattet  als  rationale  Function  von  ^  eine  auf  die  Umgebung  der 
fraglichen  Stelle  bezogene  Potenzreihe  nach  der  a.a.O.  erklärten  Ent- 
wicklungsgrösse  /.  Die  der  Poincare 'sehen  Reihe  entsprechende  Summe 
aller  dieser  Potenzreihen  gestattet  alsdann  (cf.  pg.  151)  Umordnung 
nach  ansteigenden  Potenzen  von  t,  wodurch  die  gewünschte  Potenz- 
reihe gewonnen  wird. 

Leider  haben  die  so  gemeinten  Potenzreihen  abgesehen  vom  ge- 
nannten Specialfalle  der  Modulfunetionen  bisher  noch  nicht  praktisch 
verwertet  werden  können.  Die  Entwicklungscoefficienten  kleiden  sich 
nämlich  selbst  wieder  in  die  Gestalt  von  unendlichen  Reihen,  welche  im 
Einzelfalle  zunächst  nur  näherungsweise  berechnet  werden  können.  Es 
ist  unter  diesen  Umständen  keine  Rede  von  jener  leichten  Handhabung 
der  obigen  Potenzreihen  der  Modulformen,  wie  sie  aus  der  Ganzzahlig- 
keit  der  Entwicklungscoefficienten  gewonnen  wird. 

Bei  dieser  Sachlage  wird  man  gut  thun,  immer  auf  die  Poincare- 
schm  EeiJien  sdher  fär  die  DarstcUnng  und  BereeJmung  der  mdomorplien 
Formen  zurückzmjreifen.  Diese  Reihen  haben  nicht  nur  ihre  wichtige 
theoretische  Bedeutung,  wie  sie  die  beiden  voraufgehenden  Kapitel 
hinreichend  darthun,  sondern  es  ist  nicht  zweifelhaft,  dass  sie  auch  für 
die  numerische  Berechnung  der  automorphen  Formen  von  hervorragendem 

Werte  sind. 

Bei  etwaio-en  Anwendungen  wird  man  natürlich  nicht  davon  aus- 
gehen dürfen,  dass  man  das  arithmetische  Bildungsgesetz  einer  vor- 
liegenden Gruppe  r  voUständig  beherrscht  (cf.Ipg.446  ff.).  Vielmehr  ist 
anzunehmen,  dass  man  nur  die  Erzeugenden  kennt,  von  wo  aus  man 
durch  Combination  weitere  Substitutionen  von  T,  wie  sie  etwa  einer 
gewissen  Anzahl  von  Polygonkränzen  um  den  Ausgangsbereich  zu- 
gehören, berechnen  kann.  Indem  man  alsdann  die  diesen  Substitutionen 
entsprechenden  Glieder  einer  vorgelegten  Poincare 'sehen  Reihe  summiert, 
o-ewinnt  man  einen  Näherungswert  der  dargestellten  automorphen  Form; 
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und  hier  sind  es  die  Convergenzbetrachtungen  von  pg.  142  ff.,  pg.  153 ff., 
pg.  161  ff.,  pg.  168  ff.,  welche  aUe  wichtigen  Gesichtspunkte  für  die 
Beurteilung  des  Grades  der  erreichten  Annäherung  zur  Verfügung  stellen. 
Man  bemerkt  in  letzterer  Hinsicht,  d.h.  betreffs  der  Schnelligkeit 
der    Convergenz    der    Poincare 'sehen    Reihen    bei    verschiedenen    auto- 


Fig.  34. 


morphen  Gebilden  ein  höchst  verschiedenartiges  Verhalten.  Speciell 
für  die  Hauptkreisgi'uppen  entspringt  aus  den  Betrachtungen  pg.  168  ff. 
das  allgemeine  Princip,  dass  die  Reihen  um  so  schneller  convergieren, 
je  grösser  der  hyperholisclie  Inhalt  des  Fundamentalbereichs  ist.  Auch 
die  Convergenzuntersuchung  von  pg.  142  ff.  führt  zu  dem  gleichen 
Resultate.  Als  Beispiel  diene  die  Hauptkreisgruppe  der  Signatur 
(0,  3;  2,  3,  7),  deren  Netz  hiemeben  in  Figur  34  angedeutet  ist.     Die 
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Convergenz  der  Reihen  (—  4)*^'  Dimension,  um  nur  diese  zu  betrachten, 
wird  vermöge  der  Summe  der  Dreiecksinhalte  abzuschätzen  sein.  Hier- 
liegt  nur  sehr  langsame  Convergenz  vor;  denn  man  hat  eine  beträcht- 
liche Anzahl  von  Dreiecken  zusammenzunehmen,  um  einen  der  Einheit 
einigermafsen  nahe  kommenden  Bruchteil  von  der  Fläche  des  Haupt- 
kreises zu  gewinnen.  Das  in  der  Figur  wirklich  gezeichnete  Netz  um- 
fasst  bereits  350  Doppeldreiecke  imd  bedeckt  doch  nur  erst  ungefähr 
■y^  der  ganzen  Kreisfläche. 

Gehen  wir  übrigens  im  Falle  des  eben  betrachteten  Beispiels  zu 
einer  Untergruppe,  etwa  zu  der  in  „M."  I  ausführlichst  betrachteten 
ausgezeiclineten  Untergruppe  des  Index  168,  so  wird  (m  Überein- 
stimmung mit  unserem  vorhin  ausgesprochenen  allgemeinen  Principe) 
die  Schnelligkeit  der  Convergenz  ganz  ausserordentlich  gesteigert.  Ein 
einziger  Kranz  von  Polygonen  um  das  Ausgangspolygou  liefert  hier 
bereits  eine  Annäherung,  welche  die  soeben  abgeschätzte  weit  übertrifl't. 

Dieser  Umstand  begründet  allgemein  eine  wichtige  Bedeutung, 
welche  den  Untergnippen  für  die  numerische  Berechnung  der  auto- 
morphen Formen  zukommt.  Auch  in  der  Theorie  der  Modulfunctionen 
trat  uns  die  Thatsache  entgegen,  dass  die  Potenzreihen  der  zu  Unter- 
gruppen hoher  Indices  gehörenden  Modulfunctionen,  wie  "j/F,  |/l  —  li", 
weit  schneller  convergieren,  als  die  mit  grossen  Zahlencoefficienten 
versehene  Potenzreihe  der  Modulfunction  erster  Stufe  J{(o).  Für  die 
Berechnung  der  Functionen  der  Gesammtgruppe  aus  denen  der  Unter- 
gruppe sind  allerdings  jedesmal  noch  rationale  Rechnungen  auszuüben. 
Diese  Rechnungen  kommen  aber  gegenüber  den  Umständlichkeiten, 
welche  mit  der  Auswertung  schlecht  convergenter  Reihen  verknüpft 
sind,  kaum  in  Betracht. 

Man  wird  übrigens  bei  numerischen  Rechnungen,  ebenso  wie  in 
den  theoretischen  Entwicklungen  der  voraufgehenden  Kapitel,  den 
ganzen  Formen  und  damit  den  polfreien  Reihen  eine  bevorzugte  Stellung 
einräumen.  In  dieser  Hinsicht  lieferte  bei  imseren  obigen  Entwicklungen 
pg.  175 ff.  die  llöglichleit  des  identiscJien  Verschicindens  einer  polfreien 
Reihe  eine  sehr  erhebliche  Schwierigkeit,  deren  Überwindung  nur  durch 
unsere  weit  ausgedehnte  Untersuchung  über  Elementarformen  gelang. 
Demgegenüber  ist  sehr  bemerkenswert,  dass  hei  der  Praxis  nionerischer 
Berechnungen  jene  Schtvierigheit  fast  vollständig  ihre  Bedeutung  verlieti. 
Während  wir  in  der  allgemeinen  Theorie  kein  directes  Mittel  besassen, 
um  festzustellen,  dass  eine  vorgelegte  polfreie  Reihe  nicht  identisch 
verschwindet,  bietet  diese  Untersuchung  bei  einer  numerisch  gegebenen 
Gruppe  mit  schnell  convergenteu  Reihen  für  gewöhnlich  gar  keine 
Schwierigkeit.    Hat  man  von  der  zu  untersuchenden  Reihe  clie  fn  ersten 
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Glieder  summiert,  so  liefern  die  Convergenzuntersuchungen  pg.  142  ff.,  .  .  . 
für  den  correspondierenden  Reihenrest  eine  obere  Grenze.  Sobald  jener 
Summenwert  grösseren  Betrag  besitzt  als  der  Reibenrest,  liegt  eine 
nicht  identisch  verschwindende  Reihe  vor.  — 

Nach  diesen  Erörterungen  darf  man  hoffen,  dass  die  automorphen 
Functionen  gerade  vermöge  ihrer  Darstellung  durch  Poincare'sche 
Reihen  im  Gebiete  der  Anwendungen  eine  ähnliche  Rolle  zu  spielen 
berufen  sind,  wie  die  doppeltperiodischen  Functionen. 


Z^weiter  Abschnitt. 

Fuiidameiitaltlieoreme  über  die  Existenz  polymorpher 
ruiictionen  auf  ßiemanii'schen  Flächen. 

Der  Begriff  einer  linear-polymorphen  oder  kurz  einer  „polymorphen" 
Function  t,  =  ({s)  auf  einer  Riemann'sclien  Fläche  F,  wie  er  sich  bei 
Inversion  der  eindeutigen  automorphen  Functionen  z  =  (p{l)  ergieht, 
ist  oben  (pg.  43  ff.)  besprochen  worden.  Die  Function  t,=f{z)  bildet 
die  geeignet  zerschnittene  Fläche  F  rückwärts  eindeutig  und  konform 
auf  das  Polygon  P  der  ^-Ebene  ab,  welches  uns  ursprünglich  als  Dis- 
continuitätsbereich   einer  Gruppe  F  gegeben  war.     Die  Substitutionen: 

"=       yi  +  s 

dieser  Gruppe  F  stellen  sich  auf  der  Riemann'schen  Fläche  F  in  der 
Weise  ein,  dass  sie  die  unendlich  vielen  „Zweige"  der  Function  i,=f{z) 
liefern,  welche  sich  in  der  Tat  bei  geschlossenen  Umläufen  auf  der 
Fläche  F  linear  substituiert.  Diesen  unendlich  vielen  Zweigen  ent- 
sprechen die  unendlich  vielen  Polygone  P,  welche  unser  Polygonnetz  N 
zusammensetzen. 

Als  wichtigste  Thatsache  ist  hierbei  anzusehen,  dass  nicht  nur  das 
einzelne  Polygon,  sondern  auch  das  ganze  Netz  N  der  Polygone  einen 
nur  einfach  bedeckten  Bereich  der  ^-Ebene  darstellt.  Hierauf  gründen 
sich  die  Überlegungen  des  allgemeinen  „Eindeutigkeitstheorems"  von 
pg.  40  ff.  sowie  die  daselbst  unmittelbar  vorher  abgeleiteten  Sätze  über 
die  Eindeutigkeit  der  Integrale  eines  automorphen  Gebildes  in  Ab- 
hängigkeit von  ^. 

Bei  der  hierdurch  begründeten  grossen  Bedeutung,  welche  die 
polymorphe  Function  ^  =  f(z)  für  die  Untersuchung  der  übrigen  Func- 
tionen der  Fläche  F  besitzt,  hatten  sich  Klein  und  Poincare  früh- 
zeitig der  Frage  zugewandt,  ob  vielleicht  auf  jeder  heUehig  gewählten 
Riemann' sehen  iläche  F  (die  bekanntlich  als  Definition  eines  zu- 
gehörigen algebraischen  Gebildes  dienen  kann)   auch  stets  polymorphe 
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Functionen  ^  =  f{z)  obiger  Art  existieren  möchten.*)  Diese  Frage 
haben  wir  oben  (pg.  45  u.  f.)  in  der  Gestalt  dreier  besonderer  „Fun- 
damentalprobleme" specialisiert,  deren  Wortlaut  ebenda  unter  I,  II  und 
III  angegeben  ist.  Die  Probleme  I  und  II  bezogen  sich  auf  automorphe 
Gebilde  mit  Hauptkreis  und  unter  ihnen  das  Problem  I  insbesondere 
auf  den  Fall,  dass  der  Hauptkreis  zugleich  ein  Grenzkreis  des  Netzes 
ist.  Das  Problem  III  betraf  Polygone  P  mit  2p  paarweise  loxodro- 
misch  auf  einander  bezogenen  geschlossenen  Randkurven. 

Die  Auflösung  dieser  Probleme  ist  in  drei  ,,FmidamentaUheoremen" 
über  die  Existenz  polymorpher  Functionen  auf  Riemann'schen  Flächen 
enthalten,  welche  wir  entsprechend  mit  den  Nummern  I,  II  und  III 
versehen,  und  von  denen  wir  das  erste  auch  als  „GrenzkreistJieorem" , 
das  zweite  als  „HaiiptlreistJieorem"  bezeichnen  woUen. 

Diese  Theoreme  sind  übrigens  als  Specialfälle  in  einem  allgemeinen 
Fundamentaltheoreme  enthalten,  welches  Klein  im  vierten  Abschnitt 
seiner  Abhandlung  „Neue  Beiträge  zur  Miemann' sehen  Functionen- 
tJieorie"**)  aufgestellt  hat.  Dieses  „allgemeine  Fundamentaltheorem" 
antwortet  auf  dasjenige  Problem,  welches  wir  oben,  pg.  47  am  Schlüsse 
Yon  §  11,  skizziert  haben. 

*)    Die  in    Betracht  kommenden  Arbeiten    von  Klein  und   Poincare   sind 
pg.  46,  unter  dem  Texte,  genannt. 
**)  Cf.  Fußnote  pg.  46. 


Erstes  Kapitel. 
Continuitätsbetraclitnngen  im  Gebiete  der  Hauptkreisgrnppen. 

Der  erste  von  Klein  und  Poincare  ungefähr  gleichzeitig  con- 
cipierte  Beweis  der  Fundamentaltheoreme  beruht  auf  Continuitätsvor- 
stellungen.  Die  Grundidee  dieses  Beweises  ist,  das  einzelne  Continuum 
gleichartiger  Polygone  bezw.  Gruppen  dem  zugeordneten  Continuum 
Riemann'scher  Flächen  gegenüber  zu  stellen,  um  aus  denjenigen  Eigen- 
schaften, welche  man  von  der  Beziehung  der  beiden  Continua  auf  ein- 
ander von  Hause  aus  kennt,  den  Schluss  auf  die  gegenseitige  Ein- 
deutigkeit dieser  Beziehung  zu  thun. 

Klein  hat  im  Jahre  1882  in  der  eben  citierten  Abhandlung 
„Neue  Beiträge  zur  Biemann' sehen  FunctionentJieorie"  seine  Ideen  über 
jenen  „Continuitätsbeweis"  entwickelt.  Poincare  ist  1883  in  der 
Abhandlung  „Sur  les  groupes  des  equations  lineaires"*)  auf  den  Con- 
tinuitätsbeweis in  Anwendung  auf  das  Grenzkreistheorem  eingegangen 
und  hat  in  einer  für  das  erste  Eindringen  bewunderungswerten  Art  die 
Tiefen  und  Schwierigkeiten  des  Continuitätsbe weises  aufgedeckt  und 
Ideen  zu  ihrer  Überwindung  erdacht. 

Eine  wesentliche  Schwierigkeit  des  fraglichen  Beweisverfahrens 
besteht  darin,  dass  die  Continua,  von  denen  etwas  bewiesen  werden 
soU,  schwer  übersehbar  sind.  Betreffs  der  Continua  der  Gruppen  ge- 
stattet uns  allerdings  im  Haupthreisfalle  die  in  I  pg.  210  bis  398  ent- 
wickelte Polygontheorie  der  HauptJireisgruppen  eine  ziemlich  tief  gehende 
Einsicht.  Demgegenüber  sind  die  Methoden,  die  Continua  -Riemann- 
scher  Flächen  darzustellen,  trotz  des  weit  grösseren  Alters  der  in  Be- 
tracht kommenden  Ansätze  viel  weniger  entwickelt.  Wenn  dement- 
sprechend die  Continuitätsmethode  in  Ansehung  abschliessender  und 
allgemeiner  Beweise  der  Fundamentaltheoreme  hinter  den  im  zweiten 
Kapitel  zu  entwickelnden  Methoden  zurückbleiben  wird,  so  wird  die- 
selbe   gleichwohl    dadurch    für    uns    sehr    wertvoU,    daß    sie   uns   eine 

*)  Cf.  Fußnote  pg.  46. 
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ziemlicli  weit  entwickelte  Kenntnis  der  Continua  automoi-pher  Gebilde 
und  damit  (eben  wegen  der  Fundamentaltheoreme)  zugleich  der  Con- 
tinua algebraischer  Gebilde  vermittelt. 

Von  einer  entsprechenden  Behandlung  der  Continua  von  Gebilden 
ohne  Hauptkreis  müssen  wir  absehen,  weil  in  diesem  Gebiete  die  in 
Bd.  I  erreichten  Ergebnisse  noch  unzulänglich  sind.  Wir  haben  uns 
demnach  hier  zunächst  auf  die  Probleme  1  und  II,  und  also  auf  das 
Grenzkreis-  und  das  Hauptkreistheorem  zu  beschränken. 

Die  nachfolgende  Darstellung  erwächst  wesentlich  auf  zwei  Ab- 
handlungen des  Verfassers,  von  denen  die  eine  die  Polygoncontinua 
der  Hauptkreisgruppen  betrifft,  während  die  andere  die  wirkliche  Durch- 
führung  des  Continuitätsbeweises    in   einigen  niederen  Fällen   liefert.*) 

§  1.    Recapitulation  über  die  Polygontlieorie  der  Hauptkreisgruppen. 

Bei  der  in  I  pg.  210  ff.  entwickelten  Polygontheorie  der  Haupt- 
kreisgruppen sind  die  Operationen  unserer  Gruppe  F  nicht  in  ihrer 
ursprünglichen  Gestalt  als  lineare  ^-Substitutionen  angenommen,  sondern 
in  projectiver  Gestalt,  in  welcher  sie  Collineationen  der  durch: 

gegebenen  Ellipse  in  sich  (cf.  I  pg.  12ff.)  darstellen.  Der  Vorteil  dieser 
Maassregel  besteht  erstens  darin,  dass  an  die  Stelle  der  ^re/sgeometrie 
der  ^-Halbebene  bezw.  der  ^-Ebene  die  dem  Auge  zugänglichere  gerad- 
linige projective  Geometrie  des  EUipseninneren  tritt.  Zweitens  sind  bei 
der  projectiven  Behandlung  jene  beiden  Fälle  von  Hauptkreisgruppen, 
welche  wir  zu  unterscbeiden  haben,  je  nachdem  der  Hauptkreis  zu- 
gleich ein  Grenzkreis  ist  oder  nicht  (cf.  unsere  Probleme  I  und  II, 
pg.  45  u.  f.),  nur  noch  so  unwesentlich  verschieden,  daß  eine  gemeinsame 
Behandlung  beider  Fälle  möglich  erscheint,  welche  denn  auch  in  I 
a.  a.  0.  grundsätzlich  durchgeführt  wurde.  Das  einzelne  Polygon  P 
verläuft  entweder  gänzlich  im  Innern  der  Ellipse,  indem  es  die  Ellipse 
höchstens  in  einigen  parabolischen  Spitzen  erreicht  (Hauptkreis  ist  zu- 
gleich Grenzkreis),  oder  es  reicht  mit  einer  oder  mehreren  hyper- 
bolischen Spitzen  über  die  Ellipse  hinaus,  während  es  im  Übrigen 
im  Innern  der  EUipse  verläuft  (Hauptkreis  ist  kein  Grenzkreis). 

Das  dem  projectiven  Polygone  P  nach  I,  pg.  179  zukommende 
Geschlecht  heiße  p]   hat  P  übrigens  n  feste  Ecken  (elliptische,   para- 


*)  „Über  die  in  der  Theorie  der  automorphen  Functionen  auftretenden  Polygon- 
continua", Göttinger  Nachrichten  1903,  Heft  5.  „Beiträge  zum  Continuitäts- 
heweise  der  Existenz  linear-polymorpher  Functionen  auf  Riemann'schen  Flächen", 
Math.  Ann.,  Bd.  59  (1904;. 
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bolische  oder  hyperbolische),  so  nannten  wir  {p,  n)  den  „Charader" 
des  Polygons  (cf.  I  pg.  262).  Sind  von  den  n  festen  Ecken  im  ganzen 
V   elliptisch  und  also  im  Innern  der  Ellipse  gelegen,    so  sind  die  hier 
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stattfindenden  Polygonwinkel   aliquote  Theile    T'  T'  "  ''  X   ^°^ 
wo   also    die    l^,  \,  .  .  .,  l,   endliche   positive    ganze   Zahlen   ^  2    sind. 
Die  ZusammensteUung  {p,  n;l^,\,...,  0  bezeichneten  wir  als  „Signatur" 
des  Polygons  P  (cf.  z.  B.  I  pg.  353).*) 

Von  den  verschiedenen  Gestalten  der  Polygone  P  haben  wir  erst- 
lich die  „Normalpolygone''  zu  benutzen,  die  in  I  pg.  106  eingeführt 
wurden,  und  deren  ausführliche  Theorie  sich  in  I  pg.  2 10 ff.  entwickelt 
findet.  Das  einzelne  Normalpolygon  hat  ein  Ceutrum  0,  und  seine 
inneren  Punkte  können  erklärt  werden  als  Inbegriff  aller  derjenigen 
Stellen  des  Polygounetzes  N,  welche  dem  Centrum  C  näher  gelegen 
sind  als  irgend  einem  mit  G  äquivalenten  Punkte.**)  Ein  Normal- 
polygon vom  Character  {p,  n)  hat  im  allgemeinen  (I2p  +  An  —  6) 
Seiten,  n  feste  Ecken  und  (4p  +  w  — 2)  dreigliedrige  Cyklen  beweg- 
licher Ecken;  die  Seiten  sind  sämmtlich  gerade  Linien,  die  Winkel 
durchweg  concav.***)  Für  specieUe  Lagen  des  Centrums  C  können 
Herabminderungen  der  angegebenen  Seitenanzahl  unter  gleichzeitigen 
Erhöhungen  der  Anzahlen  der  die  Ecken  umlagernden  Polgone  ein- 
treten (sogen.  „Specialtypen"  oder  „Übergangstypen",    cf.  I  pg.  263  ff.). 

Zweitens  haben  wir  mit  „lanonischen  Polygonen''  P  zu  arbeiten, 
so  benannt,  weil  die  Umrandung  von  P  auf  der  zugehörigen  ge- 
schlossenen Fläche  F  ein  „kanonisches"  Schnittsystem  liefert  (cf. 
Fio-.  40  in  I  pg.  183 ).  Eine  Herabminderung  der  Seitenanzahl  des 
kanonischen  Polygons  auf  (2w  -f-  4^;)  kaim  man  dadurch  erzielen,  dass 
man  in  der  eben  genannten  Figur  alle  Schnitte  c  auf  Punkte  zusammen- 
zieht und  die  Kreuzungsstelle  je  zweier  Schnitte  a  und  b  nach  dem 
Punkte  E  verschiebt.  Die  ausführliche  Theorie  dieser  kanonischen 
Polygone  für  die  Hauptkreisgruppen  ist  in  I  pg.  284 ff.  entwickelt; 
sie  gipfelt  in  dem  in  I  pg.  319  gewonnenen  Satze,  dass  man  in 
jedem  Falle    (d.  h.    wie    man    auch    auf   der  geschlossenen   Fläche  das 

*)  Wir  nahmen  im  Texte  die  Zahlen  l  als  endlich  an  und  ordnen  demnach 
die  parabolischen  Ecken  den  hyperbolischen  als  Grenzfälle  zu.  Natürlich  kann 
man  auch  l  =  oo  zulassen  und  damit  die  parabolischen  Spitzen  als  Grenzfälle  der 
elliptischen  ansehen.  Jedoch  werden  wir  meist  an  der  ersteren  Auffassung  fest- 
halten. 

**)  Selbstverständlich  bezieben  sich  diese  Massangaben  wie  in  I  pg.  107  flF. 
stets  auf  die  projective  Massbestimmung,  der  die  Ellipse  z^z^  —  z^^  =  0  als  „ab- 
soluter Kegelschnitt"  zu  Grunde  Hegt. 

***)  Unter  Einschluss  des  Grenzfalles  eines  gestreckten  "Winkels. 
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Schnittsystem  wählen  majyj  das  kanonische  Polygon  P  als  geradliniges 
Polygon  mit  (2w  +  4^)  Seiten  und  mit  lauter  concaven  Winkeln  ge- 
stalten kann. 

Erst  auf  Grundlage  der  Theorie  der  kanonischen  Polygone  konnten 
wir  in  I  pg.  335  ff.  einen  Überblick  über  die  Continua  aller  Haupt- 
lireispolygone  gegebener  Sigtiaturen  gewinnen  und  eine  invariante  Dar- 
stellung dieser  Continua  anbahnen.  In  ersterer  Beziehung  gelangten  wir 
in  I  pg.  389  zu  einem  allgemeinen  Theoreme,  nach  welchem  zur  einzelnen 
Signatur  (p,  w;  l^,  h,  .  .  .,  ?,,)  stets  ein  einziges  (pn  —  v  -\-  6p  —  6)-fach 
unendliches  Continuum  von  Polygonen  gehört. 

Der  Übergang  von  den  Polygonen  P  zu  den  ihnen  entsprechenden 
Gruppen  F  ist  unten  ausführlich  darzulegen  (was  in  §  8  geschehen 
wird).  Schon  hier  erinnern  wir  daran,  dass  zwei  Signaturen  mit 
gleichen  p,  n,  v,  welche  sich  nur  in  der  Anordnung  der  ganzen  Zahlen  l 
unterscheiden,  zwar  verschiedene  Polygoncontinua,  aber  ein  und  das- 
selbe Gruppencontinuum  liefern;  denn  wir  konnten  beim  kanonischen 
Schnittsystem  auf  der  geschlossenen  Fläche  (cf.  Fig.  40  in  I  pg.  183) 
den  Schnitten  d  nach  den  Punkten  e  eine  ganz  beliebige  Anordnung 
geben.  Ferner  erinnere  man  sich  der  Wirkung  der  in  I  pg.  320 ff. 
besprochenen  Transformationen  der  kanonischen  Polygone.  Die  unend- 
lich vielen  kanonischen  Polygone,  welche  aus  einem  unter  ihnen  durch 
Transformation  hervorgehen,  liefern  im  Polygoncontinuum  unendlich 
viele  verschiedene  Polygone;  aber  allen  diesen  Polygonen  entsprach 
immer  ein  und  dieselbe  Gruppe  T. 

Indem  wir  demnach  die  Begriffe  der  Polygoncontinua  und  der 
Gruppencontinua  von  vornherein  scharf  aus  einander  halten,  gehen  wir 
zuvörderst  auf  die  Theorie  der  Polygoncontinua  zurück,  welche  wir 
gegenüber  der  in  Bd.  I  eingehaltenen  Darstellung  wesentlich  zu  er- 
gänzen haben.  Die  grundlegenden  Gesichtspunkte  für  den  Übergang 
zu  den  Gruppencontinuen  werden  wir  dann  (wie  schon  bemerkt)  in  §  8 
entwickeln. 

Der  Vollständigkeit  halber  erinnern  wir  noch  daran,  dass  für 
^  =  0  die  Anzahl  n  ^  3  sein  muss,  und  dass  entsprechend  für  p  =  1 
die  Anzahl  n^l  zu  nehmen  ist,  damit  wir  überhaupt  mit  „Haupt- 
kreisgruppen'^  zu  thun  haben.  Auch  haben  wir  beim  Character  (0,  3) 
die  Signatur  (0,  3;  l^,  I.2,  l^)  als  elementar  auszuschliessen;  denn  hier 
reduziert   sich   das  Continuum   der  Polygone  auf  das   einzige  aus  zwei 

einander  symmetrischen  Kreisbogendreiecken  der  Winkel  j-,  -r,  j-  zu- 

'1     '»     '3 
sammengesetzte  Doppeldreieck 
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§  2.    Die  Polygoncontinua  vom  Character  (0,  3). 

Die  Invariantentheorie  der  Polygone  P  vom  Character  (0,  3)  ist 
in  I  pg.  341  ff.  behandelt.  Dem  einzelnen  Polygone  P  können  wir, 
wie  Fig.  35  andeutet,  die  Gestalt  eines 
Sechsecks  geben.  Die  Zuordnung  der  Sechs- 
eckseiten liefert  die  drei  Gruppenerzeugenden 
"^     welche  durch  die  Relation 


FFT 


F,F,F3=1 


(1) 


verbunden  sind. 

Die  drei  Invarianten  j^jjj, ^3  dieser  Sub- 
stitutionen sind  zugleich  die  gesammten  In- 
varianten des  Polygons  P.    Für  die  drei  In- 
varianten j^g?  ^23?  .^31  ^^^  Substitutionenpaare  Fig.  35. 
gilt  nach  I  pg.  347: 

Für  diese  ji,  J2,  js  fanden  wir  in  I  pg.  348  die  Bedingungen: 
ii>0,    j,^0,    j,>0, 

mit  dem  Zusätze,  dass  für  j^  <  2  die  Gleichung: 

(2)  J.=  2cos^ 

gelten  muss.  Es  lieferte  auch  umgekehrt  jedes  System  reeller  Zahlen 
jj,  J2,  J3,  welche  den  eben  genannten  Bedingungen  genügen,  ein  be- 
stimmtes Polygon.  Wir  bezeichneten  die  fraglichen  Relationen  dieser- 
halb  als  „die  charaderistisclien  Bedingungen''  für  die  Invarianten  der 
Polygone  vom  Character  (0,  3). 

Da  übrigens  nach  der  Schlussbemerkung  von  §  1  der  Fall,  dass 
alle  drei  j.^  <C  2  sind,  hier  als  elementar  auszuschliessen  ist,  so  ist 
mindestens  eine  der  Invarianten  j.^  etwa  j^  ^  2.  Demnach  wird  die 
vierte  Ungleichung  (1)  immer  von  selbst  erfüllt  sein,  es  sei  denn,  dass 
gerade  der  niederste  noch  zulässige  FaU  ji=  3^=  Q,  is  =  2  vorliegt 
Dieser  gehört  als  Grenzfall  (parabolische  Diedergruppe)  zu  den  Gruppen 
Ji  =  J2=  0,  i3>  2  (hyperbolischen  Diedergruppen),  bei  denen  die  vierte 
Relation  (1)  erfüllt  ist.  Das  System  der  characieristischen  Bedingungen 
reducieH  sich  demnach  für  uns  (abgesehen  von  den  etwa  vorliegenden 
Gleichungen  (2p  auf  die  drei  ersten  Ungleichungen  (1). 

Der  leichteren  AnschauKchkeit  halber  wollen  wir  im  FaUe  j.,^  2 
an  SteUe  von  j^  die  Grösse: 


(3) 


t^  = 


3,--^ 
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einführen  und  als  Invariante  des  Polygons  benutzen.  Die  durch  j.^  ^  2 
characterisierte  Wertmenge  überträgt  sich  dabei  eindeutig  und  stetig 
auf  die  durch  0  ^  ^^  <  1  gegebene  Menge. 

Zum  Zwecke  einer  geometrischen  Sprechweise  deuten  wir  die  t 
als  rechtwinklige  Coordinaten  und  gewinnen  so  den  übersichtlichen 
Satz:  Das  eindimensionale  Continuum  der  Polygone  jeder  einzelnen 
Signatur  (0,  3;  Z^,  l^)  erscheint  eindeutig  und  stetig  auf  die  Punkte  der 
geradlinigen  StrecJce  0^t^<Cl  bezogen;  das  zweidimensionale  Con- 
tinuum der  Polygone  der  einzelnen  Signatur  (0,  3;  l^)  ist  eindeutig  und 
stetig  auf  die  Punkte  des  Quadrates  O^^g^l?  0^^3<1  abgebildet; 
das  dreidimensionale  Continuum  der  Polygone  der  Signatur  (0,  3)  lässt 
sich  eindeutig  und  stetig  auf  die  Punkte  des  Würfels  0  <  /j^  <  1 , 
0^t^<\,  0^t^<l  beziehen. 

Fixiert  man  im  einzelnen  Falle  eine  yariabele  Invariante,  so  wird 
damit  aus  dem  fraglichen  Gebilde  ein  solches  nächst  niederer  Dimen- 
sionenzahl ausgeschnitten,  also  aus  dem  Würfel  ein  Quadrat,  u.  s.  w. 

Mit  Rücksicht  auf  die  gleich  folgenden  Untersuchungen  müssen 
wir  uns  noch  die  Gestalt  der  Erzeugenden  Vy  als  ^-Substitutionen  ver- 
schaffen, wobei  als  Hauptkreis  die  reelle  ^-Achse  gelten  soU.  Die  Sub- 
stitution Fg  dürfen  wir  dabei  (mit  Rücksicht  auf  die  künftige  Ver- 
wendung der  abzuleitenden  Formeln)  als  hyperbolisch  voraussetzen, 
d.  h.  wir  schliessen  den  parabolischen  Grenzfall  j^  =  2  aus.  Der  Glei- 
chung Vf  ^  =  Fj  Fg  entsprechend  schreiben  wir  für  die  Invariante  jj 
lieber  —  jx^,  was  sich  als  zweckmässig  erweisen  wird.  Man  führe  t, 
so  ein,  dass  die  Fixpunkte  von  F3  nach  ^  =  0  und  ^  =  oo  fallen,  und 
dass  c<:3|<|(J3  wird,  unter  u^  und  dg  den  ersten  und  letzten  Coefficienten 
von  Fg  verstanden.  Fg  ist  alsdann  aus  der  Invariante  j^^  (==  —  jg)  ein- 
deutig bestimmt,  und  zwar  findet  man: 


(4)  V,V,  =  Vr  =  \ 


,Ö'     Y(^+y^L-4) 


wobei  die  Wurzel  ]/./i2  —  4  positiv  genommen  werden  soU. 

Ohne  Fg  zu  ändern  können  wir  l  jetzt  noch  mittelst  irgend  einer 
hyperbolischen  Substitution  der  Fixpunkte  0  und  00  transformieren. 
Letztere  Transformation  lässt  sich  insbesondere  so  wählen,  dass  für  die 
Coefficienten  von  Fg  die  Gleichung  ß.2+  7^=^  gilt  (cf.  die  Ausfüh- 
rungen über  die  Invarianten  im  Falle  (0,3)  in  I  pg.  335  ff.  und  341  ff.). 
Die  Rechnung  führt  mit  Rücksicht  auf  die  durch  Fig.  35  festgelegte 
Anordnung  der   F^,  Fg,  V.^  auf  folgende  Gestalt  von  F,: 


II,  1.  Continuitätsbetrachtungen  im  Gebiete  der  Hauptkreisgruppen.       291 


2  V'      VK^^  r     VFu 


4 


wobei  Ji2   eine  Abkürzung  für  folgende  positiv  zu  nehmende  Quadrat- 
wurzel ist: 
(6)  ^12  =  VJJTW+Jn  -  Jihh2  -  4  • 

Die  geometrische  Bedeutung  dieser  Gestalt  von  F,  ist  die,  dass 
im  eUipti'^cbeu  FaUe  ( Ja  <  2)  die  Fixpunkte  dieser  Substitution  auf 
dem  Einheitskreise  der  ^Ebene  links  von  der  imaginären  Achse  liegen; 
im  parabolischen  FaUe  (j^  =  2)  rücken  die  Fixpunkte  bei  ^  =  -  1 
zusammen,  während  sie  endlich  im  hyperbolischen  Falle  {J2>  2)  auf 
der  reeUen  ^-Achse  sich  als  Spiegelbilder  bezüglich  des  Einheitskreises 
wieder  von  einander  entfernen. 

Am  umständlichsten  schreibt  sich  bei  der  getroffenen  Auswahl 
von  £;  die  Substitution  Fi(==  Fg-^Fg"^): 

§  3.    Die  Polygoncontinua  vom  Charaeter  (O,  4), 
Einen    geeigneten    Überblick    über    die    Continua    der    Polygone 
vom  Charaeter  (0,4)   gewinnt  man  auf  Grund  des  bereits  in  I  vielfach 
zur  Verwendung  gebrachten  Princips  der  Gomposition  (cf.  1  pg.  190  ff., 

363  ff.). 

Ein  einzelnes  Polygon  P  vom  Charaeter  (0,  4)  liefere  die  vier  er- 
zeugenden Substitutionen  F^,  F,,  F3,  F,.  Dann  erzeugen  die  drei 
Substitutionen  F^,  V^,{y^V^)-^  für  sich  genommen  eine  Gruppe  vom 
Charaeter  (0,3).  Dabei  ist  jedenfalls  Ji2<-2,  d.  h.  die  dritte  Er- 
zeugende {V^V^)-^  dieser  Gruppe  des  Characters  (0,  3)  ist  hyperbolisch. 
Eine  entsprechende  Gruppe  erzeugen  aber  auch  die  Substitutionen  F3, 
F4,  (FgFJ-^;  und  zwar  sind  hierbei  wegen  (F^Fg)  •  (FgFJ  =  1  die 
dritten  (hyperbolischen)  Erzeugenden  {VJ^^)-^  und  {V^V,)-''  einander 
invers,  so  dass  jj.^  =^34  gilt. 

Man  kann  nun  das  vorgelegte  Polygon  P  vom  Charaeter  (0,4) 
durch  Composifion  aus  den  leiden  Polygonen  der  eben  genannten  Gruppen 
vom  Charaeter  (0,  3)  hersteUen  (cf.  I  pg.  363).     Die  hierbei  in  Betracht 
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kommenden  geometrischen  Verhältnisse  übersieht  man  am  besten  in  der 
projectiven  Ebene.  Die  etwa  durch  TT  (cf.  Fig.  36)  zu  bezeichnende 
Polare  des  Fixpunktes  der  gemeinsamen  hyperbolischen  Erzeugenden 
der  beiden  Gruppen  vom  Character  (0,  3)  in  bezug  auf  die  Ellipse  dient 
hierbei  zweckmäßig  zur  Orientierung.  Das  einzelne  der  zu  componierenden 
Polygone  liegt  mit  fünfen  seiner  Ecken  auf  der  einen  Seite  von  TT  und 
sendet  über  TT  hinüber  nur  einen  hyperbolischen  Zipfel  nach  dem  ausser- 


Fig.  36. 

halb  der  Ellipse  gelegenen  Fixpunkte  der  gemeinsamen  hyperbolischen 
Erzeugenden  (dem  Pole  von  TT,  cf.  Fig.  36).  Dabei  liegen .  beide  zu 
componierenden  Polygone  bezüglich  TT  einander  gegenüber,  so  dass  der 
eine  der  beiden  hyperbolischen  Zipfel  (in  Fig.  36  der  zur  Erzeugenden 
(^3^4)"^  gehörende)  durch  das  Unendliche  hindurchzieht.*) 

Die  vorstehende  Überlegung  ist  umkehrbar.  Es  gilt  der  Satz,  dass 
irgend  2ivei  Polygone  von  Character  (0,  3)  unserer  Art  mit  gleicher  dritter 
(hgperholiscJier)  Invariante  stets  auf  einfach  unendlich  viele  Weisen  zu 
einem  Polygone  vom  Character  (0,  4J  componierhar  sind.  Man  wähle 
nämlich  eine  beliebige  Ellipsensehne  als  Polare  TT  und  mache  deren  Pol 
zum  Fixpunkte  der  gemeinsamen  hyperbolischen  Erzeugenden  der 
beiden  zu  componierenden  Gruppen.  Demnächst  ordne  man  die  beiden 
Polygone  vom  Character  (0,  3)  zu  verschiedenen  Seiten  von  TT,  übrigens 
aber  beliebig  an.  Ihre  beiden  fraglichen  hyperbolischen  Zipfel  haben 
gleiche  Breite  (natürlich  im  Sinne  der  projectiven  Massbestimmung  ge- 
messen), brauchen  indessen  noch  nicht  zu  coincidieren.  Nun  kann  man 
jedoch  bei  dem  einen  der  beiden  Polygone  mittelst  erlaubter  Abänderung 

*)  Die  näheren  Einzelbeiten  des  Compositionsprozesses  wolle  der  Leser 
in  I  nachsehen,  wo  insbesondere  die  Überlegung  von  pg.  313 if.  in  Betracht 
kommt. 
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den  hyperbolischen  Zipfel  stetig  längs  TT  verschieben,  eine  Massregel, 
die  in  I  pg.  298  ausführlichst  (allerdings  in  Anwendung  auf  die  Polygone 
vom  Character  (1,  1))  beschrieben  wurde.  Man  treibe  die  Verschiebung 
soweit,  bis  der  hyperbolische  Zipfel  des  abgeänderten  Polygons  mit 
demjenigen  des  liegengebliebenen  anderen  Polygons  zusammenfällt,  worauf 
die  Composition  glatt  vollzogen  werden  kann.  Das  componierte  Polygon 
kommt  hierbei  im  allgemeinen  in  einer  verzerrten  Gestalt  heraus;  doch 
kann  dasselbe  nach  dem  in  §  1,  pg.  288,  erwähnten  Theoreme  über  die 
Gestalt  der  kanonischen  Polygone  in  ein  geradliniges  Achteck  mit  lauter 
concaven  Winkeln  umgewandelt  werden. 

Die  Invariantentheorie  der  Polygone  vom  Character  (0,  4)  begründen 
wir  jetzt  unter  Benutzung  der  vorstehenden  Compositionsbetrachtungen 
so:  Wir  geben  zunächst  Ji,J2,Ji2  und  berechnen  die  zugehörigen  Sub- 
stitutionen Fj,  T'o  in  den  Gestalten  (7)  und  (5)  pg.  291.  Die  Polare  TT 
liefert  alsdann  in  der  ^-Halbebene  die  imaginäre  Axe. 

Es  ist  für  das  Verständniss  der  Composition  zweckmässig,  daran 
zu  erinnern,  dass  eine  Gruppe  des  Characters  (0,  3)  stets  durch  Spiege- 
lungen erweiterungsfähig  ist.  Im  vorliegenden  Falle  ist  der  Einheitskreis 
der  g-Halbebeue  ein  erster  Symmetriekreis  der  aus  V^  und  V^  zu  er- 
zeugenden Gruppe;  denn  dieser  Kreis  liefert,  auf  die  projektive  Ebene 
übertragen,  die  Yerbindungsgerade  der  beiden  Fixpunkte*)  von  V^ 
und  (V.V^)-'- 

Ordnen  wir  jetzt  das  zweite  der  zu  componierenden  Polygone,  den 
Invarianten  ^3,^4,^34  =  J12  entsprechend,  auf  der  anderen  Seite  der  ima- 
ginären ^-Axe  (Polare  TT)  derart  an,  dass  in  der  projectiven  Ebene  der 
Fixpunkt  von  V^  gleichfalls  auf  der  dem  ^-Binheitskreise  entsprechenden 
Geraden  liegt,  so  hat  auch  die  zweite,  aus  F3,  V^  zu  erzeugenden 
Gruppe  des  Characters  (0,  3)  den  Einheitskreis  zum  Symmetriekreis, 
und  es  entspringt  bei  der  Composition  eine  durch  Spiegelungen  er- 
weiterungsfähige Gruppe  des  Charactei-s  (0, 4).  Man  veranschauliche 
sich,  dass  dabei  insbesondere  die  Lage  der  beiden  zu  F^,  V^fiV^V^)''^ 
bezw.  F3,  F4,  (FgTQ"^  gehörenden  Elementardreiecke  (symmetrisch 
halbierte  Polygone)  eine  derartige  ist,  dass  sie  bei  der  Composition  direkt 
das  Elementarviereck  der  componierten  Gruppe  liefern. 

Man  kann  nun  aber  unter  Festhaltung  von  F^,  Fg  die  eben  aus- 
gewählten Substitutionen   F3,  F^  noch  durch  eine  beliebige  Substitution 

F  ^  (     '  _  1  j  mit  T  >  0  transformieren,  ohne  dass  das  mittransformierte 


*)  Wenn  in  der  projectiven  Ebene  von  „dem  Fixpunkte"  einer  Substitution 
V  die  Rede  ist,  so  ist  im  Falle  einer  hyperbolischen  Substitution  stets  der  außer- 
halb der  Ellipse  gelegene  Fixpunkt  gemeint. 


294      n.  Fundamentaltheoreme  über  die  Existenz  polymorpher  Functionen. 

Polygon  der  zweiten  Gruppe  (der  aus  Fg,  V^  zu  erzeugenden j  aufhört, 
die  dritte  (hyperbolische)  Erzeugende  mit  dem  zu  Fj,  V^  gehörenden 
Polygone  gemein  zu  haben.  Jedes  solche  transformierte  Polygon  ist 
dann,  wie  wir  sahen,  noch  mit  dem  ersten  Polygon,  auf  welches  die 
Transformation  F  nicht  ausgeübt  wurde,  componierbar.  Die  vorerwähnte 
symmetrische  Gestalt  des  Polygons  vom  Character  (0,  4)  erscheint  da- 
bei mit  T  =  1  als  Mittellage. 

Hiemach  haben  wir  erstlich  die  den  Erzeugenden  F^,  Fg,  Fj,  V^ 
einzeln  entsprechenden  Invarianten  jj,  Jg;  Js,  i^,  welche  den  bekannten 
Bedingungen  unterliegen,  dass  entweder: 

jy_  ^  2     oder     j.^  =  2  cos  j- 

gilt.  Diese  vier  Invarianten  mögen  als  „Edceninvarianten'''  bezeichnet 
werden.  Es  folgt  die  Invariante  j^^  (=^34)  mit  der  Bedingung  Ji2<— 2; 
jj2  heisse  „Transversalinvariante",  insofern  die  zu  j^^  bezw.  V^V^ 
=  (V^V^)''^  gehörende  Bahnkurve  TT  eine  Transversale  des  Polygons 
vom  Character  (0,4)  ist.  Endlich  haben  wir  in  (t  +  t"^)  oder,  was 
zweckmässiger  ist,  in  t  selbst  eine  sechste  Invariante,  welche  wir 
„Compositionsinvariante"  nennen  wollen. 

Zum  Zwecke  einer  übersichtlichen  Darstellung  in  geometrischer 
Gestalt  setzen  wir  (wie  in  §  2): 

(ij         j\       -^1'  '  j,  ^*'  h,  ^5,        ^^1       ^6 

und  deuten  die  t  wieder  als  rechtwinklige  Coordinaten.  Es  ergiebt  sich 
daraufhin  über  die  Continua  der  Polygone  vom  Character  (0,  4)  folgender 
Satz:  Jedes  siveidimensionale  Continunm  der  Folygone  einer  Signatur 
(0,  4;  1^,1%,  l^,  ^4)  ist  eindeutig  und  stetig  auf  das  Quadrat  0  <  ^-  <  1, 
0  <  ^6  <^  1  ohhildhar;  jedes  dreidimensionale  Continunm  der  Polygone 
einer  Signatur  (0,  4;  l^,  U,  /g)  ist  eindeutig  und  stetig  auf  den  Würfel 
0<f^<l,  0<f5<l,  0<^e<l  abhiklhar  usw.;  schliesslich:  das 
sechsdimensionale  Continunm  der  Folygone  der  Signatur  (0,  4),  dem  Falle 
V  =  0  mit  nur  hyperholischen  EcTcen  entsprechend,  ist  eindeutig  und  stetig 
auf  den  „sechsdimensionalen  Würfel"  0  ^t^<.\,  •••,  0  ^t^<i\, 
0</5<l,  0<^6<1  abhildhar.  Wir  haben  hierbei  die  dem  ge- 
wöhnlichen (dreidimensionalen)  Würfel  correspondierenden  regulären 
Körper  einer  Dimensionenanzahl  >  3  wieder  als  „Würfel"  bezeichnet. 
Das  Auftreten  der  bei  den  Eckeninvarianten  vorgesehenen  Gleich- 
heitszeichen liefert  Polygone  mit  parabolischen  Spitzen.  Hält  man 
übrigens  eine  der  variabel  gedachten  Eckeninvarianten  fest,  so  wird 
dadurch  aus  dem  gerade  vorliegenden  Gebilde  ein  Würfel  nächst  niederer 
Dimensionenanzahl  ausgesondert. 
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§  4.     Die  Polygoncontinua  vom  Charaeter  (0,  n). 

Die    durchgeführte    Überlegung    ist    ohne    weiteres    der    Verallge- 
meinerung fähig. 

Es  sei  ein  Polygon  vom  Charaeter  (0,  4)  und  den  Erzeugenden 
V  V  V^,  F/  vorgelegt,  von  denen  jedenfalls  die  letzte  f\'  hyper- 
bolisch sein  soll.  Die  Invarianten  seien  j^J^J^J^'J^^,  r^,  deren  Be- 
deutung aus  §  3  hervorgeht.  Es  sei  zweitens  ein  Polygon  des  Characters 
(0,3)  mit  den  Erzeugenden  J\,  V^,  V^-^  ausgewählt,  von  denen  die 
dritte  V^-'^,  wie  die  Bezeichnung  schon  andeutet,  zu  der  vierten  Er- 
zeugenden F/  <3er  ersten  Gruppe  invers  sein  soll.  Beide  Polygone 
sind  dann  sofort  zu  einem  Polygone  des  Characters  (0,  5)  componierbar, 
und  umgekehrt  können  wir  jedes  Polygon  des  Characters  (0,  5)  auf 
diese  Weise  entstanden  denken.*) 

Gestatten  wir  einem  der  zu  componierenden  Polygone,  etwa  dem- 
jenigen des  Characters  (0,  3)  Verschiebbarkeit  längs  der  Polare  H  des 
Fixpunktes  von  F/,  so  ist  zugleich  deutlich,  dass  die  Compositiou 
beider   Polygone   wieder   in   einfach    unendlich    vielen    Arten   vollzogen 

werden  kann. 

Als  Invarianten  des  componierten  Polygones  ziehen  wir  erstlich  die 
obigen  sechs  Invarianten  des  Polygons  vom  Charaeter  (0,4)  heran. 
Nur  wird  hierbei  zweckmässig  die  Invariante  j/  "^i*  Rücksicht  auf  das 
zweite  der  zu  componierenden  Polygone  durch  j^-  (=  —  jj)  ersetzt,  und 
an  SteUe  von  /si  benutzen  wir  besser  die  Bezeichnung  jg^-,  da  es 
sich  hier  um  die  Invariante  der  Substitution  V^VJ^^  handelt.  Vom 
zweiten  zu  componierenden  Polygone  rühren  dann  noch  die  Invarianten 
Jijk  ^6^;  ^^^  endlich  liefert  die  Composition  selbst  noch  eine  Invariante 
T  **).  Insgesammt  haben  wir  also  fünf  Eckeninvarianten  j^,  j^,  ■  ■  -jj^j 
zwei  Tranlversalinvarianten  j.,^,  ^  und  zwei  Compositionsin Varianten 
T,T2.  Die  für  diese  Invarianten  gültigen  Ungleichungen  sind  genau 
d^ieselben  wie  die  in  §  3  für  die  entsprechenden  Invarianten  der  Polygone 
des  Characters  (0,4)  angegebenen. 

*)  Die  Einzelheiten  dieses  Compositionsprozesses  findet  man  in  I  pg.  361  ff. 
**)  Das  erste,  dem  Werte  r,  =  1  entsprechende  componierte  Polygon  denken 
wir  im  Texte  willkürlich  unter  allen  einfach  unendlich  vielen  bei  der  Composition 
der  beiden  Polygone  der  Charaktere  (0, 4)  und  (0,  3)  entspringenden  Polygonen 
des  Charakters  "(0,  5)  gewählt.  WiU  man  die  Unbestimmtheit,  welche  der  Ein- 
fühning  der  Compositionsinvariante  r,  dadurch  anhaftet,  aufheben,  so  kann  man 
etwa  Festsetzen,  dass  -r^  =  1  für  die  vier  Erzeugenden  {V^V^),V^,  V^,V^  den 
symmetrischen  Fall  des  zugehörigen  Polygons  vom  Charakter  (0,  4)  liefert.  ^  Diese 
Vorschrift  würde  sich  unmittelbar  an  die  Einführung  der  Invariante  r  in  §  3 
anschliessen. 
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Es  bat  nicht  die  geringste  Schwierigkeit,  den  Compositionsprocess 
und  die  Herstellung  der  Invarianten  in  gleicher  Weise  weiter  zu  führen. 
Offenbar  gelangt  man  zu  folgendem  allgemeinen  Theoreme:  Den  Poly- 
gonen vom  Characier  (0,  n)  gehören  (3w  —  6)  Invarianten  zu,  nämlich 
n  „Eclceninvarianten"  ji,  J25  •  •  vi«?  ^^^  Bedingungen  untenvorfen: 

(1)  j^  ^  2     hesiv.    j^  =  2  cos  |- , 

ferner  (n  —  3)  „Transversolinvarianien'',  die  wir  folgerecht  durch  J3  4  . . .  „ 
j^  ...  ^,  •  '  ■,  j„_j^  „  hezeiclinen,  und  die  den   Ungleichungen: 

(2)  i3,4,....n<-2,    Ä,...,„<-2,  ••■,;_, ^„<-2 

genügen,  endlich  {n  —  3)  „Kompositionsinvarianten"  x^,  Tg,  •  •  •,  t„_3  mit 
den  Bedingungen: 

(3)  x,>0,     r2>0,     •••,     r„_3>0. 

Alle  (3w  —  6)  Invarianten  sind  von  einander  unabhängig  und  keinen 
anderen  als  den  angegebenen  Bedingungen  untenvorfen. 

Führt  man  (3w  —  6j  Grössen  t  im  Falle  eines  beliebigen  n  genau 
wie  in  (1)  pg.  294  für  n  =  4  ein  und  deutet  die  t  als  rechtwinklige 
Coordinaten,  so  gelangt  man  für  die  Mannigfaltigkeit  der  Polygone  des 
Characters  (0,  n)  zu  folgendem  abschliessenden  Satze:  Die  der  einzelnen 
Signatur  (0,  w;  l^,  l^,  •  ■•,  /J  zugehörigen  Polygone  bilden  ein  (3w— v— 6)- 
dimensionales  Continuum,  ivelches  eindeutig  und  stetig  beziehbar  ist  auf 
den  durch  die  Ungleichungen: 

0<t^^,<l,    ...,    0<t„<l,   0<t^^,<l,   ...,   0<t,^_,<l 

dargestellten  (3m  —  v  —  Q)-dimensionalen  Würfel.  Solche  Randpunkte 
des  Würfels,  welche  den  bei  den  Eckeninvarianten  vorgesehenen  Gleich- 
heitszeichen entsprechen,  liefern  Polygone  mit  einer  oder  mehreren 
parabolischen  Spitzen.  Auch  hier  führt  die  Fixierung  einer  zunächst 
variabel  gedachten  Eckeninvariante  zu  einem  Würfel  nächst  niederer 
Dimensionenanzahl  hin.  Es  ist  dies  für  die  spätere  Fortsetzung  des 
Compositionsverfahrens .  von  Wichtigkeit. 

§  5.   Andere  Darstellung  der  Polygoncontinua  vom  Cliaracter  (0,  4). 

Die  besondere  Einfachheit  des  Ergebnisses  bei  der  vorstehenden 
Darstellung  der  Polygoncontinua  beruht  auf  der  unsymmetrischen  Ein- 
führung der  Invarianten.  In  I  pg.  361  ff.  wurden  demgegenüber  die 
Invarianten  in  einer  den  Forderungen  der  Symmetrie  mehr  entsprechen- 
den Weise  eingeführt.  Es  soll  wenigstens  im  FaUe  des  Characters  (0, 4) 
die  Beziehung  der  beiden  invarianten  Darstellungen  (der  jetzigen  un- 
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symmetrischen  und  der  in  I  a.  a.  0.  bevorzugten)  verfolgt  werden,  und 
zwar  namentlich  deshalb,  weil  wir  hier  zu  Relationen  gelangen,  welche 
wir  sogleich  bei  der  Diskussion  der  Polygone  vom  Character  (1,  1) 
verwerten  werden. 

Vorhin  (§  3,  pg.  291  ff.)  hatten  wir  für  die  Polygone  vom  Character 
(0,  4)  die  sechs  Invarianten: 

zu  Grunde  gelegt,  welche  von  einander  unabhängig  waren.  In  I  (siehe 
z.  B.  pg.  394)   wurde   demgegenüber  das  System   der  acht  Invarianten: 

(-')  Ji)  J'2)  Jz)  J4.1  J12  ^^  Jsif  )n  ^^  Jiit  Ji3}  J24 

ausgewählt,  welches  insofern  symmetrischer  gestaltet  ist,  als  die  cyclische 
Vertauschung  der  Indices  1,  2,  3,  4  das  System  in  sich  überführt 
Die  beiden  zwischen  den  Invarianten  (2)  bestehenden  Relationen: 

(  fv2  +  h"z  -  hzhi.  —  Ulk  +  isijiis  -  Uxk  +  hh)hz 

(3)  +  ihhhh  +  h'  +  h'  +  k'  +  k'  -  4)  =  0 , 
'  Jl2i23  +  il3  +  ki  —  Ulk  +  kk)  =  0 

gehen  natürlich  gleichfalls  bei  cyclischer  Vertauschung  der  Indices  1, 
2,  3,  4  in  sich  über. 

Die  ersten  fünf  Invarianten  (2)  sind  auch  unter  den  Invarianten  (1) 
enthalten.  Die  drei  letzten  Invarianten  (2),  nämlich  jga?  iis;  i24  müssen 
eindeutig  in  den  unabhängigen  Invarianten  (1)  darstellbar  sein. 

Um  diese  Darstellungen  zu  leisten  haben  wir  die  Erzeugenden  J\, 
Fg,  Fg,  F4  zu  berechnen,  wobei  wir  die  Substitutionen  V^,V^  in  der  in 
(7)  und  (5)  pg.  291  angegebenen  Gestalt  übernehmen  können.  Die 
Substitutionen  Fg,  F^  berechne  man  zunächst  für  die  Mittellage  eines 
durch  Spiegelungen  erweiterungsfähigen  Polygons  (vergl.  hierzu  §  3, 
pg.  293)  und  transformiere  genau  unter  Einhaltung  der  pg.  293  u.  f. 
gegebenen  Darlegung  die  beiden  entspringenden  Substitutionen  durch 

(  '  _ij.     An  SteUe  von  j^^  schreibe  man  j^^  in  den  Coefficienten  von 

F3  und  F^;  übrigens  gebrauche  man  entsprechend  der  pg.  291  ein- 
geführten abkürzenden  Bezeichnung  J^^  die  Abkürzung  Jg^  für  die 
positiv  zu  nehmende  Wurzel: 

(4)  ^34  =  Vis'  +  ;?  +  Jti  -^sJJsi  -  4 . 

Man  wird  folgende  Gestalten  der  beiden  noch  fehlenden  Erzeugenden 

'   !/•   ,  kJii  —  '^k\      Jsi_ 


(5)  n      .       ' 

«'34 


VJh^i'       2 


1/;      kJi,-^k\  y 
2  V^      VJK^^  )/ 
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(6)    y, 


wobei  wie  auch  schon  oben  (pg.  290)  die  Wurzel  Vfl^—'^  positiv  ge- 
nommen werden  soll. 

Die  Berechnung  der  Invarianten  jjg,  j,,,  /g^  aus  den  Erzeugenden 
geschieht  nun  einfach  nach  den  bezüglichen  Vorschriften  von  I  pg.  337fF.; 
man  findet: 

Mit  Rücksicht  auf  die  Festsetzung,  dass  die  Quadratwurzeln  Yjf^ — 4, 
Jj2>  Ju  positiv  genommen  werden  sollten,  haben  wir  also  in  der  That 
eindeutige  Darstellungen  der  Invarianten  (2)  in  den  unabhängigen 
Invarianten  (1)  erhalten. 

Trägt  man  die  aus  (7)  entspringenden  Ausdrücke  von  j^^,  J23  und 
J24  in  die  Relationen  (3)  ein,  so  müssen  diese  identisch  erfüllt  sein. 
In  der  That  bestätigt  mau  dies  ohne  Mühe. 

Mit  Rücksicht  auf  die  weiter  folgenden  Entwicklungen  über  die 
Polygone  des  Characters  (1,1)  schliessen  wir  hier  noch  folgende  Über- 
legungen an,  bei  welcher  wir  die  Eckeninvarianten  j^,  j^,  j^,  j^  ihren 
Bedingungen  entsprechend  in  irgend  einer  Weise  fest  gewählt  denken. 
Wir  eliminieren  j^^  aus  den  beiden  Relationen  (3),  indem  wir  den  aus 
der  zweiten  Relation  für  j.^^  zu  berechnenden  Ausdruck  in  die  erste 
eintragen.     Weiter  setzen  wir: 

(8)  Jii  =  —  x,   .hz  =  —  y,   i23==  —  -^ 

und  deuten  diese  x,  y,  z  als  rechtwinklige  Raumcoordinaten,  Das  Er- 
gebnis der  Elimination  von  j^^  schreibt  sich  so: 

(9)  ^'  +  2/'  +  ^' -  ^y^  +  Uih+hJ^^  +  UJs  +hh)y  +  ÜJi  +  hJs)^ 

+  üihhh + Ji'  +  k  +  h'  +  i^'  -  4)  =  0 

und  liefert  bei  der  vorgeschriebenen  geometrischen  Deutung  der  x,  y,  z 
eine  Fläche  dritten  Grades. 
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Den  Verlauf  dieser  Fläche  stellen  wir  unten  ausführlicli  fest.  Es 
wird  sich  finden,  dass  in  dem  allein  für  uns  in  Betracht  kommenden 
Raumoctanten,  welcher  durch  die  hier  gültigen  Ungleichungen: 

dargestellt  ist,  eine  einzige  einfach  zusammenhängende  Schale  der 
Fläche  (9)  verläuft.  Dieser  Theil  der  Fläche  dritten  Grades  heisse 
<I>3;  er  ist  in  neuer  Gestalt  das  Abbild  des  Polygoncontinuums.  Unter 
Vorbehalt  der  ausführlichen  Betrachtung  unserer  Fläche  dritten  Grades 
merken  wir  den  Satz  an:  Alle  Polygone  vom  Charader  (0,4)  mit  gegebenen 
Eckeninvarianten  j^,  jo,  j^,  J4  bilden  ein  ziveidiniensionales  einfach  zu- 
sammenhängendes Continuum,  welches  man  eindeutig  und  stetig  auf  die 
durch  03  bezeichnete,  im  Haumoctanten  x'>2,  y>2,  ^>2  gelegene 
Schale  der  durch  (9)   dargestellten  Fläche  dritten  Grades  abbilden  kann. 

Bei  der  Behandlung  der  Polygone  vom  Character  (0,4)  in  §  3 
kommt  die  Fixierung  der  Eckeuinvarianten  auf  die  Festlegung  der  t^, 
<2,  ^3,  t^  hinaus.  Alle  Polygone  mit  den  gewählten  Eckeninvarianten 
werden  demnach  dort  von  den  Punkten  des  Quadrates  0<^5<1, 
0  <#ß<  1  geliefert:  Dieses  Quadrat  muss  also  umkehrbar  eindeutig  auf 
die  Schede  03  der  Fläche  dritten  Grades  bezogen  sein. 

Für  die  Darstellung  dieser  Beziehung  zwischen  den  /g,  t^  und  den 
X,  y,  z  sind  bereits  alle  Mittel  durch  die  voraufgehenden  Entwicke- 
lungen  geliefert.  Um  z.  B.  die  x,  y,  z  durch  f-  und  t^  darzustellen,  be- 
rechne man  sich  erstlich  aus  (1)  pg.  294  für  ^'(=—^12)  ^^^  ^  ^ 
^5  und  ^g: 

(10)  ^-T^.      -  =  T^. 


1—  *r. 


setze     dem    bisherigen    Übereinkommen    entsprechend    fest,     dass    die 
Quadratwurzeln : 


Vx'^-4,     J12  =  l/jr  +^2'  +  ^^+Jih^  -  4, 

JsA  =  y  is^  +  i/  +  ^^  +  JsJi  X-4:, 

deren  Radicanden  für  die  zulässigen  Werte  j^,  jg;  ja?  ii?  ^  stets  positiv 

sind,  selber  positiv   genommen  werden  sollen,  und  berechne  endlich  y 

und  z  nach  (7)  in  folgender  Gestalt: 

fy(a;2-4)  =  CAJi  +  JaJs)^  +  -UiJs+.hh) 

\Z{X^-^)  =  {hk-\-hJd^  +  ^Üih-^hh)  +  (t' +T--') -^12^34  • 

Diese  letzten  Entwicklungen   werden  wir  sogleich  in  anderem  Zu- 
sammenhang zu  verwenden  haben. 

Fricke-Klein,  Automorphe  Functionen.  II.  20 
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§  6.    Die  Polygoncontinua  vom  Character  (1, 1). 

Die  Invariantentlieorie  der  Polygone  vom  Character  (1,  1)  ist  in 
I  pg.  354  ff.  entworfen.  Das  einzelne  Polygon  hatte  zunächst  drei 
Invarianten  j^,  j^,  j^^,  für  welche  die  Ungleichungen: 

(1)  Ja>2,        j,>2,       j^,>2 

galten.  Aus  ihnen  stellten  wir  noch  eine  vierte  Invariante  j^,  die 
„Eckeninvariante"  der  einen  festen  Ecke  des  Polygons,  auf  Grund  der 
Relation: 

(2)  Ja    ~r  Jb    'T~  Job         JaJbJab  2=J^ 

her.  Für  die  einzelne  Signatur  (1,  1;  X)  ist  die  feste  Ecke  des  Polygons 
ellijjtisch  und  es  gilt: 

(3)  j,=  -2cosy, 

so  dass  hier  die  Gleichung  (2)  eine  Relation  zwischen  den  j^,  j^,  j^^ 
darstellt.  Bei  der  Signatur  (1,  1),  d.  h.  für  Polygone,  deren  feste  Ecke 
hyperbolisch  bezw.  im  Grenzfall  parabolisch  ist,  gilt: 

(4)  ic^-2, 

so  dass  jetzt  aus  (2)  für  die  j^,  j^,  j^^  die  Ungleichung  entspringt: 

(5)  Ja    +  Jö'  +  Jlb  -  JaJJab  ^  ^  . 

Diese  Ansätze  lassen  sich  nun  mit  den  Entwicklungen  über  die 
Polygone  des  Charakters  (0,4)  unmittelbar  in  Beziehung  setzen,  in  der 
Art,  dass  wir  die  Invariantentheorie  der  Polygone  des  Characters  (1,1) 
als  einen  Special fcdl  der  Invariantentheorie  der  Polygone  des  Characters 
(0,  4)  ansehen  können. 

Es  beruht  dies  auf  der  bereits  in  I  pg.  293  erwähnten  und 
pg.  355  näher  verfolgten  Thatsache,  dass  jede  Gruppe  des  Characters 
(1,  1)  durch  Zusatz  einer  geeigneten  elliptischen  Substitution  der 
Periode  2  zu  einer  bestimmten  Gruppe  des  Characters  (0, 4)  er- 
weitert wird.  Dabei  hat  die  letztere  die  Signatur  (0,  4;  2,  2,  2), 
wenn    j^<  —  2    ist*);    hingegen    gelangen    wir    zur    Signatur    (0,  4; 

*)  Das  einzelne  Polygon  vom  Character  (1,  l)  mit  hyperboUscher  Ecke,  wird, 
wie  wir  unten  ausführlicher  darlegen,  durch  eine  zugehörige  ,, zweiwertige"  auto- 
morphe Function  auf  eine  zweiblättrige  orthosymmetrische  Riemann'sche  Fläche 
des  Geschlechtes  ja  =  2  mit  6  paarweise  symmetrisch  liegenden  Verzweigungspunkten 
übertragen.  Die  eine  durch  die  Symmetrielinie  abgetrennte  Hälfte  dieser  Fläche 
entspricht  dem  im  EUipseninueren  der  projectiven  Ebene  liegenden  Polygonteilc. 
Die    drei    jener   Flächenhälfte    angehörenden    Verzweigungspunkte    liefern    dann 
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21,  2,  2,  2),  falls  bei  der  gegebenen  Gruppe  die  Signatur  (1,  1;  l) 
vorliegt  *). 

Um  den  Zusammenhang  der  Formeln  (l)ff.  mit  denen  des  vorigen 
Paragraphen  wirklich  herzustellen,  setze  man: 

(6)  Ja=^>    h=y,    Jaö=^,    Jc-^-Jx\ 

wobei  die  letzte  Gleichung  im  Falle  der  Signatur  (1,  1;  T)  auf  1^=21 
hinausläuft.     Aus  (2)  ergiebt  sich  jetzt: 

(7)  x'-{-y'+  z'-  xyz  +  (j.^-  4)  =0, 

eine  Gleichung,  die  man  in  der  That  als  SpecialfaU  der  Gleichung  (9) 
pg.  298,  nämlich  für  j^  =  j^  =  j^  =  0  unterordnen  kann. 

Umgekehrt  enthält  aber  auch  jede  Gruppe  der  Signatur  (0,  4; 
2,  2,  2)  bezw.  (0,  4;  21,  2,  2,  2)  eine  bestimmte  ausgezeichnete  Unter- 
gruppe des  Index  2  vom  Character  (1,  1),  so  dass  hier  volle  Eindeutig- 
keit der  Beziehung  besteht.  Aus  einem  der  ersten  Gruppe  zugehörigen, 
etwa  nach  I  pg.  299ff.  gewählten  Doppelviereck  stellt  man  nämlich  durch 
Anreihung  eines  weiteren  Doppelvierecks  aufs  leichteste  den  Dis- 
continuitätsbereich  vom  Character  (1,  1)  her. 

Auf  Grund  der  vorstehenden  Ergebnisse  ist  es  statthaft,  für  die 
Darstellung  der  Polygoncontinua  vom  Character  (1,  1)  unsere  obigen 
Resultate  über  den  Fall  des  Characters  (0,  4)  im  voUen  Umfange  her- 
anzuziehen. So  dürfen  wir  die  Invarianten  tr,,  t^  bezw.  t^,  ^g,  ^g**)  der 
Polygone  des  Characters  (0,4)  auch  für  die  Polygone  des  Characters 
(1,  1)  an  Stelle  der  x,  y,  z,  j^  heranziehen.  Die  Relationen  zwischen 
den  beiderseitigen  Invarianten  gehen  aus  den  Gleichungen  (10)  und 
(11)  pg.  299  sofort  hervor.     Man  findet  für  die  x,  y,  z: 


gerade  die  drei  bei  der  erweiterten  Gruppe  der  Signatur  (0,4;  2,  2,  2)  neu  hinze- 
kommenden Ecken,  während  das  einzelne  Blatt  der  zunächst  doppelblättrigen 
Flächenhälfte  gerade  dem  Polygone  der  Signatur  (0,4;  2,2,2)  con-espondiert. 

*)  Für  die  Polygone  des  Characters  (1, 1)  mit  elliptischer  oder  parabolischer 
Ecke  kommen  wir  hier  auf  bekannte  Sätze  aus  der  Theorie  der  elliptischen 
Functionen  zurück.  Eine  zu  einem  solchen  Polygone  gehörende  automorphe 
Function  bildet  dasselbe  auf  eine  Riemann'sche  Fläche  des  Geschlechtes  p  =  l 
ab.  Bezeichnet  man  das  Integral  erster  Gattung  dieser  Fläche  durch  u,  so  ge- 
stattet bekanntlich  die  Fläche  die  einfach  unendlich  vielen  Transformationen 
m'  =  —  M  4-  C  der  Periode  2  in  sich  (cf.  „Mod."  II  pg.  241).  Um  die  im  Texte 
gemeinte  Transformation  zu  gewinnen,  müssen  wir  beachten,  dass  die  Riemann- 
sche  Fläche  mit  einem  von  der  festen  Polygonecke  herrührenden  Punkte  „signiert" 
ist.  Man  hat  die  Constante  C  so  zu  wählen,  dass  einer  der  vier  Fixpunkte  der 
Transformation  u  =  —  u  -\-  C  nach  dem  eben  genannten  Punkte  der  Riemann- 
schen  Fläche  hinfällt. 

**)  Die  Eckeninvarianten  j^ ,  j^ ,  j^  sind  in  beiden  Fällen  constant  gleich  0. 

20* 
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C8) 


Durch  Umkehrung   dieser  Gleichungen  gewinnt  man  als  Darstellungen 
der  ti,  f^,  #6  i^  ^^^  ^>  2/j  ^^Jc' 


wobei  r  gegeben  ist  durch  die  positiv  zu  nehmende  Wurzel: 
(10)  T  =-i/l^zi^l±f^^l 

Der  Radicand  dieser  Wurzel  ist  übrigens  sicher  positiv,  da  der  im 
Zähler  stehende  Ausdruck  >0  ist.  Aus  der  Relation  (7)  folgt  nämlich 
mit  Rücksicht  auf  a:  >  2  und  ^  >  2 : 

y'+  z'-  xyz  =  -  j,2_(^2_  4^  ^  0, 

4i/^—  Ayxz  +  x'^z'^<,  z'^{x'^—  4), 


\2y  —  xz\<^z  Yx^  —  4 . 

Sollte  demnach  auch  2y  —  xz <iO  gelten,  so  folgt  doch  aus  der  letzten 
Ungleichung,  wie  behauptet  wurde: 


2y-xz-\-zyx^-4:>0. 

Indem  wir  uns  vorbehalten,  unten  bei  der  Untersuchung  der 
Gruppencontinua  vom  Character  (1,  1)  die  Invarianten  x,  y,  z  heran- 
zuziehen, wollen  wir  hier  bei  der  Darstellung  der  Poljgoncontinua  die 
Invarianten  ^5,  t^  bezw.  t^,  t^,  t^  benutzen.  Wir  gelangen  zu  folgendem 
Ergebniss:  Die  gesammten  Polygone  einer  gegebenen  Signatur  (1,  1;  ?) 
bilden  ein  zweidimensionales  Continiium,  welches  eindeutig  stetig  auf  die 
Punkte  des  Quadrates  0  <  ^5  <  1 ,  0  <CtQ<il  beziehbar  ist;  desgleichen 
bilden  die  gesammten  Polygone  der  Signatur  (1,1)  (mit  j^-^  —  2)  ein 
dreidimensionales  Continuum,  ivelches  eindeutig  stetig  auf  die  Punkte  des 
Würfels  0^^i<l,  0<^5<1,  0<^6<1  ahbiläbar  ist- 

Übrigens  gilt  wieder  die  für  die  Composition  wichtige  Bemerkung, 
dass  durch  Fixierung  des  Wertes  j^^ ^  2  oder  jc^  —  2  aus  dem  zuletzt 
genannten  Würfel  ein  Quadrat  ausgeschnitten  wird. 
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§  7.    Die  Polygoncontinua  vom  Character  {p,  n). 

Durch  die  bisherigen  Entwicklungen  ist  nun  auch  der  Weg  ge- 
bahnt, um  vermöge  des  Princips  der  Composition  zum  allgemeinsten 
Continuum  von  Hauptki-eispolygonen  zu  gelangen.  Es  sei  eine  beliebige 
Signatur  vorgelegt,  wobei  die  Anzahl  v  der  elliptischen  Ecken  irgend 
eine  der  Zahlen  0,  1,  2,  .  .  .,  w  ist.  Irgend  ein  zugehöriges  Polygon  P 
kann  man  nach  I  pg.  313  entstanden  denken  durch  Composition  eines 
Polygons  der  Signatur  {p  —  1,  n  -{-  1]  l^,  l^,  .  .  .,  ly)  und  eines  Polygons 
der  Signatur  (1,  1),  welches  mit  jenem  eine  hyperbolische  Erzeugende 
gemeinsam  hat.  Die  Einzelheiten  des  Compositionsprocesses  sind  a.  a.  0. 
genau  geschildert. 

Umgekehrt  kann  man  zwei  Polygone  bezeichneter  Art  mit  ge- 
meinsamer hyperbolischer  Erzeugender  stets  auf  einfach  unendlich  viele 
Weisen  zu  einem  Polygone  des  Characters  (p,  n)  componieren.  Es  ist 
hierbei  nöthigenfalls  an  einem  der  Polygone,  etwa  denjenigen  des 
Characters  (1,  1),  die  schon  pg.  293  (oben)  erwähnte  Verzerrung  vor- 
zunehmen, die  übrigens  gerade  für  das  Polygon  vom  Character  (1,  1) 
in  I  pg.  298  ausführlich  geschildert  wurde.  Nach  dem  Theorem  von 
I  pg.  319  kann  man  natürlich  hinterher  das  componierte  Polygon  stets 
wieder  in  ein  geradliniges  (2w  +  4jt))-eck  mit  nur  concaven  Winkeln 
umändern. 

Die  Invarianten  des  Polygons  vom  Character  (1,  1)  sind  im  vorigen 
Paragraphen  besprochen.  Von  diesen  Invarianten  ist  j^  bereits  durch 
das  Polygon  vom  Character  (^—1,  w -f  1),  nämlich  als  eine  „Ecken- 
invariante" desselben,  gegeben.  Es  treten  mit  dem  Polygon  des 
Characters  (1,  1)  zunächst  noch  drei  weitere  durch  die  Relation  (2) 
pg.  300  an  einander  gebundene  Invarianten  JajJtjJab  hinzu;  und  weiter 
hat  man  zu  beachten,  dass  beide  Polygone  auf  einfach  unendlich  viele 
Arten  componierbar  sind,  so  dass  noch  eine  Invariante  r  der  pg.  293  u.  f. 
besprochenen  Art  hinzukommt. 

Um  unsere  unterscheidenden  Bezeichnungen  für  die  verschiedenen 
Invarianten  aufzunehmen  und  zu  erweitern,  so  hat  j^  nach  der  Com- 
position den  Character  einer  Eckeninvariante  verloren  und  ist  zu  einer 
„Transversdlinvariant&'  geworden.  Die  j^,  j^,  j^f,  bezeichnen  wir  zweck- 
mässig als  .,Periodeninvarianten",  da  ihnen  Periodenwege  auf  der  Rie- 
mannschen  Fläche  entsprechen  (cf.  I  pg.  183).  Endlich  behält  t  seinen 
Character  als  „ComposUionsinvariant&'. 

Es  steht  nun  nichts  im  Wege,  die  mit  dem  Polygon  des  Characte  s 
(1,  1)  neu  hinzukommenden  Invarianten  j„,  j^,  j„j,   welche   durch  eine 
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Relation  mit  einander  verbunden  sind*),  auf  zwei  von  einander  unab- 
hängicre  Invarianten  t  und  t.  umzurechnen.  Wir  haben  zu  diesem 
Zwecke  x=j^,  y  =  Jt,,  ^=Jah  i°^  ^'^  Formeln  (9)  und  (10)  pg.  302 
einzutragen  und  berechnen  aus  diesen  Formeln  die  beiden  unabhängigen 
„Periodeninvarianten"  t-^  und  ^g**)-  Endlich  können  wir  wie  früher***) 
die  bei  der  Composition  der  beiden  öfter  genannten  Polygone  auf- 
tretende Invariante  t  durch  eine  für  den  Augenblick  etwa  mit  t^ 
zu  bezeichnende  Invariante  ersetzen,  die  im  Intervall  0<^7<1  variabel 
ist.  Als  Zwischenresultat  merken  wir  an,  dass  der  Zusatz  des  Polygons 
vom  Charader  (1,  1)  zu  demjenigen  vom  Character  (p  —  1,  «  +  1)  die 
Einführung  von  drei  weiteren  Invarianten  t  nöthig  macht,  ivelche  unab- 
hängig von  einander  im  Intervall  0  <  ^  <  1   variabel  sind. 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieses  Satzes  können  wir  nun  von 
den  Entwicklungen  des  §  4  über  die  Polygone  des  Characters  (0,  n) 
ausgehend  bis  zu  jedem  beliebigen  Character  {p,  n)  bezw.  bis  zu  jeder 
beliebigen  Signatur  (p,  w,  l^,  l^,  ■  ■  .,  ?,.)  hingelangen.  Wir  knüpfen  an 
die  Signatur  (0,  n  -\- P]  l^,  1-2,  ■  ■  ■,  Ij  und  damit  an  das  Continuum  der 
Polygone  des  Geschlechtes  0  mit  (n-\-p)  festen  Ecken,  von  denen  v(<n) 

elliptische  sind  und  die  Winkel  y-,   ^,   •  •  •,   ^  haben,  während  weitere 

(n  —  v)  feste  Ecken  hyperbolisch  oder  parabolisch  und  die  letzten  p 
hyperbolisch  sind.  Wir  setzen  weiter  nach  einander  })  Polygone  des 
Characters  (1,  1)  in  bezeichneter  Art  hinzu.  Das  erste  Polygon  des 
Characters  (0,  n  +  p)  hat  (3  (m +^j)  —  v  —  6)  unabhängig  variable  In- 
varianten t]  jedes  Polygon  des  Characters  (1, 1)  liefert  drei  weitere 
Invarianten  t,  so  dass  wir  schliesslich  zu  der  richtigen  Anzahl 
(3^  —  0^  +  6^  —  6)  hingelangen. 

Indem  wir  jetzt  zweckmässig  die  variabelen  Invarianten  unseres 
Polygons  durch  t^.^^,  t^.^^,  .  .  .,  ^3„  +  6p-6  bezeichnen,  stellen  wir  noch- 
mals fest,  dass  dieselben  in  den  Intervallen: 

0^^,^,<1,     ...,     0£t„<l, 
^  ^  0<t,^,<l,     ...,     0<^3„^ep-6<l 

willkürlich  und  von  einander  unabhängig  variabel  sind,  wobei  die  bei 
den  ersten  (n  —  v)  Invarianten  vorgesehenen  Gleichheitszeichen  das 
Eintreten  parabolischer  Spitzen  anzeigen.    Wir  sind  hiermit  zu  folgen- 


*)    Die  in  dieser  Relation  vorkommende  Invariante  j,,  ist  durch  das  Polygon 
vom  Character  {p  —  1,  w  +  1)  bereits  fest  gegeben. 

**)    Wir  unterlassen  nicht  darauf  hinzuweisen,    dass  unsere  jetzige,  im  Texte 
sogleich  wieder  zu  nennende,    Compositionsinvariante  r  mit  der  in  den  Formeln 
von  pg.  302  so  bezeichneten  Invariante  nicht  identisch  ist. 
***)  Siehe  z.  ß.  die  letzte  Formel  (1)  pg.  294. 
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dem  abschliessenden  Theoreme  gelangt:  Die  gesammten  zu  irgend  einer 
vorgelegten  Signatur  {p,  n;  l^,  I2,  . . .,  l^)  gehörenden  Hauptkreispolygone 
bilden  ein  (Sn  —  v-\-6p  —  Q)-dimensionales  Continuum,  welches  stetig  ein- 
deutig auf  den  durch  die  Ungleichungen  (1)  dargestellten  (3n— v  +  6^  — 6)- 
dimensionalen  Würfel  abbildhar  ist. 

§  8.     Übergang  von  den  Polygoncontinuen  zu  den 
Gruppencontinuen. 

Jedes  unserer  kanonischen  Polygone  P  liefert  eine  und  nur  eine 
Hauptkreisgruppe  F.  Eine  und  dieselbe  Gruppe  aber  wird  umgekehrt 
von  unendlich  vielen  verschiedenen  kanonischen  Polygonen  geliefert.  Mit 
der  Gewinnung  der  Pohjgoncontinua  besitzen  wir  also  noch  keineswegs 
eine  abgeschlossene  Einsicht  in  die  Gruppencontinua;  vielmehr  muss 
die  Beziehung  der  beiden  Continua  auf  einander  eingehend  untersucht 
werden. 

Es  handelt  sich  hier  um  einen  principiellen  Punkt  in  der  geschicht- 
lichen Entwicklung  des  Fundamentaltheorems. 

Klein  hat  in  seiner  Arbeit  „Neue  Beiträge  zur  Riemannschen 
Funktionentheorie",  Abschn.  III  §  5  die  Beziehung  zwischen  Polygon 
und  Gruppe  berührt  und  aus  den  daselbst  näher  entwickelten  Gründen 
den  Plan  abgeleitet,  bei  Fortführung  seiner  Untersuchung  „immer  von 
der  Gebietseinteilung  auszugehen".  Demnach  sind  die  Continua,  mit 
welchem  Klein  bei  dem  Beweise  des  Fundaraentaltheorems  arbeitet,  die 
Continua  der  Polygone  und  die  ihnen  entsprechenden  Continua  der 
zerschnittenen  Riemannschen  Flächen*). 

Demgegenüber  hat  Poincare  in  seiner  Arbeit  „Sur  les  groupes  des 
equations  lineaires"  (§  8  ff.)  die  Gruppencontinua  dem  Beweise  des  Funda- 
mentaltheorems zu  Grunde  gelegt.  Poincare  erkennt  nämlich  a.  a.  0- 
das  Polygoncontinuum  als  ungeschlossene  Mannigfaltigkeit**);  er  beab- 
sichtigt demgegenüber  zu  zeigen,  und  zwar,  was  characteristisch  ist, 
„par  une  discussion  speciale  ä  chaque  cas  particuJier",  dass  die  von  ihm 
betrachteten  Gruppencontinua  geschlossene  Mannigfaltigkeiten  sind,  wie 
wir  dies  unten  in  Beispielen  von  Grenzkreisfällen  bestätigt  finden  werden. 
Hierin  sieht  Poincare  mit  Recht  eine  wesentliche  Erleichterung  des 
Continuitätsbeweises  bei  Gebrauch  der  Gruppencontinua. 


*)  Siehe  z.  B.  auch  Abschn.  IV  §  2  der  eben  genannten  Arbeit  von  Klein, 
wo  ausdrücklich  gesagt  wird:  „Wir  haben  einerseits  die  Riemannschen  Flächen 
(jp,n,ly.),  die  wir  uns  nach  einem  bestimmten  Typus  zerschnitten  denken.  Sie 
bilden  eine  erste  Mannigfaltigkeit  Jfi". 

**)  Der  in  §  7  gewonnene  Würfel  hat  einen  (3w  —  v-\-6p  —  7)-dimensionalen 
Band. 
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Der  Übergang  von  einem  ersten  Polygon  P  zu  allen  übrigen 
kanonischen  Polygonen,  welche  die  gleiche  Gruppe  darstellen,  ist  aus- 
führlich in  I  pg,  320  ff.  in  der  „Transformationstheorie  der  kanonischen 
Polygone"  entwickelt.  Es  handelt  sich  um  diejenigen  Transformationen, 
welche  den  wesentlichen  Änderungen  des  kanonischen  Querschnittsystems 
auf  der  zu  P  gehörenden  geschlossenen  Fläche  entsprechen. 

Die  Invarianten  erfahren  gegenüber  jenen  Umformungen  des  Polygons 
selber  hirationale  Transformationen*).  Die  gesammten  beim  Character 
(j),  n)  eintretenden  Transformationen  dieser  Art  lieferten  uns  in  I 
pg.  391  die  zum  CJiaracter  (j),  n)  gehörende  „Modulgriqjpe".  Der  Name 
dieser  Gruppe  rührt  daher,  dass  wir  in  I  die  Invarianten  der  Polygone  P 
auch  wohl  als  die  „Moduln"  derselben  bezeichneten**).  Übrigens  beachte 
man  auch,  dass  die  Modulgruppe  des  Characters  (jp,  n)  zu  den  Haupt- 
kreisgruppen dieses  Characters  in  genau  derselben  Beziehung  steht,  wie 
in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  (Theorie  der  „parabolischen 
Rotationsgruppen"  (cf.  pg.  24  und  I  pg.  165))  die  daselbst  auftretende 
„Modulgruppe"  zu  den  Gruppen  der  Substitutionen: 

u'  =  u  -{-  m^  ojj  -f  m2G)2,         {nti,  m^  =  0,  ±  1,  +  2,  •  •  •), 

d.  i.  den  parabolischen  Rotationsgruppen. 

Um  übrigens  die  Entwicklungen  der  vorangehenden  Paragraphen 
über  Polygoncontinua  mit  den  citierten  Untersuchungen  aus  Bd.  I  in 
die  richtige  Beziehung  zu  setzen,  ist  noch  zu  bemerken,  dass  an  den 
birationalen  Transformationen  der  Invarianten  auch  die  Eckeninvarianten, 
welche  zu  den  elliptischen  Erzeugenden  gehören,  theilhaben,  insofern 
doch  durch  eine  geeignete  Transformation  irgend  eine  vorgeschriebene 
Permutation  der  in  Betracht  kommenden  v  Polygonecken  erzielbar  war 
(cf.  I  pg.  301).  Bei  der  Betrachtung  der  Gruppencontinua  war  dem- 
entsprechend die  Anordnung  der  Zahlen  l  in  der  Signatur  (2),  «;  ?i, 
?2,  .  .  .,  ZJ  gleichgültig  und  in  beliebiger  Weise  abänderungsfähig. 

Demgegenüber  haben  wir  oben  bei  der  Herstellung  unserer  Polygon- 
continua an  der  Anordnung  der  elliptischen  Ecken  und  damit  an  der 
einmal  gewählten  Signatur  festhalten  müssen.  Bei  dieser  Sachlage  dürfen 
wir  zur  Getvimiung  des  einzelnen  Gruppencontinuums  nach  freier  Auswahl 
an  eines  von  mehreren  Polygoncontinuen  anknüpfen,  und  zivar  im  Höchst- 
fälle von  v\  Continuen,  ivenn  nämlich  alle  l^  verschieden  sind  und p^O 


*)   Siehe    die    weiteren    Ausführungen    über    diese    Transformationen    in   I 
pg.  389  ff. 

**)  Wir  "wollen  der  besseren  Unterscheidung  halber  im  vorliegenden  Kapitel 
die  Benennung  „Modul"  für  die  „Moduln  der  Riemannschen  Flächen"  vor 
behalten. 
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oder  doch  heip^O  die  Anzahl  v<n  is^*).  In  der  Modulgruppe  haben 
wir  demgemäss  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  des  entsprechenden  end- 
lichen Index,  icelche  die  Signatur  unverändert  lässt  und  also  ein  Polygon 
immer  wieder  in  ein  solches  des  gleichen  Continuums  überfühi.  Die  so 
gewonnene  Untergruppe  können  wir  als  „die  zur  Signatur  (p,  n;  \, 
h,---,  h)  gehörende  Modidgruppe''  bezeichnen.  Es  ist  durch  diesen  un- 
vermeidlichen Schritt  allerdings  der  Grund  zu  einer  Unsymmetrie  unserer 
DarsteUung  gelegt,  welche  selbst  dann  bestehen  bleibt,  wenn  wir  die 
Einführung  der  Invarianten  (wie  in  I  geschah)  symmetrisch  in  bezug 
auf  das  einzelne  Polygon  vollziehen. 

§  9.     Die  Discontinuität  der  Modulgruppe. 

Die  zu  einer  vorgelegten  Signatur  gehörige  Modulgruppe  stellt 
lauter  birationale  Transformationen  der  Invarianten  dar,  die,  auf  die 
Invarianten  t  umgerechnet,  unseren  in  §  7  gewonnenen  (3 w  -  r  +  6i?  -  6)- 
dimensionalen  Würfel  in  sich  selbst  überführen.  Dabei  tritt  die  Frage 
nach  der  Discontinuität  der  Ilodulgruppe  im  Innern  des  Würfels  in  den 
Vordergrund.  In  der  That  wird  ja  ein  Discontinuitüfshereich  der  Modid- 
gruppe  ein  eindeutiges  und  stetiges  Ahlild  der  zur  vorgelegten  Signatur 
gehörenden  3Iannif/faltigMt  der  Gruppen  sein. 

Poincare  bezeichnet  a.  a.  0.  pg.  263  die  Modulgruppe  als  „m- 
demment  discontinu".  Es  ist  dies  so  zu  verstehen,  dass  die  Modulgruppe 
im  Innern  des  Würfels  oder  eines  bei  anderer  Auswahl  der  Invarianten 
eintretenden,  dem  Würfel  äquivalentenBereiches,,e/5fm^Z«Wi''^/iCon^in«t/er?^c/t 

ist  (cf.  I  pg.  62),  d.  h.  ebenda  einen  endlich  ausgedehnten  (3w-z/+62)-6> 
dimensionalen  Discontinuitätshereich  hat,  dessen  Reproductionen  das  ganze 

WürfeMnnere  erfidlen. 

Ohne  diese  Behauptung  für  unmittelbar  einleuchtend  zu  halten, 
woUen  wir  vorab  fragen,  welche  Mittel  wir  zur  wirklichen  HersteUung 
eines  Discontinuitätsbereiches  der  Modulgruppe  haben. 

Zu  diesem  Zwecke  werden  wir  unter  den  gesammten  bezüglich  der 
Modulgruppe  äquivalenten  kanonischen  Polygonen  P  (die  somit  die 
gleiche  Hauptkreisgruppe  T  liefern)  eines  als  sogenanntes  „reducieHes^' 
Polygon  herausgreifen  müssen.  Poincare  giebt  a.  a.  0.  pg.  265  eine 
Vorschrift  zur  Erklärung  eines  „polygone  reduitf',  welche  sich  unter 
Benutzung  der  Bezeichnungen  und  VorsteUungen  des  vorletzten  Para- 
graphen (§  7,  aUgemeiner  FaU  {p,n))  so  beschreiben  läßt:  Man  ver- 
stehe unter  <^it^^„  t^.^,  .  .  .)  eine  reeUe  stetige  und  eindeutige  Function 

*)    Für  i)  =  0,   v^n  haben  wir-   im  Höchstfall  {n-l)\  Continua,    insofern 
jetzt  die  v  =  w  Ecken  einen  geschlossenen  Zyklus  bilden. 
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der  variabeln  Invarianten  t^,^^,  ...,  t^n^-^p-zi  ^'^^  zwar  soll  diese 
Function  O  auf  dem  Rande  des  Würfels  überall  gleich  1  sein,  im 
Würfelmittelpunkte  verschwinden  und  übrigens  im  Würfelinnern  zwischen 
0  und  1  liegen.  Unter  allen  die  gleiche  Hauptkreisgruppc  F  liefernden 
Polygonen  P  heisst  nach  Poincares  Erklärung  dasjenige  reducieri 
dessen  Invarianten  t^.^^y,  .  .  .,  ^3„  +  6p-6  ^®^  kleinsten  Wert  der  Function 

0  liefern*). 

Es  liegt  nun  (wie  schon  in  I  pg.  393  gesagt  wurde)  für  uns 
näher,  eine  Theorie  der  reducierten  Polygone  in  anderer  Weise  einzu- 
führen, und  zwar  durch  Rückgang  auf  die  in  I  pg.  241  ff.  und  275  ff. 
dargestellte  Theorie  der  „normalen"  und  der  „natürlichen"  Polygone  P. 
Das  einzelne  Normalpolygon  einer  vorgelegten  Gruppe  F  ist  durch  sein 
Centrum  C  eindeutig  bestimmt,  und  Centren,  die  bezüglich  F  äquivalent 
sind,  liefern  (für  den  invarianten  Standpunkt)  gleiche  Polygone.  Lässt 
man  daraufhin  das  Centrum  ein  erstes  irgendwie  gewähltes  Polygon 
durchlaufen,  so  erhält  man  bereits  alle  bei  dieser  Gruppe  F  vorkommenden 
Normalpolygone. 

Was   die   Gestalt    der  Normalpolygone   angeht,    so   hatten  wir  in 

1  pg.  262  ff.  eine  Reihe  verschiedener  Typen  zu  unterscheiden,  zwischen 
denen  sich  beim  Übergang  von  einem  Typus  zum  andern  noch  die 
Special-  oder  Uhergangstypeji  mit  verminderter  Seitenanzahl  einfügten. 
Im  Falle  jedes  einzelnen  Characters  (p,  w)  ist  die  Anzahl  unterschiedener 
Typen  endlich]  diese  Anzahl  wirklich  festzustellen,  ist  eine  combina- 
torische  Aufgabe,  die  wir  in  I  pg.  266  ff.  für  einige  niedere  Fälle 
durchführten. 

Es  gehöre  nun  zu  einem  ersten  Centrum  Cq  ein  Normalpolygon 
Pq,  welches  nicht  gerade  einen  übergangstypus  besitzt.  Bei  stetiger 
Abänderung  des  Centrums  C  von  der  Anfangslage  Cq  aus  wird  sich 
auch  das  Polygon  P  stetig  ändern.  Wie  werden  demnach  um  Cq  einen 
rings  endlich  ausgedehnten*'^)  Bereich   eingrenzen  können,   so   dass  alle 


*)  Setzt  man,  was  am  nächsten  liegt: 

0  =  1  — 4^"-''  +  ^P-^-n?^(l  — y  =  1  — n(l  — (2?^-l)«), 

X  X 

so  kommt  die  Herstellung  des  Diseontinuitätsbereiches  der  Modulgruppe  auf  das 
bei  der  Bildung  der  „Normalbereiche"  in  I  pg.  106  ff.  benutzte  Princip  hinaus. 
Dem  DiscontiDuitätsbereich  wird  der  einzelne  Punkt  im  Würfelinnern  stets  und 
nur  dann  zuerteilt,  wenn  er  der  Würfelmitte  näher  oder  doch  nicht  ferner  liegt, 
als  seine  äquivalenten  Punkte. 

**)  Als  Maassbestimmung  soll  in  der  projectiven  Ebene  für  den  Augenblick 
die  gewöhnliche,  nicht  die  projective,  benutzt  werden,  damit  Bereiche,  welche  bis 
an  die  Ellipse  heran  oder  über  dieselbe  hinaus  reichen,  endlichen  Flächeninhalt 
behalten. 
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Punkte  C  dieses  Bereiches  Polygone  P  desselben  Typus  und  derselben 
Erzeugenden  wie  Pq  liefern.  Wenn  wir  nun  fragen,  wie  weit  C  innerhalb 
Pq  wandern  darf,  bis  wir  zu  einem  ersten  Übergangstypus  kommen,  so 
ist  die  Antwort  hierauf  bereits  in  I  pg.  275  ff.  gegeben.  Wir  gelangen 
zu  einem  Cq  umgebenden,  a.  a.  0.  mit  Tq  bezeichneten  Bereiche,  für  den 
wir  hier  die  Beneunung  eines  „natürlichen  Elementarbereiches"  gebrauchen 
wollen,  und  den  wir  (siehe  auch  I  pg.  245  jff.)  von  endlich  vielen  aus 
den  Erzeugenden  von  Pq  zu  gewinnenden  Stücken  von  Geraden,  Kegel- 
schnitten oder  Kurven  dritten  Grades  eingegrenzt  fanden.  Diesen  Rand- 
kurven von  Tq  entsprachen  die  verschiedenen  Übergangstypen,  welche 
sich  an  den  Typus  von  Pq  anschlössen. 

Wesentlich  ist  die  Endlichkeit  der  Flächenausdehnung  eines  solchen 
natürlichen  Elementarbereiches  T.  Da  auch  Pq  (im  Sinne  der  augen- 
blicklich benutzten  elementaren  Maassbestimmung)  endlich  ausgedehnt  ist, 
50  findet  in  Pq  mir  eine  endliche  Anzahl  solcher  Bereiche  T  Platz  *) ;  Die 
Anzahl  der  bezüglich  F  inäquivalenten  natürlichen  Elementarbereiche  ist 
endlich.  Wir  bezeichneten  diese  Anzahl  in  I  pg.  278  durch  /i,  die 
Bereiche  selbst  durch  Tq,  Tq,  Tq",  .  .  .,  Tq'^^-^\  Ein  solches  System 
inäquivalenter  Bereiche  T  lieferte  uns  a.  a.  0.  einen  „natürlichen"  Dis- 
continuitätsbereich  für  F. 

Da  nun  alle  Centren  C  eines  einzelnen  natürlichen  Elementar- 
bereiches T  Polygone  desselben  Typus  und  desselben  Erzeugendensystemes 
liefern,  so  haben  wir  bei  unserer  Gruppe  F  überhaupt  nur  /t  wesentlich 
verschiedene  Normalpolygone.  Wählen  wir  demnach  zunächst  als 
reducierte  Polygone  die  Normalpolygone  der  allgemeinen  Typen,  so  ent- 
springt ohne  weiteres  der  Satz,  dass  für  unsere  Gruppe  F  die  Anzahl 
reducierter  Polygone  endlich,  nämlich  gleich  [i  ist. 

Diese  reducierten  Polygone  haben  nun  zwar  im  allgemeinen  noch 
nicht  die  kanonische  Gestalt.  Es  steht  aber  nichts  im  Wege,  bei  jedem 
Typus  eine  eindeutig  bestimmte  Massregel  der  Umwandlung  in  ein 
kanonisches  Polygon  vorzuschreiben,  das  wir  dann  fortan  statt  des 
Normalpolygons  als  reduciertes  Polygon  gebrauchen  wollen.  Wir  ge- 
langen auf  diese  Weise  bei  jeder  Hauptkreisgruppe  F,  wenn  auch  noch 
nicht  zu  einem  einzelnen,  so  doch  zu  einer  endlichen  Anzahl  von  ^  redu- 
cierten Polygonen.    Wie  wir  weiter  unter  diesen  ^  reducierten  Polygonen 


*)  Um  einem  naheliegenden  Einwurfe  gegen  das  Schlussverfahren  des  Textes 
zu  begegnen,  nehme  man  die  Anzahl  der  verschiedenen  Bereiche  T  innerhalb  P„ 
als  unendlich  an.  Diese  Bereiche  T  müssen  dann  notwendig  in  Pg  mindestens 
einen  Häufungspunkt  haben.  Einen  solchen  erkennt  man  aber  leicht  als  unmög- 
lich, indem  man  ihn  selbst  zum  Centrum  C  wählt  und  das  zugehörige  Normal- 
polygon betrachtet. 
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ein  einzelnes  aussuchen  können,  bleibt  besser  den  gleich  folgenden 
Einzeluntersuchungen  vorbehalten. 

Denken  wir  jedoch  diese  eindeutige  Auswahl  des  red ucierten  Polygons 
getroffen,  so  wird  damit  jedem  Punkte  im  Innern  des  (Sn  —  v-\-6p  —  6)- 
dimensionalen  Würfels  und  damit  jedem  nicht  ausartenden  Polygone 
ein  und  nur  ein  Punkt  im  Bereiche  der  reducierten  Polygone  zugeordnet 
und  damit  der  Discontinuitätshereich  der  Modulgruppe  im  Würfel  fest- 
gelegt sein. 

Es  ist  nun  auch  leicht  einzusehen,  dass  dieser  Discontinuitäts- 
bereich  gleichfalls  (3)^  —  v  -^-Qp  —  6)-dimensional  ist,  womit  die  eigentliche 
Discmitinuität  der  Modulgruppe  erkannt  sein  würde.  Man  woUe  nur 
beachten,  dass  gegenüber  stetiger  Abänderung  der  Invarianten  auch 
unsere  Polygone  P  sich  stetig  ändern.  Wählen  wir  jetzt  im  Würfel 
einen  solchen  Punkt,  dem  ein  reduciertes  Normalpolygon  zugehört, 
welches  von  jedem  Übergangstypus  endlich  weit  entfernt  ist,  und  grenzen 
wir  um  den  gewählten  Punkt  einen  (8w  —  v  +  6p>  —  6)-dimensionalen 
Bereich  ein,  so  kann  man  letzteren  so  klein  wählen,  dass  wir  für  keinen 
Punkt  desselben  ein  Normalpolygon  mit  Übergangstypus  gewinnen.  Die 
den  Punkten  jenes  Bereiches  zugehörigen  Polygone  sind  demnach  sämmtlich 
reduciert;  aber  zugleich  sind  keine  zwei  unter  ihnen  bezüglich  der 
Modulgruppe  äquivalent,  da  sie  eben  nicht  dieselben  Invarianten  haben. 
Die  Discontinuität  der  Modulgruppe  im  Würfel  ist  demnach  als  eine 
eigentliche  zu  bezeichnen. 

Die  vorstehenden  Erörteningen  bedürfen  nun  durchaus  der  näheren 
erläuternden  Durchführung  in  den  einzelnen  Fällen  {p,  n).  Der  niederste 
Fall  (0,  3)  ist  dabei  als  elementar  auszuschliessen.  Hier  haben  wir  mit 
lauter  durch  Spiegelungen  erweiteningsfähigen  „Dreiecksgruppen"  zu 
thun  (vgl.  z.  B.  I  pg.  342j,  deren  kanonische  Polygone  eindeutig  be- 
stimmt sind.  In  diesem  Falle  reduciert  sich  die  Modulgruppe  auf  die 
identische  Transformation,  so  dass  ihr  Discontinuitätshereich  durch  den 
ganzen  W^ürfel  (für  v  =  0)  bezw.  das  ganze  Quadrat  (v  =  1)  oder 
die  ganze  gerade  Strecke  (v  =  2)  geliefert  wird.*) 

§  10.     Die  reducierten  Polygone  vom  Character  (1,  1). 

Nach  I  pg.  265  giebt  es  bei  den  Normalpolygonen  vom  Character 
(1,  1)  nur  einen  allgemeinen  Typus,  nämlich  ein  Zehneck  mit  der  in 
Fig.  37  dargestellten  Seitenzuordnung.    Neben  der  festen  Ecke  e  haben 


*)  Man  vgl.  die  oben  in  §  2  durchgeführte  Untersuchung  sowie  die  bezüg- 
lichen unten  (§§  27,  28  und  30)  folgenden  Ausführungen  über  die  zugehörigen 
Fundamentaltheoreme. 


Fig.  37. 
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wir  drei  Cyclen  bewegliclier  Ecken;  die  Ecken  des  ersten  Cyclus  sind 
in  der  Figur  £„  f/,  e,"  genannt,  die  des  zweiten  e,^,  £./,  u.  s.  w.  Es 
besteht  ein  unten  zur  Geltung  kommender  Unterschied  zwischen  dem 
ersten  und  den  beiden  anderen  Cyclen, 
den  man  leicht  erkennt,  wenn  man 
um  die  Ecken  s^,  £^,  £3  jeweils  die 
drei  Polygone  herumlegt:  Von  den  drei 
einen  Punkt  s^  umlagernden  Pohjgonen 
haben  zwei  die  feste  Ecke  e  gemein;  ^ 
die  drei  einen  Punkt  s^  oder  £3  um- 
lagernden Polygone  haben  drei  verschie- 
dene feste  Ecken  e. 

Die    Auswahl    eines    reducierten 
Polygones  für  die  einzelne  Gruppe  F 
o-ründen  wir  hier  am  besten  auf  die 
Specialtypen  der  Normalpolygone,  und 
zwar  bevorzugen  wir  Polygone  mit  einem  dreigliedrigen  Cyclus  fester 
Ecken.    Die  Entstehung  eines  solchen  Specialtypus  aus  dem  aUgememen 
Typus   haben   wir   uns   so   vorzusteUen:     ÖoUen    wir   stetig   vom   aUge- 
meinen  Typus  zu  einem  Polygon  mit  einem  zweigliedrigen  Cyclus  fester 
Ecken  gelangen,  so  haben  wir  das  Centrum 
C  derart  zu  bewegen,  dass  sich  die  Seiten  1 
und  10  unseres  in  Fig.  37  dargestellten  Zehn- 
ecks auf  Punkte  zusammenziehen.  Die  Ecken 
£^  und  £/'  kommen  mit  der  Ecke  e  zum  Zu- 
sammenfall,   und    gleichzeitig    hat    £/    eine 
zweite  feste  Ecke  e    erreicht;    das    Polygon 
ist  zum  Achteck  der  Fig.  38  geworden.    Die 
stetige   Umwandlung    des    Achtecks    in    ein 
Polygon,  das  neben  e  und  e  noch  eine  dritte 
feste  Ecke  gewinnt,  ist  jetzt  in  zwei  Arten 
möo-lich,   entweder   indem   sich  die  Seiten  2 
und  5  auf  Punkte  zusammenziehen,  oder  da- 
durch dass  die  Seiten  6  und  9  verschwinden. 
In  beiden  Fällen  erhalten  -wir  ein  Sechseck, 
dessen  Gegenseiten   einander  zugeordnet  sind, 
und  dessen  Ecken  einen  dreigliedrigen  Cyclus 
fester  Ecken  und  einen  ebensolchen  bewegliclier 
Ecken  bilden.     Fig.  39  stellt  dieses  Normal- 
sechseck dar;   die  festen  Ecken   sind  hier  mit  e^ 
zufälligen  mit  e,  £",  s". 


^2  5   *^3 


Fig.  39. 

bezeichnet,  die 
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Es  stellt  sich  nun  die  Frage  ein:  Gieht  es  solche  Normalsechsecke 
und  ivie  viele  wesentlich  verschiedene  existieren  hei  unserer,   Gruppe  F? 

Die  Antwort  auf  diese  Frage  ist  in  der  Theorie  jener  in  I  pg.  258  ff. 
untersuchten  Normalbereiche  Q  enthalten,  welche  entstehen,  falls  das 
Centrum  C  in  der  festen  Ecke  e  gewählt  wird.  Der  einzelne  Bereich 
Q  erscheint  aus  einem  System  von  den  Punkt  e  rings  umgebenden 
Normalpolygonen  zusammengesetzt,  also  im  elliptischen  Falle  aus  ?,  im 
parabolischen  und  hyperbolischen  Falle  aus  unendlich  vielen  Normal- 
polygonen. Der  Bereich  Q  teilt  insofern  die  Gestalt  der  gewöhnlichen 
Normalpolygone,  als  er  geradlinig  begrenzt  ist,  sowie  nur  concave 
Winkel  und  dreigliedrige  Cyclen  zufälliger  Ecken  hat. 

Aus  Q  schneiden  wir  ein  gewöhnliches  Normalpolygon  durch  irgend 
zwei  von  e  auslaufende  Niveaugerade  der  zu  e  gehörenden  Erzeugenden 

V  aus,  von  denen  die  eine  durch 

V  in  die  andere  übergeführt  wird 
(cf.  die  schwach  ausgezogenen 
Seiten  1  und  10  des  Polygons  in 
Fig.  40).  Zu  diesem  Normalpoly- 
gone gelangen  wir,  wenn  wir  G 
längs    der    (in    der   Figur   durch 

^i  einen  Pfeil  angedeuteten)  Winkel- 
halbierenden*) bis  e  führen.  Da 
die  Punkte  e^  und  e^'  im  all- 
gemeinen keine  Ecken  im  Netze 
der  Bereiche  Q  sind,  so  ist  die 
Winkelsumme  ^fj  +  "^^x' gleich 
n,  und  also  ist  auch  der  Winkel 
bei  f^'  zu  einem  gestreckten  geworden.  Der  Eckencyclus  f^,  s^',  e^", 
welchen  wir  schon  oben  vor  den  beiden  anderen  auszeichneten,  gehört 
eben  dem  Bereichuetze  der  Q  als  solchen  nicht  an,  sondern  kommt 
erst  beim  Herausschneiden  des  besonderen  Polygons  der  Fig.  40  hinzu.**) 
Auf  das  Normalpolygon  der  Fig.  40  wenden  wir  nun  den  in  I 
pg.  260  aufgestellten  Reciprocitätssatz  an.  Es  ergiebt  sich  sofort:  Wählt 
man  C  im  Innern  jeues  Polygons  oder  auf  den  Seiten  1  oder  10,  aus- 
genommen £^,  e,  e^",  so  hat  das  diesem  C  zugehörige  Normalpolygon 
nur  die  eine  feste  Ecke  e.    Wählt  man  C  auf  einer  der  Seiten  2,  3, . . .,  9, 


rig  40. 


*)  Im  parabolischen   Falle   ist    die  Winkelhalbierende  diejenige  Gerade,  be- 
züglich deren  die  Seiten  1  und  10  einander  symmetrisch  sind. 

**)  Wählen  wir  als  Seite  1  die  Gerade  ec«,  so  wird  das  Normalpolygon  ein 
Achteck,  dessen  sämmtliche  Ecken,  abgesehen  von  der  Ecke  e  selbst,  dem  Netze 
der  Bereiche  Q  angehören. 
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jedoch  von  einer  Ecke,  ausgenommen  e^,  e^\  e^",  verschieden,  so  hat 
das  diesem  C  entsprechende  Normalpolygon  einen  zweighedrigen  Cyclus 
fester  Ecken  (cf.  Fig.  38).  Wählt  man  endlich  eine  der  sechs  Ecken 
^2,  £2?  •  •  -7  ^3 "  ^^  Centrum  C,  so  gelangt  man  zu  einem  Normalsechseck 
der  in  Fig.  39  skizzierten  Art.  Da  aber  s^,  e^',  so'  äquivalente  Punkte 
sind  und  da.sselbe  von  s^,  fg',  £3"  gilt,  so  folgt:  Bei  unserer  Gruppe  F 
giebt  es  zwei  und  nur  zwei  NormalsecJisecTie  mit  einem  dreigliedrigen  Cyclus 
fester  EcJcen. 

Wir  erinnern  nun  an  die  in  I  pg.  293  und  355  festgestellte  That- 
sache,  dass  unsere  Gruppe  Feine  ausgezeichnete  Untergruppe  des  Index  2 
in  einer  bestimmten  Gruppe  Fq  des  Characters  (0,  4)  ist  (siehe  auch 
pg.  300fif.).  Diese  Gruppe  F^^  hat  die  Signatur  (0,  4;  2,  2,  2,  21)  oder 
(0,  4;  2,  2,  2),  je  nachdem  bei  F  der  elliptische  Fall  vorliegt  oder 
nicht.  Da,  wie  schon  bemerkt,  F  in  Fq  ausgezeichnet  enthalten  ist,  so 
wird  auch  jede  in  F  nicht  enthaltene  Substitution  von  Fq  das  Netz  der 
Bereiche  Q  in  sich  transformieren;  denn  dieses  Netz  ist  mit  F  eindeutig 
bestimmt.  Die  einzelne  solche  Substitution  wird  also  die  beiden  nor- 
malen Sechsecknetze  von  F  entweder  austauschen  oder  jedes  in  sich 
überführen. 

Ist  nun  insbesondere  V  die  zum  Fixpunkte  e  (in  Fig.  40)  gehörende 
Erzeugende  von  F,  welche  die  Seite  1  in  10  überführt,  so  ist  Vq  =  F-' 
eine  Erzeugende  von  Fq.  Diese  Substitution  Fq  transformiert  den 
Rand  des  e  umlagernden  Bereiches  Q  in  der  Art  in  sich,  dass  z.  B. 
die  Ecke  s^  in  £3'  und  die  Ecke  fg  in  s^"  übergeht;  die  beiden  Eckeu- 
cyclen  fg)  ^2';  ^2"  ^^^  ^3>  ^s'y  ^3 "  werden  demnach  ausgetauscht.  Es 
folgt:  Durch  die  nicht  bereits  in  F  enthaltenen  Substitutionen  von  F^ 
werden  die  beiden  normalen  Sechsecknetze  der  Gruppe  F  ausgetauscht. 
Die  beiden  Sechsecknetze  sind  demnach  congruent  und  haben  gleiche  In- 
varianten: Für  den  invarianten  Standpunli  giebt  es  hei  der  einzelnen 
Gruppe  F  des  Characters  (1,  1)  nur  ein  Normalsechsech  mit  einern  drei- 
gliedrigen Cyclus  fester  EcTcen;  dieses  Sechseck  ivählen  ivir  als  „reduciertes'^ 
Polygon  der  Gi'uppe  F.*) 

Ist  U  diejenige  Substitution  von  F,  welche  die  Seite  7  (in  Fig.  40) 
in  die  Seite  3  überführt,  so  wird,  da  umgekehrt  Vq  die  Seite  3  in  die 
Seite  7  transformiert,  die  aus  Vq  und  U  zusammengesetzte  Substitution 
UVq   die  Seite  3   in  sich   transformieren,  und  zwar  in   der  Art,    dass 

*)  Dies  ist  zwar  noch  nicht  unmittelbar  ein  kanonisches  Polygon.  Doch 
kann  der  Übergang  zu  einem  solchen,  wie  z.  B.  in  Fig.  43  (am  Schlüsse  des  Tor- 
liegenden  Paragraphen)  leicht  Tollzogen  werden.  Übrigens  ist  dieser  Übergang 
in  drei  Arten  ausführbar,  von  denen  wir  unten  (gegen  Ende  von  §  12)  eine  aus- 
zuwählen haben  werden. 
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sich  die  Endpunkte  s^  und  £3  austauschen.  Demnach  ist  UVq  elliptisch 
von  der  Periode  2,  und  der  Fixpunkt  dieser  Substitution  ist  der  Mittel- 
punkt der  Seite  3.  Die  Fixpunlie  der  in  F^  enthaltenen  elliptischen 
Substitutionen  der  Periode  2  sind  die  Seitenmitten  im  Netze  der  Bereiche 
Q;  die  drei  bezüglich  F  inäquivalenten  Seiten  im  Netze  der  Q  liefern  die 
drei  Klassen  jener  Suhstitutionen. 

Bezeichnen  wir  den  Mittelpunkt  der  Seite  3  für  den  Augenblick 
durch  e  und  schreiben  die  zugehörige  Substitution  UVq  =  V,  so 
wird  durch  diese  Substitution  V  der  Bereich  Q  mit  dem  Centrum  e 
in  den  längs  der  Seite  3  benachbarten  Bereich  Q^  transformiert,  dessen 
Centrum  e^  heisse.  Da  V  von  der  Periode  2  ist,  so  liegen  die  drei 
Punkte  e,  e  und  e^  auf  einer  Geraden.  Nun  ist  die  Seite  3  ge- 
meinsame Seite  der  beiden  Normalbereiche  Q  und  Q^  der  Centren  e 
und  e^;  also  folgt  nach  den  allgemeinen  Eigenschaften  der  Normal- 
bereiche, dass  sich  die  Geraden  ee^  und  s^s^  im  Fixpunlie  e  von  V 
senkrecht  schneiden.  Diese  Betrachtung  überträgt  sich  sofort  auf  alle 
übrigen  Seiten  im  Bereichnetze  der  Q. 

Man  wolle  nun  das  Centrum  C  etwa  in  denjenigen  Punkt  verlegen, 
welcher  in  Fig.  40  mit  s^  bezeichnet  ist,  und  das  zugehörige  Sechseck 

wirklich  hergestellt  denken  (cf.  Fig.  41).  In 
dieser  Figur  sei  e^  die  eben  mit  dieser  Be- 
zeichnung belegte  Ecke,  so  dass  die  jetzige 
Ecke  ^3  der  bisher  mit  e  bezeichnete  Punkt  ist 
und  ^2  das  Centrum  des  in  Fig.  40  mit  dem 
dortigen  Bereiche  Q  längs  der  Seite  2  benach- 
barten Bereiches  Q  ist.  Durch  geradlinige  Ver- 
bindung der  drei  festen  Ecken  e^,  €2,  e^  stellen 
wir,  wie  in  Fig.  41,  das  dem  Sechseck  ange- 
hörende Dreieck  e,  ^2^3  ^^r. 
Es  soll  ferner  der  zum  gleichen  Centrum  0=8^  gehörende  Normal- 
bereich der  Gruppe  F^  hergestellt  werden,  welcher  ein  Bestandteil  des 
Sechsecks  ist.  Das  zum  Centrum  e(=  e^  gehörende  Netz  der  Bereiche 
Q  der  Gruppe  Fq  ist  kein  anderes  als  das  bisherige  Netz  ^;  somit  wird 
der  Normalbereich  des  Centrums  C  =  e^  für  Fq  gleichfalls  an  die  Punkte 
e^,  e^,  63  heranreichen.  Das  schon  genannte  Dreieck  e^e^e^  ist  demnach 
auch  ein  Bestandtheil  dieses  Normalbereiches  von  Fq.  Dieses  DreiecTc 
ist  nun  aber  geradezu  mit  dem  zu  C  =  s^  gehörenden  Norm  alber  eiche  von 
Fq  identisch. 

Wenn  man  nämlich  den  in  Fig.  40  mit  £3  bezeichneten  mit  s^ 
bezüglich  Fq  äquivalenten  Punkt  zum  Centrum  C  eines  Normalbereiches 
von  Fq  wählt,  so  wird  letzterer  notwendig  auch  an  die  Punkte  e(=e^) 
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und  e^  heranragen.  Nun  besteht  aber  das  aus  der  Natur  der  Normal- 
bereiche selbstverständliche  Princip,  dass  die  Verbindungsgerade  zweier 
Punkte  eines  Normalbereiches  diesem  ganz,  wenn  auch  nur  als  Grenz- 
gerade angehört.  Die  Verbindungsgerade  e(=  e^)  e^  gehört  also  beiden 
zu  C  und  C  gehörenden  Bereichen  an  und  ist  somit  die  Grenzgerade 
derselben.  Diese  Betrachtung  überträgt  sich  von  selber  auch  auf  die 
Dreiecksseiten  e^Co  und  e^e^,  so  dass  das  Dreieck  e^e.~,e^  thatsächlich 
der  Normalbereich  des  Centrums  s^  für  Fq  ist. 

Wir  erinnern  noch  daran,  wie  man  vom  Punkte  C  aus  den  Linienzug 
des  Bereichnetzes  der  Q  gewinnen  kann,  soweit  derselbe  dem  Sechseck 
angehört.  Man  hat  einfach  von  C  aus  die  drei  Lote  auf  die  Seiten 
des  Dreiecks  e^e^e^  zu  fällen  (welche  auf  diesen  Seiten  die  Fixpunkte 
^i'j  ^2'j  ^3'  (cf-  Fig.  41)  der  elliptischen  Erzeugenden  der  Periode  2  aus- 
schneiden) und  zwei  von  diesen  Loten  über  den  Rand  des  Sechsecks 
gemäss  der  Zuordnung  der  Gegenseiten  desselben  fortzusetzen,  bis  sie 
sich  im  Punkte  C"  treffen  (cf.  Fig.  41). 

Die  bisherigen  Entwicklungen  geben  uns  zugleich  die  Mittel  für 
eine  independente  Erldärung  der  reducierten  Polygone  aller  unserer  Gruppen 
r  und  Fq.  Nur  müssen  wir  hierbei  die  elliptischen  und  hyperbolischen 
FäUe  vom  parabolischen  scheiden,  welcher  letztere  eine  besondere  Be- 
trachtung erfordert. 

Sei  demnach  erstlich  irgend  ein  Dreieck  e^e^e^  gewählt,  dessen  Ecken 
zugleich  innerhalb  oder  ausserhalb  der  Ellipse  liegen.     Jedoch  soU  im 

ersten  Falle  die  Winkelsumme  des  Dreiecks  gleich  -y  sein,  und  im  zweiten 
FaUe  soUen  (obgleich  die  Ecken  ausserhalb  der  EUipse  liegen)  doch 
die  Seiten  Sekanten  der  Ellipse  darstellen.  Die  Seitenmitten  e/,  e^',  e^' 
des  Dreiecks  sind  in  jedem  Falle  bestimmt  und  liegen  im  Innern  der 
Ellipse.  Die  drei  in  diesen  Mittelpunkten  auf  den  Seiten  errichteten 
Lote  treffen  sich  in  einem  Punkte  C,  dem  3Iittelpunkte  des  dem,  Dreieck 
umschriebenen  Kreises.  Wir  stellen  die  weitere  wesentliche  Forderung. 
dass  dieser  Mittelpimld  des  umschriebenen  Kreises  dem  Innern  oder  doch 
dem  Rande  des  DreiecJiS  angehören  soll.  Dies  triflFt  ja,  wie  wir  wissen, 
bei  unseren  Normaldreiecken  zu;  aber  es  gilt  nun  auch  umgekehrt  der 
Satz:  Jedes  solches  Dreieck  ist  der  zu  C  gehörende  Normcähereich  einer 
Gruppe  Fq  unserer  Art 

Man  bezeichne  nämlich  die  zu  den  Fixpunkten  e^',  e^',  e^  gehörenden 
elliptischen  Substitutionen  der  Periode  2  durch  F/,  V^',  V^.  Unser 
Dreieck  stellt  dann  mit  der  in  Fig.  42,  pg.  316,  angegebenen  Zuordnung 
der  Randpunkte  den  Discontinuitätsbereich  einer  Gruppe  der  Signatur 
(0,  4;  2,  2,  2,  21)  bezw.  (0,  4;  2,  2,  2)    dar,    welche    F/,  F/,  F/  und 
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F/ =  ( F/ Fg' F3') ~  ^  zu  Erzeugenden  hat.  In  diesem  Bereiche  erkennen 
wir  nun  in  der  That  leicht  den  zu  C  als  Centrum  gehörenden  Normal- 
bereich der  fraglichen  Gruppe.  Construiert 
man  nämlich  die  drei  (auch  in  Fig.  42  an- 
gegebenen) Punkte  C'i  =  F/  (C),  C,=  V^'{C), 
Co,=  V^{C],  so  ist  ersichtlich,  dass  unser 
Dreieck  der  gemeinsame  Bestandtheil  der  drei 
zu  G  gehörenden  Normalbereiche  der  aus  F/, 
^e^  Fg',  F3',  einzeln  genommeUj  entstehenden  cyc- 
lischen  elliptischen  Gruppen  ist.  Nach  dem 
in  I  pg.  245  aufgestellten  Princip,  daß  der  zu 
einem  Centrum  C  gehörende  Normalbereich 
irgend  einer  Gruppe  F  der  gemeinsame  Bestandteil  aller  zum  gleichen 
C  gehörenden  Norraalbereiche  der .  in  F  enthaltenen  cyclischen  Unter- 
gruppen ist,  muss  also  für  unsere  vorliegende  Gruppe  des  Characters 
(0,  4)  das  zu  C  gehörende  Normalpolygon  ein  Bestandtheil  des  Dreiecks 
e^e^e^  sein.  Es  kann  aber  nicht  kleiner  sein  als  dieses  Dreieck,  da  es 
sonst  keinen  Discontinuitätsbereich  der  Gruppe  liefern  würde.  Also  ist, 
wie  zu  beweisen  war,  das  Dreieck  selbst  der  Normalbereich. 

Im  parabolischen  Falle  hat  man  an  ein  Dreieck  anzuknüpfen, 
dessen  Ecken  e^,  e^,  e^  auf  der  Ellipse  liegen.  Ein  derartiges  Dreieck 
hat  als  solches  noch  keine  Invariante;  jedes  ist  in  jedes  andere  trans- 
formierbar. Auch  giebt  es  keine  bestimmten  Seitenmitten,  da  die 
Seiten  unendliche  Länge  haben.  Die  bisherige  Construction  versagt 
demnach. 

Um  nun  hier  gleichwohl  von  einem  beliebig  gewählten  Dreieck 
bezeichneter  Art  zu  einem  Discontinuitätsbereich  für  eine  Gruppe  vom 
Character  (0,  4)  zu  gelangen,  markieren  wir  auf  den  drei  Seiten  des 
Dreiecks  drei  Fixpunkte  e^,  e^',  e^  für  drei  durch  diese  Punkte  ge- 
gebene elliptische  Substitutionen  F/,  Fg',  F3'  der  Periode  2.  Die  Aus- 
wahl der  Punkte  e^,  e.^,  e^  ist  nicht  völlig  willkürlich;  vielmehr  ist 
der  Bedingung  zu  genügen,  dass  die  Substitution  F/F2'F3'=  F^'"^, 
welche  den  auf  der  Ellipse  gelegenen  Punkt  e«  (cf-  Fig.  42)  zum  Fix- 
punkte hat,  nicht  hyperbolisch  sondern  parabolisch  sein  muss. 

Es  besteht  nun  folgender  einfache  Satz:  Die  Forderung,  dass  F/ 
paraholiscJi  ist,  d.  li.  dass  die  Invariante: 

il23  =  «1«2«3  +  <^l«52^3  +  ^iß^Yz  +   ^ißzYi  +  ^2ß^Yl  + 
^2/5lJ'3+  «3/^1^2+  ^zßiYl 

des  Tripels  F/,  F/,  F3'  (cf.  I  pg.  365  Gleichung  (2))  den  Wert  ±  2  hat, 
Meidet  sich  in  die  geometrische  Gestalt,    dass  die  drei  in  den  Funkten 
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e^y  e^',  €.^'  auf  den  Seiien   des  Dreiecls  errichteten  Lote  sich   in   einem 
Fiüikte  schneiden. 

Den  Beweis  dieses  Satzes  führen  wir  durch  Rechnung,  bei  der 
wir  vorübergehend  auch  die  ^- Halbebene  benutzen.  Wir  führen  t, 
so  ein,  dass  unser  Dreieck  in  der  positiven  ^- Halbebene  vom  Ein- 
heitskreise und  den  beiden  bei  ^  =  +  1  zur  reellen  ^-Achse  senkrecht 
errichteten  Geraden  eingegrenzt  wird.  Auf  diesen  drei  Seiten  mögen 
die  Punkte  e   an  den  folgenden  Stellen  gelegen  sein: 

e^'  =  cos  a  -\-  i  sin  a,     e^'  =  —  1  +  ih,     gg'  =  1  +  ic. 

Für  die  drei  Substitutionen  V  findet  man  alsdann: 


sin  a 


,   —  ctg  a 


so  dass  sich  die  Forderung  J123  ^  i  2  in  die  Form  kleidet: 

ci^  aipc-^-h-^c)  -  -^{hc-^  -^h-H)  =  ±2 
oder  (ein  wenig  umgestaltet): 

cos  cc  (&^—  c^)  —  (&^+  c*)  =  ±  2&C  sin  a. 
Diese  Relation   lässt   sich  noch   etwas   einfacher  schreiben,    wenn  man 
sin  a  =]/l  —  cos^  a   einträgt,  quadriert  u.  s.  w.;  man  findet: 
(1)  cosa(fe2-f  c2)  =  &2_^2_ 

Die  Lote  auf  den  Dreiecksseiten  in  den  Punkten  e^,  Cg',  e^  sind  in  der 
g-Halbebeue  die  Kreise: 

wobei  wir  wie  früher  i;  =  |  +  ü;  geschrieben  haben.  Nach  Formel  (3) 
in  I  pg.  21  haben  wir  den  Übergang  zu  den  homogenen  Coordinaten 
^ij  hy  ^3  ^^^  projectiven  Ebene  durch  die  Proportion: 

zu  vollziehen.  In  der  projectiven  Ebene  sind  also  die  fraglichen  drei 
Lote  gegeben  durch  die  Gleichungen: 

cos  a  •  z^—2z2-\-  cos  a  •  z^=Q, 
^,+  2^, +  (1-62)^3=0, 
^,-2^2+(l-c2)^3=0. 


21' 
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Die  Relation  (1)  heisst  nun  in  der  That,  dass  diese  drei  Geraden  durch 
einen  Punkt  laufen.  Wir  bezeichnen  diesen  Punkt  weiterhin  gleich 
wieder  mit  C. 

Wir  legen  jetzt  der  Auswahl  der  drei  Punkte  e/,  e^',  e./  die  weitere 
Beschränkung  auf,  dass  der  ihnen  entsprechende  Piinht  C  dem  Innern 
oder  doch  dem  Rande  des  Dreiechs  angeJiört.  Dies  trifft  ja  bei  unseren 
Normaldreiecken  zu;  aber  es  gilt  wieder  umgekehrt  der  Satz,  dass 
jedes  solche  Dreieck  der  zu  G  gehörende  Normalhereich  einer  Gruppe  F^ 
der  Signatur  (0,  4;  2,  2,  2)  ist  Den  Beweis  dieser  Behauptung  kann 
man  durch  wörtliche  Wiederholung  der  oben  in  den  nicht-parabolischen 
Fällen  benutzten  Überlegung  führen. 

Es  bleibt  jetzt  nur  noch  übrig  zu  bemerken,  dass  mit  dem  Normal- 
dreieck e^e^e^  in  jedem  Falle  das  dieses  Dreieck  umgebende  Normal- 
sechseck der  in  /  ^  ausgezeichnet  enthaltenen  Untergruppe  F  des  Index  2 
vom  Character  (1,  1)  eindeutig  mitgegeben  ist.  Das  zu  C  gehörende 
Normalpolygon  von  F  wird  nämlich  an  die  drei  Ecken  heranragen 
und  also  unser  Normalsechseck  liefern.  Nennen  wir  wie  in  Fig.  39, 
pg.  311  die  Erzeugenden  dieser  letzteren  Gruppe  F  wieder  F^,  F^,  F^, 
so  stellen  sich  dieselben  mittelst  der  Erzeugenden  F/,  Fg',  Fg'  von  F^ 
wie  folgt  dar: 
(2;  n=TVF3',     F,=  F3'F/,     V  =  V^V^. 

Zwischen  ihnen  besteht  die  Relation: 

(3)  F,F,F,=  J, 

und  die  drei  zu  den  Fixpunkten  e^,e^,  e^  gehörenden  innerhalb  F gleich 
berechtigten  Substitutionen   sind,   wie   wir  gleichfalls  noch  anmerken- 

(4)  v,^v,v^v,,  y,-yj,v^,  y^=yaVj.- 

Um    die   vorstehenden  Entwicklungen   über   die   indepeudente  An- 
gabe   unserer    reducierten    Bereiche    in   ihrer   vollen   Bedeutung   zu    er- 
.?,  fassen,  erinnere  man  sich  noch  der  in  I  pg.  294 ff. 

und  354  ff.  entwickelten  allgemeinen  Theorie  der 
kanonischen  Bereiche  des  Characters  (1,  1).  Jedes 
*■  ^  der  unendlich  vielen  kanonischen  Sechsecke 
unserer  Gruppe  F  können  wir  in  ein  zugehöriges 
Sechseck  mit  einem  dreigliedrigen  Cyclus  fester 
Ecken  verwandeln.  In  Fig.  43,  wo  diese  Um- 
wandlung ausgeführt  ist,  wurde  das  kanonische 
Sechseck  stark  markiert  und  mit  der  Seiten- 
E'ig-43.  Zuordnung  versehen,  das  Sechseck  mit  dem  drei- 

gliederigen  Cyclus  fester  Ecken  e^,  e.^,  e.^  schraffiert.    Das  dem  Sechseck 
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angehörende  Dreieck  e^e^e.^  ist  auch  hier  wieder  ein  Discontinuitäts- 
bereich  der  erweiterten  Gruppe  r^\  denn  es  ist  die  Hälfte  des  in  Fig.  92 
I  pg.  295  aus  dem  kanonischen  Sechseck  hergestellten  Vierecks  *)  mit 
einander  zugeordneten  Gegenseiten.  JJnter  allen  unendlich  vielen  Drei- 
ecken, IV eiche  ivir  in  dieser  Weise  als  Bisconiinuitätshereiche  unserer 
Gruppe  Fq  auswählen  Txönnen,  ist  dann  eben  allein  unser  reduciertes 
Breiech  dadurch  ausgezeichnet,  dass  hei  ihm  der  wie  oben  independent 
erklärte  PunM  C  dem  Innern  oder  dem  Rande  des  Dreiecks  angehört. 


§  11.  Die  beim  Cliaracter  (1,1)  auftretenden  Pläclien  dritten  Grades  Og. 

In  §  6  (pg.  300  ff.)  sind  die  Polygoncontinua  des  Characters  (1,  1) 
durch  Quadrate  bezw.  durch  einen  Würfel  dargestellt,  was  eine  Trans- 
formation der  zunächst  vorliegenden  Invarianten  j^,jj,j^j,jg  (cf.  pg.  300) 
nöthig  machte.  Wir  wollen  hier  der  Symmetrie  halber  die  Invarianten 
Jaf  hy  Jaby  Jc  beibehalten,  woUen  übrigens  statt  j^  lieber  j^  schreiben, 
damit  wir  die  Bezeichnung  j^  für  j^^  gebrauchen  können.  Es  sind  dann 
die  j^,  jf,,  j^  die  Invarianten  unserer  drei  Gruppeuerzeugenden  F^^,  F^, 
F^,  und  j^  ist  die  Invariante  der  soeben  in  §  10  unter  (4)  dargestellten 
Substitutionen  mit  den  Fixpunkten  e^,  e«,  e^. 

Die  Relationen,  welche  die  Polygoncontinua  characterisieren,  sind 
(cf.  pg.  301)  folgende:  Erstens  die  Gleichung: 

(1)  JJ  +  ^6^  +  J'  -  JJöJc  =  i«  +  2 , 
zweitens  für  die  j^,  j^,  j^  die  Ungleichungen: 

(2)  L>2,    j,>2,    l>2, 
drittens  für  j^  die  Bedingung: 

(3)  J.  =  -  2  cos  y      bezw.     j,  ^  -  2 . 

Zur  Einführung  einer  geometrischen  Auffassungsweise  deuten  wir 
(wie  früher,  pg.  301)  die  j^,  jj,,  j^  als  Raumcoordinaten,  und  zwar  be- 
nutzen wir  in  der  Regel  homogene  Coordinaten  x,  y,  z,  t,  indem  wir 
setzen: 

SoUen    statt    ihrer    gewöhnliche    rechtwinklige    Coordinaten    gebraucht 


*)  In  I  a.  a.  0.  haben  wir  diese  Vierecknetze  der  Gruppe  T,  welche  den 
Parallelogrammnetzen  in  der  Theorie  der  doppeltperiodischeu  Functionen  (Theorie 
der  parabolischen  Rotationsgruppen)  genau  entsprachen,  vor  den  jetzt  im  Texte 
benutzten  Sechsecken  bevorzugt. 
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werden,  so  setzen  wir  t  =  1.  Die  vierte  Invariante  j^  aber  fassen  wir 
als  einen  Parameter  auf. 

Die  Relation  (1)  liefert  jetzt  in  der  Gestalt: 

(5)  t{x'  +  tf  +  ^0  -  ^y^  -  (Je  +  2)^^  =  0 

hei  stehendem  Werte  des  Parameters  j^  eine  Fläche  dritten  Grades  (ef  I 
pg.  397),  welche  indessen  nur  soweit  für  uns  in  Betracht  kommt,  als 
die  aus  (2)  folgenden  Ungleichungen: 

x>2t,      y>'2t,      z>2t 

gelten.  Beim  Gebrauch  rechtwinkliger  Coordinaten  befinden  wir  uns 
demnach  in  dem  durch  rr>2,  y>2,  ^>2  dargestellten  Raumoctanten, 
welcher  im  projectiven  Räume  das  ganz  im  Endlichen  gelegene  durch 
die  vier  Ebenen: 

(6)  x-2t  =  0,      y-9t^0,      z-2t  =  Q,      t  =  0 

eingegrenzte  Tetraeder  geben  mag.  Wir  wollen  dies  Tetraeder  kurz  T 
nennen  und  den  diesem  Tetraeder  T  angehörenden  Teil  der  Fläche 
dritten  Grades  (5)  durch  ^g  bezeichnen  (cf  pg.  299). 

Die  Ebene  ^  =  0  schneidet  unsere  Fläche  dritten  Grades  in  den 
drei  Geraden  x  =  0,  ?/  =  0,  z  =  0  (Kanten  von  Tj;  diese  Ebene  ist 
somit  eine  Tritangentialebene  der  Fläche,  deren  drei  Berührungspunkte 
in  den  der  Fläche  ^  =  0  angehörenden  Tetraederecken  liegen.    ' 

Um  den  Verlauf  der  Fläche  Og  im  Innern  von  T  weiter  fest  zu 
stellen,  schneiden  wir  Og  mit  den  Ebenen  des  Büschels  z  —  2).t  =  0, 
wobei  wir,  um  das  Innere  des  Tetraeders  T  von  der  Seite  z  —  2^  =  0 
bis  zur  Seite  ^  =  0  zu  beschreiben,  den  Parameter  A  von  1  bis  oo 
wachsen    lassen    müssen.     Die    einzelne    Ebene   z  —  2X^  =  0    schneidet 

ausser  der  Tetraederkante  z  =  0, 
t  =  0  noch  eine  Kurve  zweiten 
Grades    aus,    welche    in    jener 
Ebene  dargestellt  ist  durch: 
x^—  2Xxy  +  i/2 

■\-{4.}}-j-2)f=^0. 
Wie  man  leicht  feststellt,  ist 
der  Verlauf  dieser  Kurve  der  in 
A  1  -^f^  "£^_^^^ \^ 'X^  p^^n-  ^^4  angegebene.  Das  Drei- 
eck CD  E  stellt  hier  den  Schnitt 
durch  das  Innere  des  Tetraeders 
T  dar.  Die  Gerade  t  =  0  (Tetra- 
^'K-  ^-  ederkante  ^  =  0,  ^  =  0)  schneidet 

die  Kurve  in  den  beiden  zur  Kantenmitte  symmetrisch  gelegenen  Punkten: 
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die  Tangenten  der  Curve  in  diesen  in  der  Figur  durch  Ä,  und  Ä.,  be- 
zeichneten Punkten  schneiden  sich  im  Punkte  F  der  Coordinaten  a:  =  0, 
y  =  0*).  Diese  beiden  Punkte  Ä,  und  A^  kommen,  faUs  man  A  von 
oo  bis  1  abnehmen  lässt,  von  ihren  Anfangslagen  C  und  D  aus  ein- 
ander entgegen  und  conicidieren  für  A  =  1  in  der  Kantenmitte  x  =  y. 
Für  A  =  oo  ''artet  unsere  Curve,  wie  bekannt,  in  das  Paar  der  Tetra- 
ederkanten x  =  0,  ^  =  0  und  y  =  0,  ^  =  0  aus;  im  anderen  Grenz- 
faU  A=l  zieht  sich  die  Curve  auf  die  Kautenmitte  x  =  y,  2  =  0,  t  =  0 
zusammen.  Man  steUe  vor  aUem  fest,  dass  unsere  Curve  für  aUe 
Zwischenwerte  A  mit  ihrem  im  Dreieck  CDE  liegenden  Bogen  die 
Seiten  CE  und  DE  dieses  Dreiecks  nicht  erreicht  (cf.  Fig.  44).  Wegen 
einer  weiter  zu  ziehenden  Folgerung  veranschauliche  man  sich  noch 
die  Berührungspunkte  B„  B,  der  von  den  Punkten  C  und  D  an 
unsere  Curve  innerhalb  T  laufenden  Tangenten,  wie  dieselben  m  der 
Figur  angegeben  sind. 

Nehmen  wir  noch  hinzu,  dass  unsere  Fläche  dritten  Grades  gegen- 
über den  sechs  Permutationen  der  x,  y,  z  invariant  ist,  und  dass  also 
insbesondere  auch  für  die  Ebenenbüschel  a;  -  2A^  =  0  und  t/  -  2A^  =  0 
aUe  eben  für  das  Büschel  ^-2A^  =  0  ausgesprochenen  Ergebnisse 
gelten  werden,  so  entspringt  ein  sehr  anschauliches  Bild  über  den  Ver- 
Tauf  der  O^:  Der  dem  Tetraeder  T  angehörende  Teil  O3  unserer  Fläche 
dritten  Grades  ist  eine  in  den  Band  der  Tetraederseite  t  =  0  ein- 
gespannte, sachartig  im  Innern  von  T  hängende  Fläche,  tvelche  die 
drei  Symmetrieebenen  y  -  z  =  0,  z  -  x  =  0,  x  -  y  =  0  von  T  gleich- 
falls zu  Symmetrieehenen  besitzt  und  also  bei  einer  Drehung  um  che 
Axe  x  =  y  =  z  durch  den  Winhel  ^  in  sich  übergeht  Wie  nach  den 
Sätzen  von  §  6,  pg.  302,  zu  erwarten  war,  stellt  die  so  gewonnene 
Flächenschale  O3  einen  einfach  zusammenhängenden  Bereich  dar. 

Der  in  Fig.  44  mit  D  bezeichnete  Punkt  stellt  die  Tetraederecke 
i/  =  0,  ^  =  0,^^  =  0  dar.  Da  diese  Ecke  D  der  Fläche  dritten  Grades 
angehört,  so  'wird  ein  von  dieser  Ecke  ausziehender  Strahl  die  Fläche 
höchstens  noch  in  zwei  Punkten  treffen.     Verbinden  wir  insbesondere 

*)  Bei  rechtwinkligen  Coordinaten  {t  =  1)  werden  diese  beiden  durch 

gegebenen  Tangenten  die  Asymptoten  der  Hyperbel: 

x*- 2Aa;2/ +  i/^-f  (4^'-ie— 2)  =  0, 
welche   durch  die  „Horizontalebene"  ^  =  2i  auf  der  Fläche  dritten  Grades   aus- 
geschnitten  wird. 
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die  Ecke  D  mit  einem  Punkte  P  der  Coordinaten  x,  y,  z,  t  von  O3, 
so  wird  der  Strahl  DP  die  Fläche  in  einem  weiteren  Punkte  P'  der 
Coordinaten  x,  y\  z',  t'  schneiden,  der  noüvenäig  auch  auf  der  Schale 
03  liegt.  Beziehen  wir  nämlich  die  Fig.  44  auf  die  durch  die  Tetraeder- 
kante CD  und  den  Punkt  P  bestimmte  Ebene  z  —  2lt  =  0,  so  ge- 
hört ersichtlich  jener  weitere  Schnittpunkt  P'  stets  mit  P  dem  Bogen 
AyB^B^A^  unserer  oben  betrachteten  Curve  zweiten  Grades  au. 

Um  den  Punkt  P'  ans  P  zu  berechnen,  dürfen  wir,  insofern  der 
ausgewählte  Strahl  von  der  Ecke  y  =  0,  z  =  0,  ^  =  0  auszieht,  y''=y, 
z'=Z,  t' =  t  setzen.     Es  gilt  demnach: 

t{x^  +  y'  +  ^')  -  xyz  -  0;  +2y=  0, 

t{x'+  f  +  ^')  -  xyz  -  {i  +  2)^3  =  0, 

und  also  folgt: 

t{x'^—  x^)  —  yz{x'  —  x)  =  0, 

woraus  sich  (neben  der  auf  den  Punkt  P  zurückführenden  Lösung 
x'  =  x)  ergiebt: 

X  =  —  X  -\--Y  ■ 

Unter  Vermeidung  von  Nennern  setzen  wir  für  die  Coordinaten  von  P' 
besser: 

(7)  x' :  y  :  z' :  t'  =  (yz  —  xt)  :  ty  :  tz  :  t^. 

Wir  merken  an:  Durch  die  quadratische  Transformation  (7)  wird  unsere 
Fläche  dritten  Grades  in  der  Weise  in  sich  transformiert,  dass  ins- 
hesondere  die  Fläclienschale  Og  in  sich  selbst  ühergeht. 

Die  Transfortnation  (7)  hat  den  Character  einer  symmetrischen 
Umformung  oder  Spiegelung  der  Og  in  sich  und  soll  dieserhalb  mit  S 
bezeichnet  werden.  Die  zugehörige  Symmetrielinie,  die  K  heissen 
möge,  Avird  von  den  Berührungspunkten  der  Tangenten  geliefert,  welche 
von  der  Tetraederecke  y  =  0,  z  =  0,  t  =  0  an  die  O3  laufen.  Indem 
wir  x' =  X,  y'  =  y,  z'=z,  t'=t  in  (7)  eintragen,  folgt  sofort:  Die 
Symmetrielinie  K  der  Spiegelung  S  wird  auf  der  Fläche  Og  durch  die 
Fläche  zweiten  Grades: 

(8)  yz  —  2xt  =  0 

ausgeschnitten,  die  wir  als  HyjJerholoid*)  Jcurz  H  nennen  wollen. 

In  der  Ebene  z  —  2Xt  =  0  der  Fig.  44  ist  B^  ein  Punkt  der 
Curve  K.  Wir  lesen  aus  dieser  Figur  ab,  dass  für  alle  endlichen 
A  >  1    die  zugehörigen  Punkte   der  Curve  K  die  Bedingung  x'>  y  be- 


*)  Im  rechtwinkligen  System  {t  =  1)  wird  H  ein  hyperbolisclies  Paraboloid. 
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friedigen*).  Jedoch  erreiclien  wir  für  A  =  1  mit  dem  Punkte  B^  und 
also  der  Curve  K  die  Kantenmitte  x  =  y,  z  =  0,  t^O.  Indem  wir 
entsprechend  den  Schnitt  der  Ebenen  des  Büschels  ij  —  2^t  =  0  mit 
der  Curve  K  untersuchen,  stellen  wir  für  die  Punkte  dieser  Curve  die 
Ungleichung  x>  2  fest  mit  Ausnahme  des  in  der  Mitte  x  =  2  der 
Kante  y  =  0,  ^  =  0  gelegenen  Endpunktes  der  Curve  K  auf  der 
Schale  Og**).  Wir  merken  an:  Die  Symmetrielinie  K  endigt  auf  der 
FlächenschaJe  Og  in  den  beiden  KantenmiUelpimkten  x  =  y,  2  =  0,  t  =  0 
und  x  =  z,  y  =  0,  t  =  0  des  Tetraeders  T  und  verläuft  im  übrigen 
gänzlich  in  dem  durch  x>y,  x>z  erJdärten  Drittel  unseres  Tetraeders  T. 
Man  erinnere  sich  jetzt  endlich,  dass  unsere  Fläche  Og  vermittelst 

2  7t 
der  beiden  Drehungen  um  die  Achse  x  ==  y  =  2  durch  die  Winkel  -^ 

uii<i  i^  in  sich  übergeführt  wird.    Es  ergiebt  sich  sofort:  Die  Fläche  Os 
gestattet  die  drei  nunmehr  durch  S^,  S.,,  S^  zu  bezeichnenden  Spiegelungen: 

(  (S,)  x''.y:z':t'={i)2-xt):yt:zt:  t% 

(9)  \{S,)  x:y':z':t'=xt:{zx-yt)'.zt:t\ 

\  (53)  x':y':2':t'=xt:yt:  {xy  -  zt)  :  t^ 

in  sich,  u-elche  im  Räume  den  Cha- 
racter  von  Centralprojectioncn  der  Og 
in  sich  von  den  drei  in  der  Ebene 
^  =  0  gelegenen  Tetraedereclcen  aus 
besitzen.  Die  drei  zugehörigen  Symme- 
trielinien K^,  K^,  K-i  werden  durch 
die  drei  Hyperboloide  U^,  H^,  H^: 
yz-2xt  =  0,  zx-2yt=0, 
xy  —  2zt  =  0 

auf  der  Og  ausgeschnitten.  Diese  drei 
Curven grenzen  auf  ^z  einen  dreiecligen 
Bereichein,  tvelchcr  sich  mit  dreiSpitzen 
in  drei  Kantenmittelpunlien  des  Te- 
traeders T  an  den  Rand  der  Schale  Og 


(10) 


*)  Man  beachte  z.  B.,  dass  die  Symmetrieebene  x  =  y  der  Fig.  44  durch  den 
Schnittpunkt  der  Tangeuten  CB^ ,  DS^  und  durch  die  Punkte  E  und  F  hindurchläuft 
**)  Beiläufig  bemerken  wir:  Der  Schnitt  des  Hyperboloids  H  mit  unserer 
Fläche  dritter  Ordnung  zerfällt  in  die  beiden  Tetraederkanten  y  =  0,  t  =  0  und 
2  =  0,  t  =  0  und  in  eine  Restcurve  vierten  Grades,  welche  rein  darstellbar  ist 
als  Schnitt  der  beiden  Flächen  zweiten  Grades: 

x^—y'—z'+{j,+  2)t'=0,         yz  —  2xt  =  0. 
Diese  letztere  Curve  liefert  unsere  Symmetrielinie  K. 
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heranzieht,  und  welcher  durch  die  drei  Symmetrieebenen  y  =  z,  z  =  x, 
X  =  y  in  sechs  kleinere  ahivechselnd  symmetrische  und  congruente  Drei- 
ecke zerlegt  wird.  Wir  werden  zu  diesem  in  Fig.  45  dargestellten  Be- 
reiche sogleich  in  anderem  Zusammenhange  zurückgeführt  werden. 


§  12.    Der  Discontinuitätsbereicli  der  Modulgruppe  und  die 
Gruppencontinua  des  Characters  (1,  1). 

Bei  den  Transformationen  eines  kanonischen  Polygons  vom 
Character  (1,  1)  bleibt  der  Winkel  in  der  festen  Ecke  des  Polygons 
und  damit  die  Invariante  j^  unverändert.  Alle  unendlich  vielen  kano- 
nischen Polygone,  welche  ein  und  dieselbe  Gruppe  liefern,  entsprechen 

demnach   in   unserem   Räume   d-er  Invarianten  j^= -—,  •••Punkten  auf 

der  gleichen  Flächenschale  ct>3.  Um  die  Gruppencontinua  des  Characters 
(1,  1)  zu  gewinnen,  werden  wir  somit  zunächst  die  Aufgabe  lösen,  auf 
der  einzelnen  Flächenschale  Og  den  Discontinuitätshereich  der  Modul- 
gruppe zu  bestimmen. 

Wir  beginnen  damit,  auf  der  0.^  den  aus  einem  oder  vielleicht 
auch  aus  mehreren  Stücken  bestehenden  Bereich  derjenigen  Punkte 
festzustellen,  welche  reducierte  Normalsechsecke  der  in  §  10  besprochenen 
Art  liefern.  Entspricht  aber  einem  Punkte  {x,  y,  z,  t)  von  Og  ein 
solches  Sechseck,  so  wird  der  oben  (pg.  315)  independent  erklärte 
Punkt  C  dieses  Sechsecks  dem  Dreieck  e^,  e^,  e^  angehören.  Liegt  C 
insbesondere  im  „Innern''  (nicht  auf  einer  Seite)  dieses  Dreiecks,  so 
liefert  auch  noch  die  nächste  Umgebung  des  Punktes  {x.,  y,  z,  t)  auf  Og 
reducierte  Sechsecke.  Bei  stetiger  Abänderung  des  Punktes  (x,  y,  z,  t) 
ändert  sich  nämlich  auch  unser  Sechseck  und  sein  Punkt  C  stetig;  wir 
können  demnach  nicht  sogleich  zu  einem  Sechseck  gelangen,  bei  dem  C 
auf  eine  Seite  oder  gar  aus  dem  Dreieck  heraus  rückt.  Umgekehrt  er- 
kennen wir,  dass  ein  Randpunkt  des  auf  der  Og  zu  constr liierenden  Be- 
reiches stets  ein  Sechsech  liefern  muss,  bei  dem  C  einer  Seite  des  Dreiecks 
hi  ^2>  ^3  angehört.  Indem  wir  somit  alle  Punkte  der  Og  feststellen, 
welche  Sechsecke  dieser  speziellen  Art  ergeben,  werden  wir  jedenfalls 
den  ganzen  Rand  des  auf  der  Og  gesuchten  Bereiches  mitgewinnen. 

Wir  haben  drei  völlig  gleicher  Behandlung  zugängliche  FäUe  zu 
unterscheiden,  je  nachdem  C  auf  die  Dreiecksseite  e^e^  oder  e^e^  oder 
e^e^  tritt.  Liegt  etwa  der  erste  Fall  vor,  so  fäUt  C  mit  dem  oben 
durch  e/  bezeicl  neten  Punkte  zusammen.  Die  Folge  ist  (man  veran- 
schauliche sich  in  Fig.  41,  pg.  314,  den  Zusammenfall  der  Punkte  C 
und  C  mit  e{),   dass   sich  im  Netze  der  Bereiche  Q  eine  der  drei  in- 
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äquivalenten  Seiten  auf  einen  Punkt  zusammenziett,  und  dass  die  beiden 
zunächst  inäqnivalenten  Eeken  d.eses  Netzes  in  e.nen  von  ..er  Be- 
reichen Q  umlagerten  Eckpunkt  versehmelzen.  Das  zum  Centern 
C_6,'  gehörende  Normalpolygon  ragt  demnach  an  vier  feste  Ecken 
,  e  e,  e,  heran;  und  zwar  ist,  wenn  wir  die  Bezeichnungen  der 
r"il'a  314  gebrauchen,  .'  zur  vierten  festen  Ecke  .,  geworden, 
wifhren'd^ch  die  Seiten  cj"  und  e,e"  auf  Punkte  zusammen  gezogen 

haben*).  , 

In    Ficr  46    ist    unser   Normalviereck    des    Centrums    C  =  e,     dar- 
aesteUt      Die  Gegenseiten   sind   durch  die  Erzeugenden  V,  und  V   em- 
ZL  zugeordnet^  Da  es  s.ch  h.er  un.  ein  Normalpolygon  handelt    so 
liefern  die  Seiten  e,e,  und  e,e.  Niveaugerade   der  hyperbolischen  Sub- 
stitution n,  welche  bezüglich  der  durch  das  Centmm  C  =  .,   gehenden 
Niveaugeraden   von  Y,  symmetrisch  liegen.     Ist  V   d.e   Spiegelung  an 
dieser  letzterenj^iveaugeraden,  so  wird  F,  durch     e 
Y   jjj    Y-i=VV^V    transformiert.     Durch    V 
werden  'aber    nicht   nur    die    beiden    von    den 
Seiten  e,e.,  und  e^e^  unseres  Vierecks  gelieferten  e^ 
Niveaugeraden  von  V,  ausgetauscht,  sondern  es 
werden  im  speciellen  die  Punkte  e,  und  e,  aus- 
getauscht   und   ebenso    die    Punkte   e,   und  e^;      \  ^.^^. 

denn   z.  B.  liegen   e,  und  e,  auf  ein   und   der-_ 

selben  Bahncurve  von   F„  welche  doch  d^rch  V  in   sich   transfomiert 

wird     Wir   erkennen:    Die   Spiegelung   V   transformiert    unser  ^lerech 

e,e,e,e,  in  sieh  seihst;    die  zugeiwrige   Grum  F  ist  demnach  durch  V 

erweiterungsfäJiig  und  liefere  so  die  Gruppe  meiter_Art  F  (ct.  1  pg.  i.iU- 

Da  die  Seite  e,e,   unseres  Vierecks  durch  V   in  sich  tmnsformiert 

wird    so  steht  diese  Seite  auf  der  Symmetriegeraden  von  V  senkrecht. 

Aber   das   Lot   von    C(=  e^)   auf  e,e,   schneidet  den  Fixpunkt  e,    der 

Substitution  F,'  auf  e,e,  aus.     Nennen  wir  den  Schnittpunkt  von  e,., 

mit  der  Symmetriegeraden  von  F  etwa  e^,  so  liefert  das  Viereck  e,e,e,e, 

einen  Discontinuitätsbereicli  für  die   Gruppe  meiter  Art    F.     ^l^J>f^ 

e,€,   ist   dabei  Symmetriegerade   der   erzeugenden  Spiegelung    ^V    (.ct. 

Fig.  46). 

Weiter  werden  durch  F  die  beiden  von  e,e,  und  e,e,  geheferten 
Niveaugeraden  von  F,  und  also  auch  der  ausserhalb  der  EUipse  liegende 
Fixpunkt  dieser  hyperbolischen  Substitution  in  sich  transformiert.    Wir 

iTschreiben  wir  (abweichend  von  Fig.  41)  C'=F/(C),  so  werden  die  beiden 
zu  Cund  C  gehörenden  im  allgemeinen  inäqnivalenten  Sechsecke  im  vorlegenden 
Falle  identisch  und  nehmen  die  Gestalt  des  Vierecks  e,,  e,,  e,,e,  an. 
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finden:  Die  Spiegelung  V  transformiert  V^  in  sich,  V^=VV^V,  die 
Symmetriegerade  von  V  ist  die  Gerade  unter  den  Bahncurven  von  F^. 
Die  durcii  C  =  e^'  und  den  Fixpunkt  von  V^  laufende  Niveaugerade 
dieser  Substitution  schneidet  die  Symmetrielinie  Cg'e/  von  V  in  e^' 
unter  rechtem  Winkel.  Die  Spiegelung  V  an  dieser  Niveaugeraden 
von  V^  transformiert  nicht  nur  das  Viereck  «'j^o^s'^i  ^^  sich,  sondern 
auch  unseren  Discontinuitätsbereich  e^e^e^e^.  Der  Zusatz  von  V'  zu 
T  führt  zu  einer  Grujyge  zweiter  Art  Fq,  als  deren  Discontinuitätshe- 
reicJi  uir  das  von  den  Symmetriegeraden  der  vier  erzeugenden  Spiege- 
lungen V,  V,  Vf^V,  V'V^  eingegrenzte  Viereck  mit  den  Eckpunläen  e^, 
e^,  e^,  63'  ivälüen  liönnen. 

Die  in  Fq  enthaltene  Untergruppe  erster  Art  Fq  vom  Index  2  ent- 
hält unsere  Gruppe  F  und  ausserdem  jedenfalls  die  Substitution  V^'==VV'. 
Diese  Gruppe  Fq  ist  also  mit  unserer  oben  (pg.  313if.j  so  bezeichneten 
Gruppe  des  Characters  (0,  4)  identisch.  Als  Resultat  merken  wir  an: 
Tritt  der  FunM  G  des  reducierten  Seehsecl'S  auf  die  DreiecJcsseite  e^e^, 
so  ist  die  Gruppe  Fq  des  Characters  (0,  4)  durch  Spiegelungen  erweite- 
rungsfähig zu  einer  Gruppe  Fq,  deren  Discontinuitätsbereich  ein  aus  vier 
Symmetrielinien  eingegrenztes  VierecJc  e^e^e^e^  ist\  und  zwar  ist  hierbei, 
was  charactcristisch  ist,  die  EcJcenfolge  eine  solche,  dass  e/  auf  dem 
Bande  des  Vierecks  dem  auch  der  Gruppe  F  eigentümlichen  EcJcpunMe  e^ 
gegenüber  liegt. 

Das  gewonnene  Ergebniss  ist  umkehrbar:  Ist  die  Gruppe  Fq  durch 
Spiegelungen  zu  einer  Gruppe  F^  eriveitcrnngsfähig,  deinen  Discontinuitäts- 
bereich ein  aus  vier  Symmetrielinicu  eingegrenztes  Vier  eck  e^e^e^e^  ist, 
und  ist  die  Eckenanordnung  dieses  Vierecks  so,  dass  e/  der  elliptischen 

Ecke  des   '[Vinkels   ~,    bezw.    hyperbolischen   oder  parabolischen   Ecke  e^ 

gegenüberliegt,  so  liegt  beim  reducierten  Normalsechseck  von  F  der  Punkt  C 
auf  der  Seite  e^e.^  des  Dreiecks  e^,  e^,  e^.  Legen  wir  nämlich  die  vier 
den  Punkt  e/  umlagernden  Vierecke  zu  einem  grösseren  Vierecke 
h  ^2  ^4  ^3  zusammen,  so  wird  dieses  einen  Discontinuitätsbereich  der  in  Fq 
enthaltenen  Untergruppe  F  ergeben,  wobei  die  Gegenseiten  des  grösseren 
Vierecks  durch  die  Erzeugenden  V^  und  V^  von  F  auf  einander  bezogen 
sind.  Dieses  Viereck  erweist  sich  nun  sofort  als  der  zum  Centrum 
C  =  e^  gehörende  Normalbereich  von  F.  Die  von  den  Viereckseiten 
e^Cg  u^^  ^3^4  gelieferten  Geraden  grenzen  nämlich  einen  Normalbereich 
des  Centrums  G  =  e/  für  die  aus  F^  zu  erzeugende  cyclische  Gruppe 
ein,  und  dasselbe  leisten  die  Geraden  e^^e^  und  e^e^  für  F^.  Das  Viereck 
^1^2  ^4 ^3  ^^^  ^^s*^  ^^^  gemeinsame  Bestandteil  dieser  beiden  cyclischen 
Normalbereiche,  so  dass  nach  I  pg.  245  der  zu  e/  gehörende  Normal- 
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bereich  von  F  seinerseits  ein  Bestandteil  des  Vierecks  e^e^e^e^  sein  wird. 
Er  muss  demnach  geradezu  mit  diesem  Viereck  identisch  sein,  da  beide 
Bereiche  doch  vollständige  Discontinuitätsbereiche  von  F  sind.  Also 
liegt  thatsächlich  der  besondere  Fall  vor,  dass  das  Normalsechseck  der 
Gruppe  F  in  ein  an  vier  feste  Ecken  heranragendes  Viereck  ausartet, 
und  zwar  mit  einem  C  auf  der  Dreiecksseite  ^063. 

Um  die  Invarianten  im  vorliegenden  symmetrischen  Falle  zu  be- 
rechnen, müssen  wir  die  Erzeugenden  V^  und  V^  explicite  angeben. 
Wir  erkannten  oben  in  der  Symmetriegeraden  e^'^/  (cf  Fig.  46)  die 
Gerade  unter  den  Bahncurven  von  ]\,,  und  ebenso  ist  e./er,'  die  „Bahn- 
gerade" von  J\.  Wählen  wir  ^  so,  dass  diese  letztere  Gerade  die 
imaginäre  ^-Axe  und  die  „Bahngerade"  von  V^  den  Einheitskreis  der 
|;-Halbebene  darstellt,  so  gilt  der  Ansatz: 


'    \o,ö)'    ''    [ß; 

/da,  —  aß'' 
F  —  F  - 1 .  F  -  ^  =  1 
'^         '           '           \-dß',aa, 

woraus  wir  entnehmen: 

ia=f  =  '''('' +  ^)' 

h- 

f  =  -  +  ^^     i.=  T  =  2- 

Demnach  besteht  die  Relation: 

(1)  yz-2xt  =  0, 

d.  h.   wir   befinden   uns    auf  der   oben    (pg.  323 )   mit  K^    bezeichneten 
Curve  von  Og. 

Auch  dieses  Ergebniss  ist  wieder  der  Umkehrung  fähig.  Sei  uns 
für  die  Fq  ein  Discontinuitätsbereich  in  Gestalt  eines  Dreiecks  e^,  e^,  e^ 
(cf.  Fig.  42,  pg.  310)  vorgelegt,  mag  dasselbe  Normaldreieck  sein  oder 
nicht,  so  verbinde  man  die  auf  den  Dreieckseiten  liegenden  Fixpunkte 
Cy,  e^  geradlinig  und  erhält  zufolge  V^V.^=  F^,  in  jedem  Falle  so  die 
Bahngerade  der  zugehörigen  Substitution  F^.  Ebenso  liefert  die  Gerade 
e^  e^  die  Bahngerade  von  F^.  Letztere  machen  wir  in  der  ^-Halbebene 
wieder  zum  Einheitskreise,  während  wir  von  ersterer  allgemein  etwa 
nur  fordern  dürfen,  dass  sie  einen  von  ^  =  0  ausziehenden  Halbkreis 
der  ^-Halbebene  liefert  (der  eine  der  beiden  Fixpunkte  von  F^  liegt 
bei  ^  =  0).     Dieser  Auswahl  von  t,  entspricht  dann  der  Ansatz: 

Die  Invarianten  sind  gegeben  durch: 


328       II-  Fundamentaltheoreme  über  die  Existenz  polymorpher  Functionen, 
woraus  mau  berechnet: 


Soll  demnach  die  Gleichung  (1)  bestehen,  so  folgt,  da  ß'  sicher  von  0 
verschieden  ist,  uothwendig  y  =  0.  Man  erkennt  die  imaginäre  i;-Axe 
und  den  Einheitskreis  sofort  als  Symmetriekreise;  denn  durch  die 
Spiegelungen  an  ihnen  gehen  beide  Erzeugende  F^,  V^  in  sich  bezw. 
in  ihre  inversen  Substitutionen  über.  Es  liegt  also  unser  symmetrischer 
Fall  vor:  Jedem  reducierten  Normalpolygone,  hei  dem  C  auf  die  Seite  e^e^ 
des  Dreiecks  e^e^e^  iritt,  entsp)-icht  auf  der  Flächcnschale  Og  ein  Punlt 
der  Curve  K^,  und  umgekehrt  liefert  jeder  Punkt  dieser  Carve  K^  ein 
symmetrisches  Normalpolygon  unserer  Art. 

Die  beiden  anderen  Fälle,  dass  C  den  Punkt  e^  auf  der  Geraden 
e^e^  oder  den  Punkt  e^'  auf  der  Geraden  e^e^  erreicht,  liefern  ent- 
sprechende Ergebnisse:  Die  Funkte  der  Curve  K^  ergeben  gerade  er- 
schöjifend  jene  symmetrischen  Fälle,  hei  denen  C  auf  die  Seite  e^e^  tritt, 
hei  denen  also  auf  dem  Bande  des  Elementarvierecks  der  Fq  die  Ecke  e^' 
der  auch  hei  F  auftretenden  Ecke  e^  gegenüber  liegt;  endlich  lieferi  ebenso 
die  Curve  K^  den  dritten  Fall,  dass  C  auf  e^e^  liegt  und  e^  dem 
Funkte  e^  gegenüberliegt. 

Nach  der  Überlegung  am  Anfang  des  Paragraphen  wird  nun  die 
gesammte  Berandung  des  auf  03  einzugrenzenden  Bereiches  der  redu- 
cierten Xormalsechsecke  von  den  drei  Curveu  K^,  K^,  K^  geliefert. 
Aber  nach  pg.  323  ist  der  einzige  durch  diese  Curven  eingegrenzte 
Bereich  das  in  Fig.  45  dargestellte  Dreieck,  an  dessen  Berandung  die 
K.^,  K^,  K^  gerade  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  teilnehmen:  Das  durch 
die  drei  Curven  K^,  K^,  K^  auf  der  Flächenschale  Og  eingegrenzte 
Dreieck  stellt  den  Bereich  der  i-educierten  Normal  Sechsecke  dar. 

Der  Discontinuitätsbereich  der  Modulgruppe  auf  der  Flächen- 
schale 03  ist  nun  sofort  gewonnen.  Man  beachte,  dass  zwar  unser 
Normalsechseck  bei  der  einzelnen  Gruppe  für  den  invarianten  Stand- 
punkt eindeutig  bestimmt  ist.  Für  die  Substitution  V^  aber  haben  wir 
noch  die  freie  Wahl  unter  den  drei  Erzeugenden;  und  erst  nachdem  wir 
diese  Auswahl  getroffen  haben,  sind  dann  auch  V^  und  V^  eindeutig 
bestimmt.*)  Setzen  wir  zu  diesem  Zwecke  etwa  fest,  dass  j^  iveder 
grösser  als  j^,  noch  grösser  als  j^  sein  soll: 

(2)  Ja£h,      Ja£Jc, 

so    sind    wir    in    dem    durch    Fig.  47    schematisch    dargestellten    drei- 


*;  Vgl.  hierzu  die  Bemerkung  von  pg.  313  über  die  Auswahl  eines  reducirten 
kanonischen  Polygons  unter  drei  möglichen. 
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Fig.  47. 


eckigen  Bereiche  anf  das  stark  umrandete  durch  x^y,x<.  characte- 
risierte    Doppeldreieck    mit    der    Symmetrielinie   y^.    emgeschrankt . 
Dieses  DoppeldreiecJc  ist  auf  der  Flächenschale 
O     ein  DiscontinuiUitshereich  der  Modtdgruppe. 
'     Würden  wir  zwei  Polygone  als  äquivalent 
auch  dann  ansehen,  wenn  das  eine  durch  eine 
Substitution    zweiter    Art    (Umlegung)    in    das 
andere  übergeht*),  so  würde  dem  die  Erweite- 
rung unserer  Modidgruppe  durch  die  etwa  mit 
8^   zu   bezeichnende   Spiegelung   an   der  Sym- 
m'etrielinie  y  =  z  (Austausch  der  Invarianten  j, 
und  ij  entsprechen.    Der  Dlscontinuitätsbereich 
der  so  erweiterten  Modulgruppe  wäre  dann  etwa 
das  in  Yi^.  47  schraffierte  Elementardreieck,  welches  von  den  Symmetrie- 
linien y^s,  z  =  x  und  der  Curve  K^  eingegrenzt  ist. 

Zu  den  Erzeugenden  dieser  erweiterten  Modulgruppe  gehören  dann 
jedenfaUs  die  durch  5/  und  6','  zu  bezeichnenden  Spiegelungen  an 
den  beiden  Symmetrielinien  y  =  z  uxni  z  ^  x; 

(  (ß^^  x':y':z':t'=  x:z  :y:t, 

^^^      \  (5./)  x:y':z':t'=z:y:x:t. 

Weiter  aber  liegt  die  Vermutung  nahe,  dass  die  dritte  Erzeugende  der 
erweiterten  Modulgruppe  die  unter  (7)  pg.  1322  angegebene  Sp-gelung 
S  der  Fläche  <X>,  in  sich  ist.  Dann  tvürden  die  in  Fig.  47  mit  1, 
und  T,  lezeichnetcn  Erzeugenden  der  3Iodulgruppe  (erster  Art)  sich  m 
der  Gewalt  T,  =  S,S;,  T,  =  S^S,'  oder  exphcite: 

r  (^T^)  x:y':z':t'=tx:{xy-zt):yt'.f', 

^^^      \  (Tg)  x:y':z:t'  =  z:x:y:t 

darstellen.  In  der  That  aber  sind  dies  die  Erzeugenden  der  Modul- 
gruppe, wie  wir  sie  in  I  pg.  397  aus  den  Transformationen  der  kano- 
nischen Polygone  (Abänderungen  der  kanonischen  Querschnittsysteme 
auf  den  geschlossenen  Flächen)  abgeleitet  hatten**). 

Der  HersteUung  aUer  Transformationen  der  Modulgruppe  aus  1, 
und  T,  entspricht  eine  einfache  und  lückenlose  Uberdeckung  der  ge- 
sammten    Flächenschale    03     niit    einem    Netze    äquivalenter    Doppel- 

^TETentspricht  indessen  den  Ansätzen  in  Bd.  I  und  den  .^f  ^-^f ^^ J^J 
Theorie  der  algebraischen  Functionen,  Polygone  nur  dann  als  äquivalent  anzusehen, 
wenn  sie  durch  Transformationen  erster  Art  in  einander  übergehen. 

*;  Dirnwesentuchen  Abweichungen  in  der  Schreibweise  ^^^f -f  «^^^-^ 
gegen  I  pg.  397  beruhen  darauf,  dass  damals  der  Dlscontinuitätsbereich  der  Modul- 
gruppe  etwas  anders  fixiert  war. 


330       K-  Fundamentaltheoreme  über  die  Existenz  polymorpher  Functionen. 

dreiecke.  Die  Analogie  zu  dem  Dreiecksnetze  der  in  der  Theorie  der 
elliptischen  Functionen  auftretenden  Modulgruppe  liegt  auf  der  Hand. 
Dass  es  sich  hier  sogar  um  ein  eindeutiges  Entsprechen  der  beider- 
seitigen Dreiecksnetze  (mit  umkehrbar  eindeutiger  Beziehung  zwischen 
den  von  ihnen  bedeckten  Bereichen j  handelt,  wird  unten  aus  dem 
Fundamentaltheorem  der  Signatur  (1,  1;  /)  hervorgehen. 

Beiläufig  beachte  man  noch,  dass  auch  die  Symmetrielinien  x  =  y, 
y  =  z  und  z  =  X  symmetrische  Gebilde  liefern.  Ist  z.  B.  y  =  z,  d.  h. 
haben  die  beiden  Substitutionen  V^=V^V^  und  V^=V^V.2  gleiche 
Invarianten,  so  sind  im  Normalsechseck  der  Fig.  41  pg.  314  die  Strecken 
e/ßg'  und  e/ßg'  gleich  lang.    Die  Spiegelung  an  der  Halbierungslinie  des 

Winkels  -^  g^^.^%    transformiert   somit   F/,  V^,  Y^  in  F/,  Fg',  Y^  und 

1  _         _  1 

also  Fj^=  Y^Y^Y^  in  F^  ^,   so    dass   sie    durch   den  Eckpunkt  e^    (cf. 

Fig.  41)  hindurchläuft.     Ergänzt  man   das    Dreieck   eiC^eg    dieser  Figur 

zum   Viereck    eje^e^eg,   indem    man    längs   der    Seite    e.^e^    das    Dreieck 

^2^3^4  =  ^i'(^3^2^i)  anlagert,  so  ist  dieses  YierecJc  (jleichseitig  (Rhombus) 

und  hat  die  Diagonalen  e^e^  und  e^e^  zu  Symmetrielinien. 

Fragen  wir  jetzt  endlich  nach   der  Darstellung  unserer  Gruppen- 

continua  vom  Char acter  (1,  1),   so    ist   diese  Darstellung  im   elliptischen 

Falle  sofort  geleistet.     Hier  ist  j^=  —  2  cos  -y-  fest  gegeben:    Auf  der 

zugehörigen  Flächenschale  d^'g  liefert  unser  eben  eingegrenztes  Doppel- 
dreiecJc  unmittelbar  das  Gegenbild  des  in  diesem  Falle  zweidimensionalen 
Gruppencontinuums.  Im  hyperbolischen  Falle  (den  parabolischen  Grenz- 
fall eingeschlossen)  ist  j^  der  Ungleichung  j^  ^  —  2  entsprechend  als 
variabel  anzusehen.  Hier  haben  wir  die  bezüglichen  Flächenschalen  Og 
stetig  an  einander  zu  reihen  und  auf  jeder  unser  Doppeldreieck  (Dis- 
continuitätsbereich  der  Modulgruppe)  einzugrenzen.  Für  lim  j^=  —  oo 
reduciert  sich  die  Flächenschale  Og  auf  die  Seite  ^  =  0  unseres  oben 
(pg.  320  ff.)  oft  genannten  Tetraeders  T.  Wir  finden:  Das  dreidimen- 
sionale Gruppencontinuum  vom  Character  (1,1)  mit  j«^  — 2  ivird  dar- 
gestellt durch  ein  Hexaeder,  ivelches  durch  die  drei  Ebenen: 

(5)  x  —  y  =  0,     x  —  z  =  0,      ^  =  0, 

die  beiden  Flächen  ziveiten  Grades  (Hyperboloide  H^  und  H^: 

(6)  xy  —  2zt  =  0,     xz  —  2yt  =  0 

und  die  Fläche  dritten  Grades  (dem  parabolischen  Grenzfalle  zugehörig): 

(7)  t{x'+f--\-z')-xyz  =  0 
eingegrenzt  ivird. 
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§  13.    Zusammenliang  und  Begrenzung  des  einzelnen  Gruppen- 
continuums  vom  Character  (1, 1). 

Das  Gegenbild  eines  einzelnen  unserer  Gruppencontinua  (Doppel- 
dreieck auf  einer  Og  bezw.  das  eben  gewonnene  Hexaeder)  ist  für  sich 
genommen  ein  einfach  zusammenhängender  Bereich,  der  jedoch  das  zu- 
gehörige Gruppencontinuum  nur  erst  in  verschnittener  Gestalt  darstellt, 
insofern  doch  die  vier  Randcurven  des  Doppeldreiecks,  sowie  die  ihnen 
entsprechenden  vier  Randflächen  des  Hexaeders  durch  die  erzeugenden 
Transformationen  Tj  und  T.^  der  Modulgruppe  zu  Paaren  einander  zu- 
geordnet sind.  Die  hier  vorliegende  Zerschneidung  unserer  Continua 
findet  längs  „symmetrischer'''  Gebilde  statt;  denn,  wie  wir  wissen,  liefern 
die  Randcurven  K^,  K^  bezw.  die  Randflächen  H^,  H^  Vierecke  e^e^e^e.^ 
(cf.  Fig.  46  pg.  325)  mit  „MittelUniensymmetrie''' ,  wie  wir  kurz  sagen 
können,  während  die  durch  T^  einander  zugeordneten  Randcurven  bezw. 
-flächen  Vierecke  mit  „Diagonalsymmetrie''  ergeben. 

Um    das    Zustandekommen    dieses    Zusammenschlusses    der    Rand- 
gebilde etwa  am  Beispiel  der  Transformation  T^  noch  etwas  näher  dar- 
zulegen, haben  wir  in  Fig.  48  das  oben  (cf. 
pg.  314 ff. )  oft  genannte  Dreieck  e^e^e^  ein- 
mal längs  der  Seite  e^^e^  zum  Viereck  e^e^e^e^  ^^ 
mit    den    beiden    Erzeugenden    F^,    V^    er- 
gänzt (in  der  Figur  stark  umrandet),  sodann 
zweitens   längs   der   Seite  e^e^    zum  Viereck 
^1^2% ^3    ™i^    ^^n   Erzeugenden    F^,    F^    (in 
der  Figur   schraffiert).     Die   Transformation 
T^  in  ihrer   ursprünglichen  Bedeutung  (Ab- 
änderung des  Querschnittsystems  auf  der  ge- 
schlossenen  Fläche)    ist    der  Übergang   vom 
zweiten   dieser  Vierecke   zum   ersten. 

Ein  Punkt  auf  dem  Rande  H.^  liefert  uns  nun  ein  Viereck  e^e^e-^e^ 
mit  Mittelliniensymmetrie.  Gehen  wir  von  hier  etwa  längs  der  zu- 
gehörigen Fläche  Og  zum  entsprechenden  Randpunkte  auf  H^.  so  geht 
dem  eine  stetige  Umwandlung  des  Discontinuitätsbereiches  parallel,  bei 
welcher  das  Viereck  e^e^e^e^  schliesslich  in  die  Gestalt  e^c^e^e^  der 
Fig.  48  übergeht.  Wir  kommen  somit  thatsächlich  am  Ende  zu  der 
gleichen  Gruppe  F  zurück,  von  der  wir  ausgingen,  nur  dass  jetzt  das 
Viereck  mit  den  Erzeugenden  F^,  F^  dasjenige  ist,  welches  unmittelbar 
die  Mittelliniensymmetrie  aufweist. 

.    Es    ist   nun,    wie   bereits    in    §  8,   pg.  305,    mitgeteilt   wurde,    von 
Poincare  die  Behauptung  aufgestellt,   dass  das  einzelne  Continuum  von 

Fricke-Klein,  Automoriihe  Functionen.  II.  22 


i'ig.  4S. 


332       U-  Fundamentaltheoreme  über  die  Existenz  polymorpher  Functionen. 


„GrenzJcreisgruppen"  ein  geschlossenes  sei.  In  unserem  vorliegenden  Falle 
besteht  der  noch  etwas  weiter  reichende  Satz,  dass  hei  gegebener  In- 
variante jg  das  zugehörige  ziveidimensionale  Gruppencontinuum  ein  ge- 
schlossenes ist  und  den  Zusammenhang  der  Kugehherfläche  besitzt.  Aber 
wir  können  diesen  Satz  nicht  ohne  weiteres  aus  dem  Zusammenschluss 
der  Randcurven  des  Doppeldreiecks  auf  der  Fläche  Og  folgern;  denn 
dieses  Doppeldreieck  ragt  mit  einer  Spitze  an  die  Grenze  des  Polygon- 
continuums  heran.  So  lange  wir  uns  im  „Innern"  des  Polygouconti- 
nuums  bewegen,  entspricht  jedem  Punkte  eindeutig  seine  zugehörige 
Gruppe  r,  welche  sich  bei  stetig  wanderndem  Punkte  selber  stetig 
mitändert.  So  oft  wir  aber  an  die  Grenze  des  Polygoncontinuums  ge- 
langen, erhalten  wir  ausartende  Gebilde,  welche  wir  als  die  ..Grenz- 
gehilde"  des  Gruppencontinuums  bezeichnen  woUen,  und  welche  eben 
deshalb  allemal  eine  besondere  Betrachtung  erfordern,  weil  unsere  bis- 
herigen nur  für  nicht-ausartende  Gebilde  gültigen  Untersuchungen  für 
die  Grenzgebilde  nicht  bündig  sind. 

Es  möffe  nun  zuvörderst  auch  für  /,  <  —  2  der  Wert  dieser  In- 
Variante  j^  constant  bleiben.  Im  zugehörigen  Doppeldreieck  begeben 
wir  uns  alsdann  dadurch  zur  fraglichen  Spitze,  dass  wir  den  Grenz- 
übergang vollziehen: 

(1)  limj;=2,     limj^=oo,     limj,=  oo. 

Um  die  hier  eintretende  Ausartung  festzustellen,  knüpfen  wir  an  ein 
Normalpolygon  der  Fig.  40,  pg.  312  an,  legen  jedoch  die  Ecke  e^  sogleich 

in  eine  dem  Bereichnetz  Q  eigentümliche 
Ecke,  so  dass  das  Normalpolygon  die  in 
Fig.  49  skizzierte  Gestalt  gewinnt.  Die 
F^,  Fj,  F^  genannten  Erzeugenden  brauchen 
nicht  gerade  mit  den  bisher  so  bezeich- 
neten Substitutionen  identisch  zu  sein, 
sind  ihnen  aber  gleichberechtigt  und 
haben  also  dieselben  Invarianten.  Durch 
zweckmässige  Auswahl  der  beiden  durch 
V  einander  zugeordneten  Polygonseiten 
können  wir  stets  die  in  Fig.  49  angegebene 


Fig.  49. 


Anordnung  der  F^,  Fj,,  F^  erhalten. 


Wie   wir   wissen,   liegen  die   sechs  durch  F^,  F^,  F^  einander  zu- 
geordneten Seiten  stets  im  Innern  der  EUipse*).    Dabei  sind  die  Seiten 


*)  Man  sehe  z.  B.  Fig.  41,  pg.  314,  wo  die  e/,  e^\  e^'  elliptische  Fixpunkte 
sind  und  die  drei  in  C  zusammenlaufenden  Seiten  CCj',  Ce^',  CCg'  des  Netzes  der 
Bereiche  Q  bei  C  concave  Winkel  bilden. 
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s^s^  "^f^  ^4^5  Theile  zweier  NiveauliDien  von  V^,  welche  einen  zum 
Centrum  e  gehörenden  cyclischen  Xormalbereich  eingrenzen.  Halten 
wir  beim  Grenzübergang  (1)  etwa  den  Punkt  e  an  seiner  Stelle  fest, 
so  werden  für  lim  j^  =  oo  die  beiden  eben 
genannten  Niveaugeraden  von  V^  Ellipsen- 
tangenten und  also  ziehen  sich  die  beiden 
Seiten  s^e^  und  e^s-^  auf  Punkte  der  Ellipsen- 
peripherie zusammen.  Da  wegen  lim  j^  =  oo 
dasselbe  von  den  durch  T",  auf  einander  be-  , 
zogenen  Seiten  gilt,  so  werden  im  Falle  des 
Grenzübergangs  (1)  die  Eckpunkte  f^,  £.-,  zu 
einem  Punkte  s^'  der  EUipsenperipherie  ver- 
schmelzen, die  Punkte  fg,  s^,  e^  zu  einem 
eben  solchen  Punkte  f^',  endlich  fg,  s^  zu 
einem  dritten  Punkte  £^',  der  gleichfalls  auf  der  Ellipse  liegt  (cf. 
Fig.  50). 

Es  stellt  sich  nun  die  Frage  ein,  ob  diese  auf  der  Ellipse  ge- 
legenen Ecken  parcibolischen  (und  nicht  etwa  hyperbolischen)  Character 
haben,  was  für  die  Brauchbarkeit  des  Grenzpolygons  nach  I  pg.  143  nötig 
ist.  Für  die  Ecke  £„'  ist  dies  unmittelbar  ersichtlich;  denn  sie  ist  der 
Fixpunkt  der  Substitution  F^,  für  welche  ja  limj^=2  gilt.  Wegen 
der  beiden  zu  einem  Cyclus  zusammengehörigen  Ecken  f/,  e^'  beachte 
man,  dass  die  Diagonale  e^e  (cf  Fig.  50)  den  Fixpunkt  %'  von  V^  mit 
dem  Polygoncentrum  e  verbindet.  Die  Spiegelung  V  an  dieser  Diago- 
nale tauscht  demnach  die  Niveaugeraden  fg'^i'  ^^•i  h^z  ^^^  ^a  ^^^ 
auf  ihnen  insbesondere  die  Ellipsenpunkte  t/  und  £3'  aus.  Die  Spiege- 
lung V  wird  demnach  auch  die  beiden  Geraden  es-^  und  e£^  aus- 
tauschen. Wir  folgern  hieraus,  dass  die  Substitution  V^V  mit  dem 
Fixpunkte  f/  thatsächlich  parabolisch  ist;  denn  man  kann  V^V  in 
der  Gestalt:  _    _ 

VaV={Vj){VV) 

als  Product   der   beiden    Spiegelungen  V^V  und  W  darstellen,    deren 
Symmetrielinien  s^e.^  und  E^e  sich  im  Punkte  s^^  schneiden. 

Wir  sind  auf  diese  Weise  zum  Ergebnis  gelangt:  Geht  man  aus 
dem  Innern  des  Doppeldreieclcs  durch  den  Grensühergang  (1)  irgendivie 
zu  der  an  den  Hand  des  Polygoncontinuums  heranragenden  Spitze,  so 
schliesst  sich  hier  eindeutig  und  stetig  an  die  Gruppen  des  Characters  (1, 1) 
als  Ausartung  eine  Gruppe  des  Characters  (0,  3)  an,  ivelche  neben  der 
bisherigen  Erzeugenden  V  zwei  parabolische  Erzeugende  hat.  Indem  wir 
diese  „Grenzgruppe"  als  unserem  Continuum  zugehörig  ansehen,  ergiebt 

22* 
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sich  der  oben  aufgestellte  Satz  über  den  Zusaramenbang  des  Conti- 
nuums  aller  zu  gegebenem  j^  gehörenden  Gruppen. 

Die  elliptischen  Fälle  und  auch  der  parabolische  Grenzfall,  wenn 
wir  ihn  für  sich  betrachten  wollen,  sind  durch  das  eben  gewonnene 
Ergebniss  bereits  vollständig  erledigt.  Nun  haben  wir  aber  für 
j^^  —  2  noch  das  dreidimensionale  Continuura  aller  hyperbolischen* 
Fälle,  welches  wir  durch  das  am  Schlüsse  von  §  12,  pg.  330,  dar- 
gestellte Hexaeder  zu  versinnlichen  hatten.  Dieses  Hexaeder  stellt, 
allen  Werten  j^,  ^  —  2  des  „Parameters"  j^,  entsprechend,  ein  lineares 
Continuum  -von  Doppeldreiecken  dar,  für  deren  einzelnes  das  soeben 
gewonnene  Ergebnis  gilt.  Entsprechend  werden  wir  das  Hexaeder  als 
Bild  der  Gruppenmannigfaltigkeit  wenigstens  insoweit  als  geschlossen 
ansehen,  dass  die  beiden  durch  die  Transformation  T^  einander  zu- 
geordneten Handflächen  H^  und  H^  als  nicJd  verschieden  gelten  und  ebenso 
die  beiden  durch  T^  einander  zugewiesenen  Rand  flächen. 

Aber  das  Hexaeder  wird  ausserdem  noch  durch  die  Fläche  ^  =  0 
unseres  Tetraeders  T  und  die  durch  (7)  pg.  330  dargestellte  Fläche  03 
berandet.  Die  letztere  Fläche  betheiligt  sich  mit  dem  die  parabolischen 
Fälle  (j^=  — 2)  liefernden  Doppeldreieck  an  der  Umgrenzung  unseres 
Hexaeders.  Wir  gelangen  hier  zu  einem  zweidimensionalen  Gruppen- 
continuum,  welches  der  Natur  der  Sache  nach  am  Rande  des  Hexa- 
eders ungedeckt  bleibt:  Das  den  Werten  i^^  — 2  entsprechende  drei- 
dimensionale Continuum  von  Haupthreisgruppen  „ohne  Grenzlreis"  ist 
demnach  nicht  mehr  ein  ..geschlossenes''  Continuum. 

Die  Randfläche  #  =  0  des  Hexaeders  erfordert  wieder  eine  be- 
sondere Betrachtung,  weil  sie  auch  dem  Rande  des  Polygoncontinuums 
angehört.  Um  die  hier  vorliegenden  Grenzgebilde  festzustellen,  ver- 
anschauliche man  sich  zunächst  die  Lage  der  beiden  Hyperboloide  H^ 
und  ^3  und  stelle  fest,  wie  dieselben  die  Flächenschalen  Og  bei  immer 
weiter  gegen  —  oo  abnehmendem  j^  schneiden*).  Auf  den  Og  werden 
die   dreieckigen  Bereiche   des   Netzes   der  Modulgruppe   abgesehen   von 


*)  Die  pg.  322  mit  K  bezeichnete  Curve  wurde  nach  pg.  323  (Fussnote)  rein 
dargestellt  durch: 

o;-  — 2/'  — ■2'+Ü«+2)i-  =  0,       yz  — 2x1=0. 

Nimmt  man  der  leichteren  Anschaulichkeit  halber  einmal  x  =  0  als  unendlich 
ferne  Ebene,  setzt  x=l  und  deutet  t,  y,  z  als  rechtwinklige  Coordinaten,  so  stellt 
die  erste  dieser  Gleichungen  für  jg<C  —  2  eine  Schaar  von  Rotationsellipsoiden 
dar,   die  alle  die  Ebene  t  =  0  im  Kreise  y^ -\- z^  ^=  1  schneiden,  und  die  sich  für 

lim  jg  =  —  oo 
auf  die  doppelt  gezählte  Fläche   dieses  Kreises  reducieren.     Indem  man  sich  dies 
am  Tetraeder  T  der  Fig.  45,  pg.  323,   deutlich  macht  und  mit  dem  Verlauf  des 
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den  drei  um  den  Punkt  x  =  ij  =  s  herumgelagerten  Doppeldreieeken 
immer  mehr  gegen  den  Rand  der  Schale  %  gedrängt.  Für  j^  =  —  oo 
ist  03  zur  Seite  ^  =  0  von  T  geivorden,  und  vom  ganzen  Breieclisnetze 
sind  nur  noch  jene  drei  Boppeldreiede  übrig  gehliehen,  ivelche  die  frag- 
liche Ch-enz fläche  Og  schon  ganz  ausfüllen;  die  Modulgruppe  hat  sich, 
abgesehen  von  den  cyclischen  Pernnitationen  der  j^,  j^,  j,  auf  die  iden- 
tische Transformation  allein  reducicrt. 

Die  hier  vorliegende  Ausartung  muss  demnach  sehr  einfach  sein. 
Zur  weiteren  Aufklärung  nähern  wir  uns  zunächst  einem  „inneren" 
Punkte  der  Tetraederseite  ^  =  0  an.  Als  Discontinuitätsbereich  von  F 
benutzen  wir  das  aus  dem  Normalsechseck  der  Fig.  41,  pg.  314,  her- 
zustellende Viereck  6162^3^4  °^i*  ^®^  Erzeugenden  F^,  V^  (cf.  Fig.  48, 
pg.  331)  und  übertragen  der  leichteren  Anschaulichkeit  halber  dies 
Viereck  auf  die  ^- Ebene, 
wo  es  den  Discontinuitäts- 
bereich der  Fig.  51  liefert. 
Der  vorzunehmende  Grenz- 
übergang erfordert  nun 
limi„=oü,  lim  j^  =  oü. 
Hierbei  ziehen  sich  die 
vier  ßandkreise  des  ge- 
zeichneten Bereiches  auf  rig.  51. 
Punkte  der  reellen  ^Axe  zusammen,  und  der  Discontinuitätsbereich 
bedeckt  schliesslich  die  ganze  ^- Ebene.  Bas  erreichte  Grenzgebilde, 
ivelches  sich  stetig  an  die  voraufgehenden  Gruppen  des  CJiaracters  (1, 1) 
anschliesst  und  dem  Continuum  natürlich  wieder  zugerechnet  werden  soll, 
ist  die  aus  der  Identität  1  allein  bestehende  Gruppe  F,  gleichgültig,  ivelchen 
inneren  Punht  der  Tetraeder  fläche  t  =  0  wir  erreicht  hahen. 

Die  Tetraederflüche  t  =  0  betheiligt  sich  an  der  Begrenzung 
unseres  Hexaeders  der  reducierten  Polygone  nur  mit  demjenigen  Drittel, 
welches  durch  x  ^ij,  x  ^z  characterisiert  ist.  Aber  diesem  Drittel  ge- 
hört die  Tetraederkante  x  =  0,  t=0,  in  welcher  die  Hexaederfläche 
^  =  0  mit  den  Randflächen  H^  und  H^  zusammenstösst ,  in  ihrer 
ganzen  Ausdehnung  an.  Welche  Grenzgebilde  erreichen  wir  bei  An- 
näherung an  einen  Punkt  dieser  Kante? 

Die  beiden  durch  den  Mittelpunkt  y  ^  z  getrennten  Hälften  der 
Kante    (die    durch   T^    einander   zugeordnet   sind)    verhalten   sich   sym- 

Hyperboloids  H  vergleicht,  erkennt  man,  dass  beim  Grenzübergang  limjg=  —  00 
die  Curve  K  sich  dem  Geradenpaar  yz  =  0  stetig  annähert,  woraus  die  Angaben 
des  Textes  entspringen. 
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metrisch,  so  dass  wir  uns  etwa  auf  die  durch  z  -^y  bezeichnete  Hälfte 
beschränken.  Sei  erstlich  (?/o,  Zq)  irgend  ein  innerer  Punkt  dieser 
Hälfte,  so  setze  man: 

(2)  ^^^=i/^ 

und  beachte,  dass  von  diesem  Punkte  {y^,  z^  die  durch: 

dargestellte  Gerade  der  Randfläche  Hc,  ausstrahlt.  Nähern  wir  uns 
demnach  dem  Punkte  {y^,  Zq)  so  an,  dass  die  Bahn  im  Endpunkte  eine 
bestimmte  durch  die  Kante  x  =  0,  t  =  0  laufende  Ebene: 

(3)  ^-i«^  =  0 

berührt,  so  ist,  da  die  Annäherung  im  Hexaeder  (die  Berandung  ein- 
geschlossen) vor  sich  gehen  soll,  der  „Parameter"  j^  der  Grieichung  (3) 
eingeschränkt  auf  das  Intervall  j^  ^  j^^^\  die  obere  Grenze  j^  =  oo  ein- 
geschlossen. 

Welches  Gi'enzgebilde  wir  aber  bei  Annäherung  tangential  zur 
Ebeue  (3;  erreichen,  lehrt  ein  Blick  auf  Fig.  51,  pg.  335,  in  welcher 
lim  jf^  =  oo  zu  nehmen  ist,  während  die  Invariante  von  V^  schliesslich 
gleich  dem  Parameter  in  der  Gleichung  (3)  wird:  Dem  Kantenpunkte 
{Voj  ^o)  entspricht  stetig  vieldeiduj  das  lineare  Continuiim  der  cyclischen 
hyperholischen  Gruppen  F  aller  Parametertverte  Ja^Ja^'-  Stetige  Ab- 
änderung der  Ebene  ^3)  bedingt  stetige  Abänderung  des  erreichten 
Grenzgebildes.  Die  Continuität  und  Eindeutigkeit  der  erreichten  Grenz- 
gebiide  bleibt  völlig  gewahrt,  wenn  wir  eben  nur  die  unendlich  vielen 
Annäherungen  an  (y^,  z^)  den  Ebenen  (3)  entsprechend  aus  einander 
halten. 

Dem  Endpunkte  Z(,=  0  unserer  Kantenhälfte  entspricht  jJ-^>  =  oo 
und  also  nur  die  eine  aus  der  Identität  1  bestehende  Gruppe  F.  Die 
hier  in  Betracht  kommende  Hexaederecke  können  wir  eben  vom  Hexa- 
eder aus  nur  tanofential  zur  Ebene  t  =  0  erreichen.     Am  Kautenmittel- 

punkte  2/o  =  ^o  kommen  wir  sogar  bis  zum 
parabolischen  Grenzfalle  j„^°^  =  2  der  cyc- 
lischen hj'p  erb  oli  sehen  Gruppen  hinauf 
Man  vergesse  nicht,  dass  an  diesen  Punkt 
(j^  =  *■)  auch  noch  alle  Doppeldreiecke  der 
Flächen  Og  heranragen  mit  Grenzgruppen 
des  Characters  (0,  3)  einer  hyperbolischen 
und  zweier  parabolischen  Erzeugenden. 
Fig.  02.  Aber  selbst  hier  bleibt  die   Continuität   und 

Eindeutigkeit  der  erreichten  Grenzgebilde  geuahrt.     In  ersfcerer  Hinsicht 
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braucht  mau  nur  einen  Blick  auf  Fig.  52  zu  werfen,  in  welcher  das 
Doppeldreieck  der  Fig.  50,  pg.  333,  auf  die  ^-Halbebene  übertragen 
ist.  Für  lim  j^  =  —  oo  haben  sich  nach  Durchwanderung  aller  Flächen- 
schalen 03  die  beiden  Halbkreise  a^^  und  &f/  auf  Punkte  zusammen 
gezogen,  und  es  stellt  sich  der  parabolische  Grenzfall  unserer  schon 
gewonnenen  cyclischen  hyperbolischen  Gruppen  ein.  Zur  Wahrung 
der  Eindeutigkeit  ist  aber  nur  erforderlich,  dass  wir  bei  Annäherung 
an  den  Punkt  y  ==  2  tangential  zur  Tetraederseite  x  —  2^  =  0  noch 
unterscheiden,  welche  unter  den  Flächenschalen  Og  schliesslich  von 
der  Bahn  berührt  wird. 

Wir  sind  damit  zu  dem  für  den  Coutinuitätsbeweis  grundlegenden 
Ergebniss  gelangt,  dass  icir  dem  gesammten  Rande  des  Hexaeders  stetig 
und  im  hezeichncten  Sinne  auch  eindeutig  ein  geschlossenes  Continumn 
von  Grenzgebilden  sugeiviesen  haben.  Wir  brauchen  hierbei,  wenn  wir 
wollen,  auch  die  durch  T^  und  T^  einander  zugewiesenen  Randflächen 
nicht  auszuschliessen. 


§  14.    Die  reducierten  Polygone  vom  Character  (0,  4). 

Nach  I  pg.  263  ist  ein  Normalpolygon  des  Characters  (0,  4)  von 
gewöhnlichem  Typus  ein  Zehneck  mit  vier  festen  Ecken  und  zwei 
dreigliedrigen  Cyclen  beweglicher  Ecken.  Der  einzige  hierbei  auf- 
tretende Typus  ist  in  Fig.  53  dargestellt,  welche  zugleich  die  Bezeich- 
nungen der  Erzeugenden,  der  festen  Ecken  und  einiger  beweglicher 
Ecken  erklären  macr. 


Fig.  5S 


Tritt  bei  Bewegung  des  Centrums  C  ein  Typenwechsel  ein  mit 
Änderung  einer  der  Erzeugenden  J\,  V^,  Fg,  V^,  etwa  der  ersten  V^, 
so  verschwinden  in  diesem  Augenblicke  die  durch  J\  einander  zu- 
geordneten  Seiten   des  Zehnecks,   und   wir   gewinnen   als   Specialtypus 
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das  in  Fig.  54  dargestellte  Achteck  mit  drei  festen  Ecken  Cg,  e^,  e^, 
einem  zweigliedrigen  Cyclus  fester  Ecken  e^,  e^  und  einem  drei- 
gliedrigen Cyclus  beweglicher  Ecken.  Das  Centrum  C  liegt  gegen- 
wärtig auf  der  Grenzgeraden  zwischen  den  beiden  zu  e^  und  e^  gehören- 
den Bereichen  (>,  die  wir,  den  Ecken  e^  e^  entsprechend  (^,,  Q^  nennen. 
Bei  Weiterführung  von  C  längs  der  Grenzgeraden  von  Q^  und  Q^ 
bleibt  der  Cyclus  e^,  e.[  und  damit  das  Seitenpaar  e^e,»  ^^i'^a  erhalten.  Ein 
weiterer  Typenwechsel  kann  demnach  nur  noch  so  eintreten,  dass  ent- 
weder die  durch  V^  oder  durch  F^  oder  durch  F-  einander  zugeordneten 
Seiten  des  Achtecks  verschwinden.  Die  beiden  ersten  Fälle  gestatten 
die  gleiche  Behandlung;  nehmen  wir  demnach  etwa  an,  dass  die  durch 
Fg  auf  einander  bezogenen  Seiten  sich  gerade  auf  Punkte  zusammen 
gezogen  haben!  Das  Normalpolygon  hat  alsdann  die  Gestalt  des  in 
Fig.  55  dargestellten  Sechsecks.  Wir  wollen  beweisen,  dass  dasselbe 
durch  Spiegelung  V  an  der  Diagonale  e^e^  in  sich  transformiert  wird. 
Man  verbinde  nämlich  das  Ceutrum  C  mit  der  Ecke  e^  und  nenne  F 
die  Spiegelung   an   der   Geraden  Cf,*);    diese    Spiegelung  transformiert 

offenbar  die  Punkte  e^  und  e/  in  einander. 
Nun  ist  C  zugleich  Centrum  desjenigen  zu  V^ 
^2  gehörigen  cyclischen  Normalbereichs,  welcher 
durch  die  Niveaugeraden  e^c^  und  e^'e^'  von 
Fg  eingegrenzt  wird.  Die  durch  C  und  den 
Fixpunkt  von  Fg  laufende  mittlere  Symmetrie- 
linie dieses  cyclischen  Normalbereiches  ge- 
winnen wir  z.  B.  dadurch,  dass  wir  von  C  ein 
Lot  auf  die  Verbindungsgerade  der  Punkte 
e^  und  6/=  F5~^(ej)  fällen.  Dieses  Lot  ist 
aber,  wie  wir  schon  wissen,  unsere  Gerade  Cc^, 
von  der  wir  somit  erkennen,  dass  sie  durch  den  Fixpunkt  von  F^  läuft. 
In  derselben  Art  findet  man,  dass  die  Gerade  Ce^  durch  den  eben  ge- 
nannten Fixpunkt  läuft.  Also  liegt  C  auf  der  Diagonale  e^e^,  welche 
eine  Symmetrielinie  des  Sechsecks  ist.  F  ist  im  vorliegenden  Falle 
durch  Spiegelungen  enveiterungs fähig  zu  einer  Gruppe  ziveiter  Art  F,  als 
deren  DiscontimiitätshereicJi  das  Viereclc  e^e^e^e^  mit  den  vier  erzeugenden 
Spiegelungen  V,  VV^,  V-J^,  VJ^  gelten  Mnn. 

Der    so    erhaltene    symmetrische   Specialfall    wird   sich   nun  unten 
dem  allgemeinen  (unsymmetrischen)  Falle  zwanglos  einordnen.     Indem 


*)  Sollte  C  mit  e^,  zusammenfallen,  so  sei  Ce^  die  Halbierungslinie  des 
Winkels  '^e^e^€^',  welche  auch  bei  parabolischer  Fg  als  Gerade,  bezüglich  der 
«j  ßj  imd  e/e,  einander  symmetrisch  sind,  eindeutig  bestimmt  ist. 
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wir  ihn  demnach  zunächst  ausschliessen,  bleibt  bei  Bewegung  von  G 
längs  der  Grenze  von  Q^  und  Q^'  für  den  Eintritt  eines  weiteren 
Specialtypus  nur  noch  die  andere  Möglichkeit,  dass  die  in  Fig.  54 
durch  Fg  einander  zugeordneten  Seiten  sich  auf  Punkte  zusammen 
ziehen.  Wir  gelangen  zum  SechsecJc  der 
Fig.  50  mit  drei  festen  EcT^en  e^,  e^^  e^ 
und  einem  dreigliedrigen  Cyclus  fester  Ecken 
e^,  e^,  e^';  tvir  ivollen  dieses  Sechseck  cds 
ein  „unsymmetrisches  yormcdsecJtseck"  be- 
zeichnen. Das  Centrum  C  befindet  sich 
jetzt  in  einer  dreigliedrigen  Ecke  des 
Netzes  der  zu  e^,  e^',  e/',  .  .  .  gehörenden 
Bereiche  Q. 

Die   Frage,  wie  oft  wir  nach  Bevor- 
zugung   der    Ecke    e^    ein     solches     un- 
symmetrisches   Normalsechseck    bei     der  ^°'^^' 
einzelnen      Gruppe     F     wählen     können, 

beantworten  wir  wieder  durch  Eingehen  auf  das  zugehörige  Netz 
der  Bereiche  Q^,  Q^',  Q^",  ....  Denken  wir  demnach  das  Polygon  der 
Fig.  53  als  Normalpolygon  mit  dem  Centrum  C  in  der  Ecke  e^, 
so  werden  die  Seiten  des  Polygons,  abgesehen  von  e^s  und  e^s',  dem 
Netze  der  Q  angehören;  die  beiden  Seiten  e^s'  und  e^£  =  ^^(^1«')  sind 
aber  als  Niveaugerade  von  V^  willkürlich  hinzugesetzt  (cf.  oben 
pg.  312  £F.).  Wir  schliessen  (wie 
a.  a.  0. 1,  dass  die  beiden  Winkel  bei 
s  und  e'  die  Summe  7t  geben,  so 
dass  der  dritte  zum  Cyclus  gehörende 
Winkel  bei  a"  für  sich  gleich  7i 
ist.  Verschieben  wir  alsdann  etwa 
noch  den  Eckpunkt  s'  bis  e.^,  so  hat 
unser  Normalpolygon  die  Gestalt  ^' 
des  Achtecks  der  Fig.  57  ancje- 
nommen,  in  welcher  die  stark  aus- 
gezogenen Seiten  dem  Netze  der  Q 
angehören. 

Können  in  diesem  Polygon  die 
beiden    durch    K    oder    V.    oder   K 


eJ^C) 


Fig-  57 


Es   ist  keine  Einschrän- 


3      ""^^'^      '  4 

einander  zugeordneten  Seiten  verschwinden? 
kung  der  Allgemeinheit,  wenn  wir  nur  das  Verschwinden  der  beiden 
durch  Fg  verbundenen  Seiten  untersuchen.  V^  und  Fj  stellen  sich 
nämlich  in  Fig.  57   unmittelbar  als  coordiniert  dar.     Gehörte  aber  das 
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Terscti windende  Seitenpaar  zu  V^,  so  wolle  man  hei  Fortgang  von 
Fig.  53  zu  Fig.  57  an  Stelle  von  e^a  die  Gerade  e^e^  als  begrenzende 
Niveaugerade  von  V^  wählen,  worauf  das  verschwindende  Seitenpaar 
die  Lage  gewinnt,  welche  in  Fig.  57  das  zu  Fg  gehörende  Seitenpaar 
besitzt.  Sobald  nun  aber  in  Fig.  57  dieses  zu  V^  gehörende  Seiten- 
paar verschwindet,  entsteht  ein  Sechseck  vom  Typus  der  Fig.  55  mit 
dem  Centrum  C  in  der  Ecke  e^.  Alle  an  Fig.  55  geknüpften  Schlüsse 
bleiben  in  Kraft,  wir  erhalten  ein  bezüglich  seiner  Diagonale  e^e^  sym- 
metrisches Sechseck  und  kommen  somit  zu  dem  als  ausseschlossen 
geltenden  symmetrischen  Falle:  Im  allgemeinen  (unsymmetrischen)  Falle 
können  sich  die  Seiten  des  zum  Centrum  e^  gehörenden  Xormalachteclcs 
der  Fig.  57  niemals  auf  Punkte  zusammen  ziehen*). 

Ein  Blick  auf  Fig.  57  zeigt  nun,  dass  hier  ein  Cyclus  zufälliger 
Ecken  vorliegt:  JJei  unserer  „unsymmetrischen"  Gruppe  F  gieht  es  stets 
ein  und  nur  ein  Xormalsechseck  mit  einem  dreigliedrigen  Cyclus  fester 
Ecken  e^,  e/,  e/'. 

Die  Herstellung  des  ganzen  Netzes  dieser  Normalsechsecke  aus 
dem  Netze  der  Q^,  Q^,  Q",  .  .  lässt  sich  in  der  Weise  vollziehen, 
dass  man  in  jedem  Bereiche  Q  geradlinige  StraJden  vom  Centrum  e^ 
nach  den  festen  Ecken  .  .  .,  e^,  e^,  e^,  e.{,  .  .  .,  zieht  (cf.  Fig.  67)  und 
dann  alle  übrigen  Linien  fortgeno^nmen  denkt.    Dabei  gelangen  wir  z.  B. 

für  das  in  Fig.  57  mit  C.  bezeichnete 
Centrum  zu  dem  Sechseck  der  Fig.  58, 
welches  aus  den  drei  Vierecken: 

Ol  c^'e^'e^  =  V^  ( C'/'eo'ei  ej 

aufgebaut    ist.     In   der  That   beachte  man, 
dass  in  Fig.  57  die  Gerade  e^e^  den  Winkel 
•^  C^e^C^'  halbiert:    diese    Gerade  ist  dem- 
Fig.  58.       *  nach  Grenze  der  beiden  zu  C^  und  C/  ge- 

hörenden cyclischen  Normalbereiche  von  Fg. 
Gerade  so  erkennt  man  die  übrigen  fünf  Seiten  des  Sechsecks  der 
Fig.  58  als  Grenzgerade  cyclischer  Normalbereiche  innerhalb  J",  woraus 
sich  nach  einer  schon  öfter  vollgezogenen  Schlussweise  das  Sechseck 
der  Fig.  58  als  Normalbereich  des  Centrums  C^  ergiebt. 


*)  Der  Einfachheit  halber  haben  wir  die  Anordnung  der  festen  Ecken  auf 
dem  Rande  des  Polygons  der  Fig.  57  gerade  so  angenommen  wie  in  Fig.  53. 
Thatsächlich  werden  wir  gleich  sehen  und  später  aufklären,  dass  bei  stetiger 
Überführung  der  in  den  Figuren  53  bis  56  gedachten  Polygone  in  das  Achteck 
der  Fig.  57  zwischendurch  ein  Typenwechsel  mit  Eckenumordnimg  eintritt. 
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Fig.  59. 


Wie  man  sieht,  sind  wir  hier  (vergl.  die  letzte  Fussnote)  zu  einer 
anderen  Anordnung  der  Ecken  e.^,  e.^,  e^  gelangt,  als  in  Fig.  56.  Bei 
stetigem  Übergang  zu  Fig.  57  würde  demnach  eine  abgeänderte  Ecken- 
anorduung  herausgekommen  sein.  Indem  wir  zur  ursprünglichen  An- 
ordnung zurückgehen,  hat  unser  Sechs- 
eck die  in  Fig.  59  skizzierte  Gestalt. 
Wir  stellen  gleich  noch  fest:  Das 
Centrum  C^  liegt  im  Innern  des  Drei- 
ecks e^e^e^,  kann  nur  dann  in  eine 
Ecke  desselben  treten,  falls  der  sym- 
metrische Fall  vorliegt,  und  ist  übrigens 
niemals  auf  einer  Seite  des  Dreiecks 
gelegen.  In  der  That  sind  ja  die  drei 
Geraden  C^Cg,  C-^^e^,  C^e^  die  drei  in- 
äquivalenten Seiten  im  Bereichnetze 
der  Q^,  Q^,  Q^',  . . .,  welche  am  Punkte 
C'i  concave  Winkel  bilden.    Der  Grenz- 

faU,  dass  einer  dieser  Winkel,  z.  B.  <^  e^C^e^  gleich  %  wird,  wobei  C^  auf 
die  Seite  e^e^  treten  würde,  ist  ausgeschlossen.  Die  Gerade  C\e^  geht 
nämlich  durch  Spiegelung  an  C^e^  in  C^e^',  durch  Spiegelung  an  C^^e^ 
in  C^e]"  über,  so  dass  im  Grenzfalle  -^  e^C-^^e^=  n  die  Geraden  C^e/ 
und  C^e^'  conicidieren.  Es  würde  demnach  eine  Ausartung  durch  Zu- 
sammenfall fester  Ecken  (e^  und  e^  eintreten,  welche  zunächst  aus- 
geschlossen bleibt,  aber  allerdings  unten  besonders  zu  betrachten  ist. 
Der  andere  Theil  unserer  Behauptung,  dass  beim  Verschwinden  einer 
der  Seiten  C^e^,  C^e^,  C^e^  der  symmetrische  Fall  vorliegt,  ist  oben 
schon  bewiesen. 

Durch  die  drei  Diagonalen  c^e^,  e^e^,  e^e^  wird  das  Sechseck  in 
vier  Dreiecke  zerlegt.  Denken  wir  die  gleiche  Einteilung  in  allen 
Sechsecken  des  Netzes  vollzogen,  so  entspringt  ein  Dreiecksnetz,  welches 
wir  mit  N^  bezeichnen  wollen,  und  welches  nach  Bevoi'zugung  der 
Ecke  e^  jedenfalls  eindeutig  bestimmt  ist.  Es  besteht  nun  die  wichtige 
Thatsache:  Das  Dreiecksnets  X^  ist  für  unsere  unsymmetrische  Gruppe  F 
überJiaupt  eindeutig  bestimmt.  Man  kann  nämlich  das  Netz  iVg  von  den 
Bereichen  Q^,  Qi,  .  .  ■  aus  dadurch  entstehen  lassen,  dass  man  das 
Centrum  e^^  des  einzelnen  Bereiches  Q  mit  den  festen  Ecken  gerad- 
linig verbindet  und  ausserdem  je  zwei  auf  dem  Rande  von  Q  auf  ein- 
ander folgende  feste  Ecken  durch  eine  Diagonale  verbindet  (siehe  auch 
Fig.  57).  Nun  lasse  man  das  Centrum  C  von  C^  geradlinig  nach  e^ 
wandern.  Das  Normalpolygon  wird  die  Ecke  e/'  verlieren,  aber  e^ 
und  e^'  behalten,  auch  die  Ecke  e^,  welche  jetzt  dem  Centrum  ja  noch 
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näher  liegt.  Wir  erhalten  demnach  als  Specialtypus  ein  Achteck  der 
Fig.  54,  wobei  sogar  die  Bezeichnungen  der  Ecken  und  Erzeugenden 
genau  zutreffen.  Beim  Wandern  des  Centrums  C  bis  e^  können  die 
beiden  durch  Fg  einander  zugeordneten  Seiten  nicht  verschwinden,  da 
das  Polygon  nicht  an  einen  dritten  mit  Cj,  (?/  äquivalenten  Punkt 
herangelangen  kann.  Aber  auch  die  durch  V^  und  durch  J\  einander 
zugeordneten  Seiten  können  nicht  verschwinden,  da  der  symmetrische 
Fall  (cf.  Fig.  55)   ausgeschlossen   ist.     Am  Schlüsse   erhalten   wir   das 

Achteck  der  Fig.  60,  dessen  Ecken 
Cj,  Cg,  e^',  gg,  e^  genau  dieselben 
Punkte  sind,  die  in  Fig.  59  diese 
Bezeichnungen  tragen.  Aber  das 
Achteck  der  Fig.  GO  ist  ein  Aus- 
schnitt aus  dem  zum  Centrum  C  =  e=^ 
gehörenden  Bereiche  Q^.  Ziehen 
wir  in  ihm  vom  Centrum  e^  die 
Strahlen  e^e^',  e^e^,  e^e^,  e^e^,  sowie 
die  Diagonalen  e/ßg,  e^e^,  e^e^  auf 
einander  folgender  fester  Ecken, 
so  gelangen  wir  zum  zugehörigen 
Dreiecksnetze.  Aber  die  gezogenen  Linien  sind  in  der  That  eben  jene, 
welche  uns  in  Fig.  59  unser  erstes  Dreiecksnetz  X^  lieferten. 

Auf  Grund  der  eindeutigen  Bestimmtheit  des  Dreiecksnetzes  N^ 
überwinden  wir  die  Unsymmetrie,  welche  der  bisherigen  Betrachtung 
durch  Bevorzugung  der  Ecke  e^  anhaftet.  Im  Netze  N^  giebt  es  vier 
inäquivalente  Di-eiecke;  und  wir  erhalten  allemal  vier  solche,  wenn  wir 
das  einzelne  Dreieck  mit  den  vier  Nachbardreiecken  umlagern.  Dies 
ist  in  vier  inäquivalenten  Arten  möglich:  Wir  geivinnen  die  vier  ver- 
schiedenen bei  unserer  „unsymmetrischen^^  Gruppe  F  existierenden  Xortnal- 
sechsecke,  ivie  sie  den  Bevorzugungen  der  Eclcen  e^,  e^,  e^,  e^  entsprechen. 
Die  vier  zugehörigen  Centren  mögen  C^,  C^,  O3,  C^  heissen;  das 
einzelne  Centrum  C-  gehört  dem  innern  Dreiecke  seines  Sechseckes  an. 
In  Fig.  61  ist  das  einzelne  Centrum  mit  den  Ecken  seines  Dreiecks 
durch  stark  markierte  Linien  verbunden;  man  denke  die  gleiche  Cou- 
struction  in  allen  übrigen  Dreiecken  des  Netzes  X^  ausgeführt:  Man 
geivinnt  ein  unserer  ,,un symmetrischen^'  Gruppe  F  eindeutig  zugehöriges 
Vierechsnetz  N^,  das  das  JErgehiiss  der  Überlagerung  edler  vier  zu  den 
Ecken  e^  gehörenden  Netze  der  Bereiche  Q^,  Q-,  Q",  .  . .  darstellt.  Nach 
pg.  309  bezeichnen  wir  diese  Vierecke  als  „natürliche  Elementarbereiche".*) 


Fig.  60. 


*)  Hierbei  iet  zu  bemerken,   dass  wir  im  Texte  solche  Übergangstypen,  bei 
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Sechs  inäquivalente  unter  ihtien  (cf.  Fig.  61)  setzen  einen  „natürlichen" 
Discontinuitätsbercich  für  F  susammen.  Bei  Zusammeubieo-uno-  der  auf 
einauder  bezogenen  Seiten  gewinnt  der  letztere  die  Gestalt  eines  Hexa- 
eders, dessen  sechs  Flächen  die  sechs  natürlichen  Elementarbereiche 
sind,  während  die  acht  Ecken,  welche 
durch  die  beiden  eingeschriebenen 
Tetraeder  in  zwei  Quadrupel  zerfallen, 
dieser  Teilung  entsprechend  die  vier 
Ecken  €^,e.2,  e^,  e^  und  die  vier  Centren 
Cj,  Cg,  Cg,  G^  liefern. 

Bewegt  sich  C  im  Innern  eines 
der  sechs  Vierecke,  so  hat  das  Poly- 
gon entweder  den  allgemeinen  Typus 
Fig.  53,  pg.  337,  oder  es  tritt  Typen- 
wechsel vermöge  Verschwindens  der 
durch  die  fünfte  Erzeugende  Y^  ein- 
ander zugeordneten  Seiten  auf,  ohne 
dass    die    vier   Erzeugenden   V^,   V^, 

F3,  F4  verändert  werden.  Nun  stellen  wir  aber  aus  dem  Normal- 
polygon der  Fig.  53  ein  lianonisches  Achteck  dadurch  her,  dass  wir 
etwa  auf  der  au  F5  beteiligten  Seite  es'"  eine  zufällige  Ecke  «^  will- 
kürlich fixieren,  der  sich  dann  die  weiteren  drei  Ecken  £s=F^{£4^)^ 
s^^Fsi^s),  ^1=^2(^2)  anreihen.  Dies  kanonische  Achteck  hat  dann 
nur  noch  unsere  eben  mit  F^,  Fg,  Fg,  T"^  bezeichneten  Erzeugenden. 
Die  so  zu  gewinnenden  kanonischen  Achtecke  soUen  nun  als  „redu- 
cierte"  Polygone  gewählt  werden:  Den  sechs  natürlichen  Elementar- 
lereichen (Flächen  des  obigen  Hexaeders)  entsprechend  gewinnen  ivir  für 
die  vorgelegte  unsymmetrische  Gruppe  F  insgesamnit  „sechs^'  reducierte 
Polygone. 

Man  erinnere  sich  nun,  dass  in  der  Theorie  der  kanonischen 
Polygone  (cf.  I  pg.  299  ff.)  keine  der  unterschiedenen  Anordnungen  der 
festen  Ecken  e^,  e.2,  ...  auf  dem  Polygonrande  vor  den  übrigen  aus- 
gezeichnet war.  Da  in  unserem  Falle  vier  einen  Cyclus  bildende  Ecken 
vorliegen,  so  sind  combinatorisch  gerade  3!  =  6  Anordnungen  möglich: 
Unsere  sechs  Flächen  des  Hexaeders  der  natürlichen  Elementarbereiche 
liefern  gerade   die   sechs   verschiedenen   combinatorisch  möglichen  EcJcen- 

denen  die  beiden  durch  V^  verbundenen  Seiten  (cf.  Fig.  5:i,  pg.  337)  verschwinden 
und  also  ein  viergliedriger  Cyclus  zufälliger  Ecken  auftritt,  als  unwesentlich 
gegenüber  den  Umordnungen  der  festen  Ecken  bei  Seite  gelassen  haben.  Bei 
Hinzunahme  jener  Übergangstypen  würde  noch  eine  Untertheilung  der  Vierecke 
des  Textes  durch  gewisse  Curven  dritter  Ordnung  eintreten  (cf.  I  pg.  251  ff.). 
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anordnungen,  so  dass  uir  für  jede  Anordnung  ein  und  nur  ein  redu- 
ciertes  Achteck  geninnen.  In  der  That  lehrt  uns  Fig.  61  folgendes  Ent- 
sprechen der  Vierecke  und  der  Eckenanordnungen: 


Viereck 


^2  ^  1  ^4  ^3 

e^a{e^",e,')a 

e^C^iei",eJ  C^ 
e^G^e^C^ 


Eckenanordnune: 


n>   ^2>  "^3;  ^4 

^4  >   ^3  ^  ^2  '  ^1 

^17   ^3;  ^4'  ^2 

^2»   ^4>  ^3'  ^1 

^1>   ^4>  ^2)  ^3 

^3>   ^2'  ^47  ^1 


Man  stellt  dies  am  einfachsten  in  der  Weise  fest,  dass  man  im  einzelnen 
Viereck  die  eine  Diagonale  fixiert,  welche  Seite  im  Dreiecksnetze  N^ 
ist,  und  die  beiden  anliegenden  Dreiecke  zu  einem  Vierecke  zusammen- 
ordnet. Dies  ist  dann  jedesmal  das  dem  zugehörigen  kanonischen 
Achteck  eingeschriebene  Viereck  der  festen  Ecken. 

Wir  ziehen  noch  die  Folgerung:  Gegenflächen  des  Hexaeders  der 
natürlichen  Elementarhereiche  liefern  allemal  zivei  reducierte  AchtecJce  mit 
entgegengesetzter  Echenanordnung.  Zwei  solche  kanonische  Achtecke 
nennen  wir  nach  I  pg.  306  einander  ..conjugiert".  Ihre  Herstellung  aus 
einander,  bezw.  aus  einem  zugehörigen  ..DoppelvierecJc"  (cf.  Fig.  102  in 
1  pg.  305j  ist  daselbst  näher  besprochen. 

Um  die  symmetrischen  Fälle  einzuordnen,  nehme  man  an,  dass  das 
Centrum  G^  in  die  Ecke  e^  des  Sechsecks  Fig.  61  rückt.  Da  G^e^  den 
Sechseckwinkel  bei  e^  halbiert,  so  ist  im  fraglichen  FaUe: 

Da  nun  andrerseits  ■<  G^e^e^  gleich  der  Summe  der  Winkel  «^  ^^369^1 
und  <Ce/e2^3  ist  (insofern  doch  auch  C^e.2  den  Winkel  bei  e,  i^i  zu- 
gehörigen Sechseck  halbieii),  so  folgt  in  unserem  Falle,  dass  e^G^  auf 
e^e^  und  also  G^  in  e^  fällt*).     Ferner  gilt  (s.  auch  Fig.  59,  pg.  341): 

«^  e, C^e^  =  <^  e^'C^e^  +  <:  e,"G^e^ 

in  jedem  FaUe.     Also  ergiebt  sich  für  G^  =  e^  insbesondere: 

^  ^2  fg  e^  =  <^  e/gg  63  -f  «^  e/Vg  64 . 

*)  Dem  Einwurf,  ob  vielleicht  Cg  in  die  andere  Ecke  e^  der  Seite  e^e^  falle, 
begegnet  man  durch  Betrachtung  der  Ecke  e^,  wo  man  e^  Cj  auf  der  Seite  e^e^ 
gelegen  findet. 
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Da  andrerseits:         ^  c,e,e,  =  ^  C,e,e,'  +  ^  e,'\e, 
gilt,    so    fällt   e.^C^  notwendig   auf  e^e^,    und    man    findet    durch   Fort- 
setzung der  Überlegung,  dass  Q  nach  e^  rückt,  C.^  aber  nach  e^. 

Das  Hexaeder  der  natürlichen  Elementarbereiche  artet  in  der 
Weise  aus,  dass  nur  zwei  Gegenflächen  erhalten  bleiben,  während  sich 
die  anderen  vier  auf  Gerade  (gemeinsame  Seiten  jener  beiden  Gegen- 
flächen) zusammenziehen:  Das  Net2  X^  enthält  nur  noch  zivei  inäqui- 
valente und  ztvar  einander  symmetrische  Vierecke;  es  stellt  unmittelbar 
das  regulär-symmetrische  Vierecknetz  der  Gruppe  zweiter  Art  F  dar,  welche 
aus  der  gegennärtig  ericeiterungsfähigen  Gruppe  F  entspringt. 

Den  drei  Paaren  von  Gegenflächen  des  Hexaeders  entsprechend 
haben  wir  drei  Arten  solcher  symmetrischer  Gruppen.  Wir  stellen  für 
diese  drei  Fälle  gleich  tabellarisch  die  Eckencoincidenzen  am  Hexaeder 
und  die  Eckenanordnungen  je  an  den  beiden  symmetrischen  Elementar- 
vierecken zusammen: 


Coincidenzen 

Eckenanordnungen 

Ci  =  ^3,  Cg  =  e^  ,  Cg  =  e,,  C^  =  e^ 

(^j ,  €2,  63,  e^)  [e^,  63,  ^2,  e^j 

iy-^  =  c^,  U2  =  e^  j  O3  =  60 ,  u^  =  e^ 

\ßl7   ^3>   ^4)   ^2/    \ß2'  ^4'   ^3'   ^1/ 

C,  =  e„  a,  ==  e^",  C3  =  e^,  C^  =  e^ 

\^IJ    ^47   ^2'   ^3)    (^3'   ^2'    ^4'   ^1) 

Übrigens  sind  hiermit  die  symmetrischen  Fälle  auch  sämmtlich  er- 
scliöpft.  Geht  man  nämlich  von  einem  regulär-symmetrischen  Vierecks- 
netze aus  und  wählt  C  auf  der  Grenze  zweier  benachbarten  und  also 
einander  symmetrischen  Vierecke,  so  hat  das  zugehörige  Normalpolygon 
die  Gestalt  der  Fig.  55,  pg.  338,  und  liefert  also  das  aus  jenen  beiden 
Vierecken  bestehende  Doppelviereck.  Hieraus  folgert  man  ohne  Mühe, 
dass  das  zugehörige  Netz  N^  eben  das  vorgelegte  regulär-symmetrische 
Vierecksnetz  ist,  womit  unsere  Behauptung  erwiesen  ist. 

Im  symmetrischen  Specialfalle  ist  die  Stellung  der  beiden  reducierten 
Polygone  unter  allen  unendlich  vielen  kanonischen  Achtecken  der 
Gruppe  F  leicht  characterisiert.  Die  reducierten  Achtecke  sind  eben  jene, 
bei  denen  die  eingeschriebenen  Vierecke  der  festen  Ecken  die  beiden  sym- 
metrischen Flementarvierecke  des  regulär-symmetrischen  Netzes  bilden. 

Liegt  dieser  Specialfall  nicht  vor,  so  müssen  wir,  ehe  wir  bei  der 
vorliegenden  Gruppe  F  das  reducierte  Achteck  der  einzelneu  Ecken- 
anordnung vor  den  unendlich  vielen  weiteren  kanonischen  Achtecken 
der  gleichen  Eckenanordnung  auszeichnen,  vorher  erst  noch  auf  eine 
merkwürdige  Unsymmetrie  unserer  Untersuchung  aufmerksam  machen. 
Als  Beispiel  wählen  wir  die  Anordnung  e^,  e^,  e^,  e^  und  schliessen  die 
Untersuchung  an  Fig.  61,  pg.  342,  an.    Das  reducierte  Achteck  hat  die 
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in  dieser  Figur  mit  ßi,  €2,  e^,  e^  bezeichneten  festen  Ecken.  Zeichnen  wir 
das  eingeschriebene  Viereck  dieser  Ecken,  wiederholen  die  gleiche  Con- 
struction  in  allen  Achtecken  des  zugehörigen  Netzes  und  denken  alle 
übrigen  Linien  ausgelöscht,  so  restiert  nach  I  pg.  299  fF.  ein  Viereck- 
netz, in  dem  irgend  zwei  neben  einander  liegende  Vierecke  einen  Dis- 
continuitätsbereich  von  F  in  Gestalt  eines  unsymmetrischen  Doppel- 
vierecks liefern.  Wir  wählen  etwa  das  der  Fig.  61  entnommene  Viereck 
6^^2636^,  welches  wir  kurz  P  nennen  wollen,  und  das  längs  e»e^  benach- 
barte etwa  P  zu  nennende  Viereck,  das  als  Ecken  die  Punkte  e^e^e^ 
und  einen  mit  e^  äquivalenten  Punkt  e/  hat. 

Wollen  ^vir  nun  von  diesem  Vierecknetze  zu  dem  oben  mit  X3 
bezeichneten,  unserer  Gruppe  F  eindeutig  zugehörenden  Dreiecknetze 
gelangen,  so  müssen  wir  in  P  die  Diagonale  e^e^  und  also  nicht  die 
andere  Diagonale,  in  P  aber  die  Diagonale  e^'e^  und  eben  nicht  e,^e^ 
ziehen.  Man  spiegele  nun  das  ganze  Netz  an  der  durch  e.,  und  e^  hin- 
durchlaufenden Geraden,  wodurch  P  in  ein  Viereck  P'  übergehen  möge, 
P  aber  in  ein  Viereck  P'  der  Eckenanordnung  e^,  e.^,  63,  e^,  während  F 
in  eine  Gruppe  F  transformiert  wird,  welche  unserem  früheren  Grund- 
satze ( cf.  Fussnote  pg.  329)  gemäss  als  von  F  wesentlich  verschieden  gilt. 
Beim  neuen  Vierecknetze  haben  wir  nun  zur  Herstellung  des  Dreiecknetzes 
N^  im  Viereck  P'  der  Anordnung  Cj,  e^,  f'3,  e^  die  Diagonale  e^e.^  und 
nicht  mehr  e^i\  zu  ziehen  und  natürlich  in  P'  gleichfalls  die  andere 
Diagonale  e.^e^.  Xach  Ausschluss  des  symmetrischen  Falles  haben  wir 
sonach  zivei  Arten  von  reducierten  Achtecken  (und  damit  von  Gruppen  F), 
je  nachdem  im  eingeschriebenen  Viereck  der  festen  Ecken  die  eine  oder 
die  andere  Diagonale  mm  Netze  N^  hinfuhrt. 

Jedes  der  unendlich  vielen  kanonischen  Achtecknetze  vorgeschrie- 
bener Eckenanordnung,  welche  bei  der  Gruppe  F  existieren,  liefert  ein 
zugehöriges  Netz  von  Doppelvierecken.  Jedes  solche  Netz  liefert  zwei 
Dreiecknetze  je  nach  Auswahl  der  Diagonalenpaare  im  einzelnen  Doppel- 
viereck. Endlich  können  wir  in  jedem  solchen  Dreiecknetze  genau  wie 
oben  im  Netze  A'g  auf  vier  Weisen  ein  Sechseck  herstellen  mit  einem 
dreigliedrigen  Cyclus  fester  Ecken  e-,  e/,  e."  und  den  drei  weiteren 
festen  Ecken  e^,  e^,  e^.  Treffen  sich  alsdann  die  drei  Halbierungslinien 
der  Sechseckivinkel  an  den  Ecken  e^,  e^,  e^  in  einem  „inneren"  Funkte  C^ 
des  mittleren  Dreiecks,  so  ivar  es  das  reducierte  Achteck,  von  dem  ivir 
ausgingen;  denn  man  erkennt  im  Sechseck  nach  einer  wiederholt  voll- 
zogenen Schlussweise*)  das  Normalpolygon  des  Centrums  G^.    In  allen 


*)  Auf  Grund  des  Princips,  dass  ein  Normalpolygon  des  Centrums  C  der  ge- 
meinsame Bestandtheil  aller  Normalbereiche  des  Centrums  C  der  in  der  Gruppe 
enthaltenen  cyclischen  Untergruppen  ist. 
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Übrigen  Fällen  Jcönnen  sich  somit  jene  drei  Winkelhalbierenden  eben  nicht 
in  einem  intieren  Punkte  des  mittleren  Dreiecks  treffen. 

§  15.    Die  beim  Character  (0,  4)  auftretenden  Fläclien 
dritten  Grades  Og. 

Die  invariante  Darstellung  der  Polygoncontinua  vom  Character  (0, 4) 
wurde  in  §§  3  und  5  (pg.  291  ff.)  gegeben.  Es  war  dabei  einer  unter 
den  sechs  Eckenanordnungen  von  vornherein  der  Vorzug  gegeben.  Wir 
schliessen  uns  hier  an  die  Darstellung  des  §  5  an,  so  dass  wir  neben 
den  Eckeninvarianten  j^,  j^,  j^,  j^  die  vier  Transversalinvarianten: 

zuvörderst  neben  einander  gebrauchen.     Zur  Abkürzung  schreiben  wir: 

J  =  JJshJi  +  Ji^  +  is"  +  h^  +  Ji  -  4, 
Ji  =  kh  +  hh,     J^  =  hh  +  hh  y     Jz  =  h  h  +  hh , 
so  dass  sich  die  beiden  Relationen  (3)  pg.  297  umschreiben  in: 


(2)  ,  .... 

Jx'iJii  "l~  .^13  +  ^4  —  t^2  ^  ^  • 

Da  die  Werte  der  Eckeninvarianten  den  Bedingungen  (1)  pg.  296 
unterworfen  sind,  so  folgert  man  für  die  Werte  J,  J^,  Jg,  J^  die  Be- 
dingungen: 

(3)  ^^-3,     J,>0,     Jo^O,     ^3^0. 

Die  Werte  «7=  —  3,  t7j  =  Jg  =  ^3  =  0  werden  in  der  That  bei  der 
Signatur  (0,  4;  2,  2,  2,  3)  erreicht*).  Die  Werte  der  Transversal- 
invarianten sind  sämmtlich  <  —  2. 

Aus  den  beiden  Relationen  (2)  können  wir  entweder  j^^  oder  j^^ 
eliminieren.  Im  ersten  Falle  haben  wir  alsdann  an  Transversalinvari- 
anten noch  die  drei  Js^i^Ji^),  j^y  J03  und  schreiben  zur  Einführung 
einer  schon  pg.  298  vorbereiteten  geometrischen  Sprechweise: 

(A)  hi'-J^'J-2z'-  —  ^=x-y-2-t- 

Im  zweiten  Falle  haben  wir  die  drei  Transversalinvarianten  j-i^^i^^hd) 

Jn>  J23  ^cl  setzen: 

(5)  j,2  ■  ii3  ■  iss  ■■  —  'i-=x:y':z:t'. 

Diese   beiden   Möglichkeiten    entsprechen    den   beiden  Arten,    das   dem 

kanonischen  Achteck   eingeschriebene  Viereck   der   festen  Ecken  e^,  Cg, 

'*)  Die  Signatur  (0,  4;  2,  2,  2,  2;  bleibt  ausgeschlossen,  da  sie  zu  den  para- 
bolischen Rotationsgruppen  (Gruppen  der  doppeltperiodischen  Functionen)  hinführt. 
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63,  e^  entweder  durch  die  eine  oder  die  andere  Diagonale  in  zwei  Drei- 
ecke zu  zerlegen.     Wir  kommen  hierauf  später  zurück*). 

Deuten  wir  die  x,  y,  z,  t  als  homogene  Raumcoordiaaten,  so  be- 
finden wir  uns  wegen  jji<  —  2  sogleich  wieder  in  dem  bereits  pg.  320 
eingeführten,  durch  die  vier  Ebenen  (6)  pg.  320  eingegrenzten  Tetra- 
eder T.  Das  einzelne  Polygon  ist  alsdann  (abgesehen  von  den  Ecken- 
invarianten,  die  besonders  gegeben  werden  müssen)  dargestellt  ent- 
weder durch  den  Punkt  (a;,  ?/,  z,  t)  oder  den  Punkt  (x\  y',  /,  t'),  von 
denen  der  zweite  aus  dem  ersten  nach  (4),  (5)  und  der  zweiten  Relation 
(2)  durch  die  Transformation: 

(6)  x  :  ij  :  z  :  t'  =  xt :  (xz  —  yt  —  J^t')  :  zt :  f 

hervorgeht.  Diese  Transformation,  welche  S^  heissen  soll,  erweist  sich 
als  eine  solche  von  der  Periode  2,  wie  man  leicht  durch  Rechnung 
zeigt;  sie  transformiert  also  umgekehrt  den  Punkt  (x',  y',  z',  t')  in 
{x,  y,  z,  t). 

Gehen  wir  vom  einzelnen  Polygon  zum  zugehörigen  Polygou- 
continuum,  so  wollen  wir,  falls  letzteres  mehr  als  zwei  Dimensionen 
hat,  d.  h.  falls  mindestens  eine  Eckeninvariante  j^^2  und  also  variabel 
ist,  die  Eckeninvarianten  j^,  j.^,  j^,  j^  zuvörderst  festhalten,  womit  aus 
dem  mehrdimensionalen  Continuum  ein  ziveidimensionales  ausgeschnitten 
wird.  Dieses  Vorgehen  ist  (genau  wie  oben,  pg.  324)  dadurch  zu  recht- 
fertigen, dass  die  Eckeninvarianten  gegenüber  den  Transformationen 
der  Modulgruppe  nur  Permutationen  erfahren,  und  dass  demnach  die- 
jenigen Transformationen  der  Modulgruppe,  welche  die  Eckenanordnung 
invariant  lassen  und  also  das  Polygoncontinuum  in  sich  transformieren, 
zugleich  die  Werte  der  Eckeninvarianten  unverändert  lassen. 

Nach  diesen  Festsetzungen  sind  nur  noch  die  Transversalinvari- 
anten und  also  die  Coordinaten  x,  y,  z,  t  bezw.  x',  y',  z',  t'  variabel. 
Dabei  sind  die  x,  y,  z,  t,  ivie  man  durch  Elimination  von  j,^  aus  den 
JRelationen  (2)  findet,  an  einander  gebunden  durch  die  Relation: 

(T)  {x^+y'+z')t  -  xyz-{-  {J,x  +  J,y  4-  J.z^- -i- Jt'=  0, 

und  man  zeigt  durch  Elimination  von  j^^  aus  den  Relationen  (2),  dass 
genau  die  gleiche  Relation  auch  für  die  Coordinaten  x,  y',  z,  t'  giätig  ist. 
Durch  die  Relation  (7)  wird  eine  Fläche  dritten  Grades  dargestellt; 
wie  oben  (pg.  320)  wollen  wir  denjenigen  Theil  dieser  Fläche,  welcher 
den  Werthen  der  Transversalinvarianten  entsprechend  für  uns  in  Be- 
tracht  kommt,   durch    0^    bezeichnen.     Da    die  Punkte  {x,  y,  z,  t)  und 


*)    Man  beachte,  dass*  dem  Dreieck  e,,e^,e^   die  Auswahl  jg^ ,  j^^  1  is 3  ^^^' 
spricht,  ebenso  dem  Dreieck  gj,  Cj,  e^  die  Auswahl  j^^,  j^,,  j^^. 
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(x',  y',  /;  t'),  wie  wir  sahen,  beide  auf  der  Fläche  Og  liegen,  so  finden 
wir  sofort:  Die  FlächenscJiaJe  Og  geht  durch  die  unter  (6)  gegebene 
Transformation  S^  in  sich  selbst  iiher.  Um  die  Punkte  der  0^  zu  be- 
stimmen, welche  bei  der  Transformation  S^  sich  selbst  entsprechen, 
trage  man  in  (6)  linker  Hand  x,  y,  s,  t  für  x,  y ,  z,  t'  ein  und  findet: 
Gegenüber  S^  bleiben  auf  der  FJächcnschale  Og  die  Punkte  derjenigen 
Curve  unverändert,  ivelche  durch  die  Fläche  zweiten  Grades: 

(8)  xz-2yt-J,f-=0 

ausgeschnitten  iverden.  Wir  wollen  diese  Fläche  wieder  Hyperboloid 
nennen  und  mit  Hc,  bezeichnen;  die  ausgeschnittene  Curve,  deren  Ge- 
stalt wir  bald  näher  kennen  lernen,  heisse  K^. 

Die  Analogie  dieser  Ergebnisse  zu  denen  in  §  11,  pg.  319  ff.,  liegt 
auf  der  Hand.  Dieselbe  ist  begründet  durch  den  Umstand,  dass  sich 
die  damalige  Untersuchung,  als  den  Character  (1,  1)  oder  (was  auf 
dasselbe  hinausläuft)  die  Signatur  (0,  4;  2,  2,  2,  2^)  bezw.  (0,  4;  2, 
2,  2)  betreffend,  den  gegenwärtigen  Entwicklungen  als  einfachster 
Specialfall  einordnet.  Wir  werden  demnach  hier  auch  weiterhin  den 
damaligen  ähnliche  Ergebnisse  erwarten. 

Man  wolle  sich  den  Verlauf  der  Fläche  dritten  Grades  (7)  im 
Tetraeder  T  wieder  in  der  Weise  klar  machen,  dass  man  dieselbe 
mit  den  Ebenen  des  Büschels: 

x-2U  =  0,     2=  1,  .  .  .,  +  oo 

schneidet.  Die  einzelne  dieser  Ebenen  liefert  als  Schnitt,  abgesehen 
von  der  Tetraederkante  ^  =  0,  x  =  0,  die  Curve  zweiten  Grades: 

(9)       r  -  2^y^  +  -^^  +  {J^y  +  ^3^)^  +  (4>i'+  2xj^-^j)t^=o. 

Um  den  Verlauf  dieser  Curve  darzulegen,  können  wir  Fig.  44,  pg.  320, 
mit  unwesentlichen  Abänderungen  wieder  heranziehen*).  Wir  finden: 
Die  Curve  (9)  schneidet  die  Gerade  CD  (der  Fig.  44)  von  der  Glei- 
chung if  =  0  in  den  beiden  bezüglich  der  Mitte  y  =  z  symmetrischeA 
Punkten: 

welche  in  der  Figur  mit  A^  und  A.,  bezeichnet  sind.  Die  beiden 
Tangenten    unserer    Curve     in     diesen    Punkten    treffen    sich    freilich 


*)  Jedoch  sind  in  der  fraglichen  Figur  die  Coordinaten  x,  y,  z  in  der  Art 
cyclisch  zu  permutieren,  dass  y  an  Stelle  von  x  u.  s.  w.  tritt;  wir  haben  im  Texte 
das  Büschel  x—2U  =  0,  und  nicht  wie  a.  a.  0.  das  Ebenenbüschel  2  — 2^,^  =  0 
bevorzugt,  und  zwar  aus  einem  unten  hervortretenden  Grunde. 

23* 
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nicht  mehr  im  Punkte  F  der  Coordinaten  y  =  0,  2  =  0,  sondern  im 
Pnnkte: 

Der  Durchschnitt  des  Tetraeders  T  mit  der  Ebene  x  —  2Xt  =  0  ist  das 
Dreieck  CDE  der  Fig.  44,  eingeschlossen  durch  die  Geraden  ^  =  0, 
y  —  2^  =  0,  z  —  2t  =  0.  Innerhalb  dieses  Dreiecks  verläuft  die  Curve 
(9),  wie  Fig.  44  darlegt,  d.  h.  vor  allem:  Die  Curve  erreicht  die  Seiten 
GE  und  DE  nicht.  Setzen  wir  nämlich  etwa  der  Seite  CE  ent- 
sprechend y  =  2t  in  (9)  ein,  so  folgt: 

(^ - 2;j)- +  Jg^r^  +  (2/lJi+ 2 J2+ J"+ 4)^2 _  0, 

eine  Gleichung,  die  mit  Rücksicht  auf  die  positiven  Werte  X  und  die 
Ungleichungen  (3)  durch  keinen  positiven  Quotienten  2 :  t  erfüllbar  ist. 
Genau  wir  oben  (pg.  321)  zieht  sich  übrigens  unsere  Curve  (9)  für 
den  einen  Grenzwert  A  =  1  auf  den  Mittelpunkt  y  =  z  der  Geraden 
^  =  0  zusammen,  während  sie  für  den  anderen  Grenzwert  A  =  00  in 
das  Geradenpaar  yz  =  0  der  Ebene  ^  =  0  ausartet. 

Genau  analoge  Ergebnisse  finden  wir,  wenn  wir  die  Fläche  dritten 
Grades  mit  den  beiden  anderen  Ebenenbüscheln  schneiden,  welche  die 
Kanten  y  =  0,  t  =  0  und  z  =  0,  t  =  0  des  Tetraeders  T  zu  Axen 
haben.  Wir  gelangen  wieder  zu  demselben  anschaulichen  Bilde  über 
den  Verlauf  der  Fläche  wie  pg.  321:  Der  dem  Tetraeder  T  angehörende 
Theil  unserer  Fläche  dritten  Grades  ist  eitle  in  den  Hand  der  Seiten- 
fläche t  =  0  des  Tetraeders  eingespannte,  sacJcartig  im  Innern  von  T 
hängende  Fläche,  ivelche  als  solche  einen  einfach  zusammenhängenden  Be- 
reich darstellt.  Man  vergl.  die  Andeutungen  der  Fig.  45,  pg.  323,  wobei 
jedoch  zu  beachten  ist,  dass  die  Symmetrien  an  den  Ebenen  x  =  y, 
y  =^  z,  z  =  X  jetzt  in  Fortfall  kommen.  Auf  den  Verlauf  der  Curven 
-S"i,  K.2,  K^  werden  wir  gleich  ausführlich  zurückkommen. 

Es  ist  nun  bislang  noch  nicht  ausdrücklich  bewiesen,  dass  dieser 
ganze  Bereich  (und  nicht  etwa  ein  TJieil  desselben)  das  Bild  des  Polygon- 
continuums  ist.  Um  diesen  Beweis  jetzt  nachzuholen,  bedienen  wir  uns 
zur  Einführung  der  Fläche  dritten  Grades  der  Proportion  (5),  weil 
diese  Annahme  den  Gleichungen  des  §  5,  pg.  296  ff.  zu  Grunde  lag. 
Das  Polygoncontinuum  von  gegebenen  Eckeninvarianten  war  daselbst 
zunächst  durch  das  Quadrat  0<f5<l,  0  <,t^<il  dargestellt;  die  Ab- 
bildung dieser  Quadratfläche  auf  die  Fläche  di'itten  Grades  wurde  durch 
die  Formeln  (10)  und  (11)  pg.  299  geleistet.    Die  Eigenart  dieser  Ab- 


*)    Mittelpunkt    der  Hyperbel   (9) ,    welche   nach   der  Substitution  ^  =  1   bei 
rechtwinkligen  Coordinaten  y,  z  vorliegt. 
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bildung  ist  jetzt  leicht  dargethan.  Legen  wir  durcli  das  Quadrat  die 
Transversale  ^5  =  itt,  wo  ^  irgend  ein  Werth  zwischen  0  und  1  ist,  so 
entspricht  dem,  falls  wir  (1— ^)~^=  X  setzen,  für  unsere  jetzigen  homo- 
genen Coordinaten  die  Vorschrift  x  —  21t  =  0,  d.h.  die  Transversale 
findet  ihr  Abbild  auf  der  Curve  (9).  Wir  beschreiben  nun  die  Trans- 
versale vollständig,  wenn  wir  t^  von  0  bis  1,  also  t  (cf.  (10)  pg.  299) 
von  0  bis  ex»  wandern  lassen.  Hierbei  aber  beschreibt  der  aus  den 
umgerechneten  Gleichungen  (11)  pg.  299: 

4  (4A2-4)  =  2Jo  +  2A/3  +  Jao/34  ((^'+T-2)A  +  (r2_^-2)y72^ri  j^ 

t 

\  (42^-4)  =  2XJ,+  2J,  +  {r'+t-')  J,,Ju 

zu  bestimmende  Punkt  y  :  z  :  t,  wie  man  leicht  feststellt,  gerade  einfach 
und  vollständig  den  im  Tetraeder  T  gelegenen  Theil  unserer  Curve  (9). 
Man  hat  jetzt  nur  noch  zu  beachten,  dass  der  Überdeckung  des  Qua- 
drates mit  Transversalen  jti  =  0,  .  .  .,  1  die  Überdeckung  des  in  T  ver- 
laufenden Theiles  der  Fläche  dritten  Grades  mit  Curven  (9)  für  1  =  1 
.  .  .,  00  gegenübersteht,  so  dass  in  der  That  die  ganze  in  T  verlaufende 
Flächenschale  Og  das  Abbild  des  Quadrates  ist. 

Über  die  geometrische  Bedeutung  der  unter  (6)  gegebenen  Trans- 
formation S2  unserer  Fläche  Oj  in  sich  gelten  unverändert  aUe  Aus- 
führungen von  pg.  321  ff.  Für  ä,  gilt  insbesondere  x  :  z  :  t'  =  x  :  z  :  t. 
Diese  Transformation  hat  also  im  Räume  wieder  den  Character  einer 
„Centralprojection'^  der  Fläche  ^3  in  sieb  von  der  Tetraederecke  x  =  0, 
z  =  0,  t  =  0  aus.  Auf  der  Fläche  selber  hat  unsere  Transformation 
den  Character  einer  „Spiegelung",  deren  Symmetrielinie  K^  von  dem 
durch  (8)  gegebenen  „Hyperboloid"  H^  ausgeschnitten  wird.  K^  ist 
eine  Raumcurve  vierten  Grades*),  welche  von  den  Berührungspunkten 
aller  von  der  Tetraederecke  a;  =  0,  z  =  0,  t  =  0  an  die  Fläche  <t>3 
laufenden  Tangenten  gebildet  wird.  Es  sind  dies  die  Berührungs- 
punkte i?2  der  in  Fig.  44,  pg.  320,  von  D  an  die  ebenen  Schnitte  der 
03  gelegten  Tangenten;  daraufhin  ergiebt  sich  der  Verlauf  der  Curve 
K^  auf  der  Fläche  03  wieder  genau  in  der  oben  (pg.  322  ff.)  geschil- 
derten Weise. 

Auch  der  Abschluss  der  Entwicklung  gestaltet  sich  genau  wie 
oben:  Die  Transformation  62  ist  eine  unter  drei  coordinierten  Operationen. 
Wir  gelangen  zu  folgendem  Ergebniss:  Die  Flächen  schale  Og  gestattet 
die  drei  durch  S^,  S^,  S^  zu  lezeichnenden  „Spiegelungen'^ : 


*)    Sie  wird  nämlich   rein  dargestellt   als  Schnitt   des  Hyperboloids  H^  mit 
der  Fläche  zweiten  Grades: 

x^'  —  y^  +  z^-^J^xt  +  J^zt  +  Jf^^O. 
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I{Sj)  x' :  y' :  z' :  t'  =  {yz  —  xt  —  J^ t^)  :yt:  zt:  t^, 

(S^)  x':y':z':t'^xt:  (zx  —  yt  —  Jj^):zt:  f, 

(Sg)  x  -.])':  z  :t'  =  xt:  yt:  (xy  —  zt  —  J^t^)  :  f 

in  sich,  welche  im  Räume  den  Charader  von  „Centralprojectionen^'  der 
O3  in  sich  von  den  drei  in  der  Ebene  t  =  0  gelegenen  TetraedcrecJcen 
aus  besitzen.  Die  drei  zugehörigen  Symmetrielinien  K^,  K^,  K^  iverden 
auf  der  Og  durch  die  „Hyperboloide"'  H^,  H^,  H^: 

(yz—2xt  —  J,t^=0, 
(11)  \zx-2yt-J,J^-=0, 

\xy-2zt-J^t'=0 
ausgeschnitten.     Diese  drei  Cu/rven  grenzen  auf  der  Og  einen  einfach  zu- 
sammenhängenden dreiseitigen^  Bereich  ein,  welcher  sich  mit  drei  Spitzen 
an  den  Band  der  Flächenschale,   und  zwar  an  die  MittelpunMe  der  in 
der  Ebene  t  =  0  gelegenen  drei  Kanten  des  Tetraeders  T  heranzieht. 

§  16.    Der  Diseontinuitätsbereicli  der  Modulgruppe  und  die 
Gruppencontinua  des  Characters  (0,  4). 

Um  die  Gruppencontinua  des  Characters  (0,  4)  zu  gewinnen,  be- 
halten wir  zunächst  die  im  vorigen  Paragraphen  gemachte  Voraus- 
setzung constanter  Eckeninvarianten  bei.  Unter  Festhaltung  der  Ecken- 
anordnung wollen  wir  alsdann  auf  der  zugehörigen  Flächenschale  Og 
einen  Discontinuitätsbereich  der  Modulgruppe  fixieren.  Als  einen  solchen 
Discontinuitätsbereich  können  wir  die  Gesammtheit  derjenigen  Punkte 
(x,y,z,t)  wählen,  welche  reducierte  Polygone  liefern:  denn  nach 
pg.  344  ist  für  jede  Gruppe  F  bei  vorgeschriebener  Eckenauordnung 
das  reducierte  Polygon  eindeutig  bestimmt.  Jedoch  ist  zu  bemerken, 
dass  dieser  Ansatz  nur  dann  gilt,  tvenn  wir  zuvörderst  die  vier  Ecken- 
invarianten als  von  einander  durchiveg  verschieden  annehmen.  Sobald 
indessen  die  Eckeninvarianten  nicht  mehr  durchweg  von  einander  ver- 
schieden sind,  reduciert  sich  die  Anzahl  unterschiedener  Eckenanord- 
nungen, und  also  ist  zu  erwarten,  dass  auf  die  einzelne  Anordnung 
mehr  als  ein  reduciertes  Polygon  kommt.  Diese  Specialfälle  werden 
wir  unten  besonders  zu  betrachten  haben. 

Nun  giebt  es  nach  pg.  346,  wenn  wir  zunächst  von  den  sym- 
metrischen Fällen  absehen,  zwei  Arten  reducierter  Polygone  der  Ecken- 
anordnung e^,  e^,  63,  e^.  Für  die  eine  Art  (cf.  Fig.  61,  pg.  342)  ist  im 
Viereck  der  festen  Ecken  e^,  e^,  e^,  e^  die  Diagonale  e^e^  zu  ziehen, 
wenn  das  nach  pg.  341  eindeutig  der  Gruppe  F  zugehörige  Dreiecks- 
netz N^  gewonnen  werden  soU.    Bei  der  anderen  Art  spielt  die  Diago- 
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nale  e^e^  diese  ausgezeichnete  Rolle.  Betrachten  wir  zuvörderst  die 
erstere  Art  reducierter  Polygone,  so  werden  wir  uns  zwecks  Ein- 
führung der  Flächenschale  O3  der  Proportion  (4)  pg.  347,  bedienen,  da 
die  Seiten  des  das  Centrum  C\  umschliessenden  Dreiecks  e^e^e^  (cf. 
Fig.  61,  pg.  343)  der  Symmetrie  halber  die  Benutzung  der  Invarianten 
Jäi,  Jtö,  hz  empfehlen. 

Als  Reductionsbedingung  stellten  wir  pg.  346  für  das  Sechseck 
der  Fig.  61  fest,  dass  sich  die  Halbierung.slinien  der  Sechseckwinkel 
bei  e^,  e^,  e^  im  Punkte  C^  des  Dreiecks  62^3^4  treffen  mussten.  Für 
ein  erstes  Polygon,  bei  dem  C^  weder  auf  einer  Seite  noch  in  einer 
Ecke  dieses  Dreiecks  e^e^e^  und  also  im  Innern  desselben  liegt,  con- 
struieren  wir  den  zugehörigen  Punkt  (x^  y,  z,  t)  der  Flächenschale  Og. 
Da  bei  stetiger  Abänderung  dieses  Punktes  auf  der  <t>,  sich  das  Polvgon 
gleichfalls  nur  stetig  zu  ändern  vermag,  so  wird  6\  nicht  sofort  auf 
den  Rand  des  Dreiecks  e^e^e^  rücken  können,  d.  h.  die  nächste  Um- 
gebung jenes  ersten  Punktes  [x,  y,  z,  t)  auf  der  03  liefert  auch  noch 
reducierte  Polygone.  Umgekehrt  wird  demnach  der  gesammte  Rand 
desjenigen  Bereiches,  welcher  den  reducierten  Polygonen  fraglicher  Art 
entspricht,  nur  von  solchen  Punkten  geliefert  werden  können,  bei  deren 
Polygonen  C^  auf  dem  Rande  des  Dreiecks  €c,e^e^  liegt. 

Nun  stellten  wir  bereits  pg.  341  und  345  fest:  Die  drei  Fälle, 
dass  Ci  in  eine  EcJce  des  Dreiecks  e^c^e^  rückt,  liefern  die  drei  linearen 
Continuen  symmetrischer  Gebilde,  tvelcJie  wir  bereits  a.  a.  0.  tabellarisch 
zusammenstellten;  rückt  jedoch  C\  auf  eine  Seite  des  Dreiecks  (aber  nicht 
in  eine  Ecke),  so  tritt  Ausartung  durch  Zusammenfall  fester  Polygon- 
ecken ein,  und  also  befinden  wir  uns  am  Rande  des  Polygoncontinuums. 
Indem  wir  die  Untersuchung  dieser  Ausartung  hinausschieben,  be- 
trachten  wir  zuvörderst  die  symmetrischen  Fälle. 

Wir  haben  oben  (pg.  346)  den  Übergang  von  unserer  Gruppe  F 
zu  einer  Gruppe  F'  beschrieben,  in  deren  reduciertem  Polygone  die 
Diagonale  e^e^  ausgezeichnet  war,  und  zwar  vollzogen  wir  diesen  Über- 
gang durch  die  etwa  V  zu  nennende  Spiegelung  an  der  Geraden  e^e^ 
der  Fig.  61.  Ordnen  wir  den  Discontinuitätsbereich  für  J~"  um  das 
a.  a.  0.  mit  P'  bezeichnete  Viereck  der  festen  Ecken  an,  so  hat  man, 
wie  leicht  festzustellen  ist,  als  Erzeugende  von  F': 

Hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  VV^  =  V^-W  und    V^V^V^V^^  1: 

V'V'=  V  V 
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Somit  gilt  3n  =  Ju  ^nd  also  Ji  =  h^,  ferner  j^^  =  hz  und  j^^  =  jyy  Mit 
Rücksicht  auf  die  zweite  Relation  (2)  pg.  347  finden  wir  also  die  In- 
varianten der  Gruppe  F'  aus  denen  der  Gruppe  F  vernaöge: 

(1)  ^34^^i34J      ^24^^         -^24         Jnhz'^  ^2}      ^23  "^ -^23  • 

Liegt  nun  der  in  der  Tabelle  pg.  345  /.uerst  genannte  symmetrische 
Fall  vor  (C^  in  der  Ecke  e^,  so  wird  F  durch  V  in  sich  transformiert, 
und  insbesondere  fallen  die  pg.  346  mit  P  und  P'  bezeichneten  Vier- 
ecke zusammen,  so  dass  neben  der  ersten  und  dritten  Relation  (1) 
auch  noch  j^^  =  J24  gut-  Im  unsymmtrischen  Falle  aber  sind,  wie  wir 
aus  der  Theorie  der  reducierten  Polygone  wissen,  die  Gruppen  F  und  F' 
wesentlich  verschieden,  und  also  gilt  dann  die  Gleichung  J2'4  =  J24  nicht. 
Trägt  man  aber  j^^^  Jzi  in  ^i^  zweite  Rektion  (1)  ein,  so  folgt 
ii2i23  +  ^^24  ~  ^2  =  ^  ^d®^  ^^  homogener  Schreibweise: 

d.  h.  wir  befinden  uns  auf  der  oben  mit  K^  bezeichneten  Curve:  Das 
in  der  Tabelle  j)g.  345  an  erster  Stelle  genannte  lineare  Continuuni  sym- 
metrischer Gebilde  ivird  gerade  vollständig  von  den  Punkten  der  auf  der 
03  gelegenen  Curve  K^  dargestellt. 

Rückt  C^  in  die  Ecke  e^  hinein,  so  haben  wir  den  zweiten  symmetri- 
schen Fall  der  Tabelle  pg.  345,  bei  welchem  das  Viereck  e^e^e^e^  der 
Fig.  61,  pg.  343,  das  Elementarviereck  wird.  Um  die  voraufgehenden 
Rechnungen  unmittelbar  verwerthen  zu  können,  gebrauchen  wir  für  den 
Augenblick  die  Bezeichnungen  e^',  e^',  e^',  e^  für  e/,  63,  e^,  e^.  Die  zu- 
gehörigen entsprechend  durch  j/,  j^,  ...  zu  bezeichnenden  Invarianten 
sind : 

Jl'^Ji:  J^^^  hl  Js^^Jif  Ji^^Jif      Ju^'J24:7  ^24^^ -^23'  v?23^-?34> 

woraus  sich  noch  J^'=  J^  berechnet.  Für  den  symmetriscben  Fall  ist 
nun  nach  der  oben  ausgeführten  Rechnung  die  Relation: 

^34^23+%-  J'2'=0 

characteristisch.  Dieselbe  rechnet  sich  um  auf  J24J34+ 2J23— t/3  =  0, 
oder  homogen  geschrieben: 

xy-2zt-J^t^=0, 

d.  h.  wir  gelangen  zur  Curve  K^. 

Indem  wir  den  dritten  symmetrischen  Fall  gerade  so  erledigen, 
finden  wir:  Die  drei  linearen  Continua  symmetrischer  Gebilde  iverden 
hei  Gebrauch  der  reducierten  Polygone  gerade  erschöpfend  dargestellt  durch 
die  drei  Curven  K^,  K^,  K^,  icelche  den  am  Schlüsse  des  vorigen  Para- 
grapJien    (pg.  352J  auf  der   Flächenschale   <t>^   geuonnenen   einfach   zur 
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sammenhängenden  Bereich  eingrenzen.  Den  drei  Spitzen,  mit  denen 
dieser  Bereicli  an  die  Grenze  des  Polygoncontinuums  heranragt,  ent- 
sprechen die  drei  Ausartungen,  bei  denen  C,  auf  eine  Seite  des  oft 
genannten  Dreiecks  e,e,e,  tritt.    Wir  kommen  hierauf  unten  zurück. 

Nun  wird  auf  der  O3  die  gesammte  Berandung  des  Bereiches 
reducierter  Polygone  mit  ausgezeichneter  Diagonale  e,j^  von  den  Curven 
K  K ,  E^  geliefert.  Aber  diese  Curven  grenzen  nur  unseren  öfter 
genannten  'dreieckigen  Bereich  ein  und  kommen  hierbei  auch  in  ihrer 
ganzen  (auf  der  Flächenschale  ^3  gelegenen)  Ausdehnung  zur  Geltung: 
Also  ist  jenes  Dreiech  der  Bereich  derjenigen  reducierfen  Polygone  der 
Eckenanordnung  e„  e„  e„  e„  bei  denen  die  Diagonale  e,c,  zum  Netze  N, 

führt. 

Für  die  reducierten  Polygone  der  anderen  Art  (mit  ausgezeichneter 
Diagonale  c,e,)  bedienen  wir  uns  der  Proportion  (5),  pg.  347,  zur  Ein- 
führung der  Fläche  Og,  welche   wir  im  Anschluss  an  die  Bezeichnung 
x',  y',  z,  t'  der  Coordinaten   für   den  Augenblick  Og'  nennen.     Die  bis- 
herigen'Betrachtungen   übertragen  sich  dann  sofort  und  geben  als  Be- 
reich der  reducierten  Polygone  wieder  das  durch  die  Curven  E^,K^,  E^ 
eino-eo-renzte   Dreieck.     Aber   die  Beziehung   zwischen   den  Flächen  ^3 
und  $3'  ist  durch  die  in  (6)  pg.  348  gegebene  Transformation  S,  dar- 
gestellt.    Bleiben  wir  also  bei  der  Fläche  Og,   d.  h.  halten  wir  an  der 
Proportion  (4)   zur  Einführung  derselben  fest,    so   ist  der  Bereich  der 
reducierten  Polygone  der  jetzt  in  Rede  stehenden  Art  das  dem  DreiecTc 
der  Seiten  E^,  E^,  E^  längs  E^  henachharie  aus  ihm  durch  S^  hervor- 
gehende Dreieck,   tvclches   nehen  E^    durch  die  Seiten  E^=  S.JE,)  und 
X^=S^{E;)  begrenzt  ist.    Zwei  von  den  Zipfeln  dieses  neuen  Dreiecks 
sind   die   von   den  Endpunkten  der  Curve  E^   gelieferten  Kantenmitten 
des  Tetraeders  T;    die  dritte  Ecke,   in   der  die  beiden  Curven  E,'  und 
Z3'  zusammenlaufen,  ist  die  Tetraederecke  x^O,  z  =  0,  t  =  0*). 

Mit  den  Flächen  der  beiden  genannten 
Dreiecke  sind  die  gesammten  reducierten  Poly- 
gone erschöpft:  Auf  der  Flächenschale  ^3  wird 
ein  Discontiniiitätsbereich  der  Modulgruppe  aus 
dem  durch  die  Curven  E^,  E^,  £"/,  E^  ein- 
gegrenzten Doppeldreiecl  gebildet,  welches  hier- 
neben in  Fig.  62  schematisch  dargestellt  ist.  Die 
Randcurven    des   Doppeldreiecks   sind,    tvie   die 


Flg.  62. 


*)  Dass  wir  gerade  dieses  niit  dem  ersten  benachbarte  Dreieck  gewannen 
und  keines  der  beiden  anderen,  liegt  an  der  besonderen  Art,  wie  wir  aus  dem 
ersten  reducierten  Polygon  (dem  mit  der  ausgezeichneten  Diagonale  e,e,)  das 
zweite  herstellten   (Spiegelung  V  an  der  Geraden  e^  e^). 
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Figur  andeutet,  einander  zugeordnet  durch  die  Erzeugenden  T^  =828^, 
T^=  S^S^  der  31odulgruppe.  Noch  etwas  symmetrischer  ist  es,  als 
Erzeugende  der  Modulgruppe  die  drei  durch  die  Relation  T^T^T^  =  1 
an  einander  gebundenen  Transformationen: 

Tj  =  S^ S^ ,     T^^  S^Sj^,     T3  =  Si S2 
zu  benutzen.     Explicite  findet  man  aus  (10)  pg.  352  für  T^: 
X  :  y' :  z' :  t'  =  xt^ :  {x^y  —  xzt  —  yt^  —  J^xt^  —  J^^t^) 
^^^  :{xyt-zt^-Jj^):t^, 

während  T^  und  Tg  hieraus  durch  cyclische  Permutation  der  Coordi- 
naten  x,  y,  z  und  der  Indices   1,  2,  3  entspringen. 

Hiermit  sind  wir  in  der  That  zur  ursprünglichen  Bedeutung  der 
Transformationen  der  Modulgruppe  zurückgelangt,  welche  wir  ja  in 
Bd.  I  aus  den  Abänderungen  der  kanonischen  Querschnittsysteme  her- 
leiteten.    Die  hier  mit  T^  bezeichnete  Transformation  ist  nämlich  keine 

andere  als    das  Quadrat  der  in  I  pg.  395  mit  T^  bezeichneten  Transfor- 

1 
mation.    Letztere,  die  wir  fortan  besser  I\-   nennen,  ist  gegeben  durch: 

x  :  y' :  z' :  t'  =  xt :  {xy  —  zt  —  J^t^)  :  yt :  t^, 


\       ^1  —  '^1  >     J-2  —  ^i7     «^3  —  =^2  7     J  —  J, 

als  deren  Quadrat   man   in   der  That  sofort  die  Substitution  (2)  wieder 
gewinnt.     Die    Transformation    (3)    führt    übrigens    die    Fläche   Og    in 
die  durch: 
(4)  ix^j,y'^J^z')t-xyz  +  {J,x  +  J,y  +  J^z)f-\-Jf==0 

gegebene  etwa  durch  Og'  zu  bezeichnende  Fläche  über,  welche  man 
durch  Spiegelung  der  O3  an  der  Ebene  y  =  z  erzeugen  kann,  und 
welche  der  Eckenanordnung  e^,  e^,  ßg,  e^  entspricht.  Da  wir  hier  die 
Eckenanordnung  gj,  e^,  e^,  e^  bevorzugten,  so  konnte  die  Transformation 
T^  nicht  unmittelbar  in  der  vorstehenden  Entwicklung  auftreten. 

Die  letzten  Betrachtungen  führen  uns  unmittelbar  zu  den  schon 
oben  (pg.  352)  erwähnten  Specialfällen  zurück,  dass  zwei  oder  noch 
mehr  Eckeninvarianten  einander  gleich  werden.  Sind  zwei,  jedoch  keine 
drei  Eckeninvarianten  gleich,  so  werden  unter  den  drei  Grössen  J^, 
Jg,  Jg  zwei  einander  gleich,  während  die  dritte  von  ihnen  verschieden 
ist;  sind  mindestens  drei  Eckeninvarianten  einander  gleich,  so  gilt 
J^  =  J^=  J^.  Man  verstehe  nun  wieder  unter  S-^,  S^'  die  in  (3) 
pg,  329  eingeführten  Spiegelungen  an  den  Symmetrieebenen  y  =  z  und 
z  =  X  des  Tetraeders  T  und  erkläre  S^'  entsprechend  für  die  Ebene 
x  =  y.  Wird  nun  etwa  J.2=  J^^,  so  wird  nicht  nur  die  Flächenschale 
Og  durch  S^'   in   sich   transformiert,   sondern   die  aus  S^,  S^,  S^  zu  er- 
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zeugende  erweiterte  Modulgruppe  ist  durch  Zusatz  von  S^'  auf's  Neue 
enveiterungsfähig,  da  S^  durch  S^'  in  sich  transformiert  wird,  Sc^  und  S^ 
aber  wegen  J^  =  J^  durch  S{  in  einander  übergeführt  werden.  Der 
Discontinuitätsbereich  dieser  erweiterten  Gruppe  ist  eine  durch  die 
„Höhe"  y  =  z  abgetrennte  Hälfte  des  Dreiecks  der  Seiten  K^,  K^,  K^. 
Ist  sogar  J^  =  J,^=  J^,  so  ist  Eriveiterung  durch  S^',  S^'  und  S^'  möglich. 
Das  eben  genannte  Dreieck  ist  dann  durch  die  drei  „Höhen"  y  =  z, 
z  =  X,  X  =  y  in  sechs  Teildreiecke  zu  zerlegen,  von  denen  eines  den 
Discontinuitätsbereich  der  zuletzt  gewonnenen  Gruppe  ausmacht*). 

Es  gelte  nun  zuvörderst  j^=  j..,  h^h,  h^Ji  und  also  J^^J^, 
J^^J^-  Von  den  sechs  Eckenanordnungen  verschmelzen  alsdann  (e^, 
$2,  €^,  ej  und  (^2,  ßi,  e^,  ej**),  während  die  übrigen  vier  von  jenen 
noch  verschieden  sind.  Die  Reductionstheorie  liefert  demnach  jetzt  zwei 
reducierte  Polygone,  welche  wir  in  Fig.  61,  pg.  342,  um  die  Vierecke 
der  festen  Ecken  e^,  e^,  e^,  e^  und  e^j  e(y  e^,  e^  zu  lagern  haben.  Sind 
die  Erzeugenden  beim  ersten  Polygon  wie  bisher  Fj,  V^,  Fg,  F^,  so 
haben  wir  für  das  zweite: 

V  '=  V       V  '=  F  - 1 F  F        F '—  F       F  '=  F 
was  folgende  Transformation  der  Invarianten  liefert: 


^1 


Ji      Ja 


die   sich  mit  Rücksicht  auf  die  zwischen  den  Invarianten  bestehenden 
Relationen  sofort  als  die  unter  (3)  angegebene  Trans- 
formation  T^-   ergiebt.     Andrerseits    zeigt   man    im 
vorliegenden  Sjiecialfalle  J^^J^    ohne  weiteres  das 

Bestehen  der  Relation: 

1 

Tu  C  '  C  CO' 

1     ^^  ^l  *^Z^^  ^2^1  • 

Der  Discontinuitätsbereich  der  Modulgruppe  ist  dem- 
nach im  vorliegenden  Specialfalle  j^  =  ^^  ^^^  *'*  ^W-  ^^ 
dargestellte  DoppeldreiecJc  mit  den  Erzeugenden:  

1  1  T  T^ 

1    —  Oi03=/52Öi,       -L^li    =^]_a5i.  Fig.  63. 


*)  Es  bandelt  sieb  bier  um  denselben  Übergang,  der  in  der  Tbeorie  der 
elliptiscben  Modulfunctionen  von  der  Hauptcongruenzgruppe  zweiter  Stufe  (cf. 
„Mod."  I,  pg.  270fF.)  zur  Gesammtgruppe  zurückfübrt.  Übrigens  ist  (was  wir 
jedocb  im  Texte  nicbt  weiter  verwerten)  die  aus  ^i ,  <S, ,  S^  zu  erzeugende  Modul- 
gruppe des  Textes  isomorpb  mit  jener  Hauptcongruenzgruppe  (in  der  durcb  Spiege- 
lungen erweiterten  Form),  während  die  durch  Zusatz  von  5/,  S.^\  S^'  erweiterte 
Gruppe  mit  der  gesammten  Modulgruppe  (zweiter  Art)  der  elliptischen  Functionen 
isomorph  ist. 

**)  D.  h.  die  beiden  zugehörigen  Polygoncontinua  werden  identisch. 
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Dieses  Ergebniss  bleibt  unverändert  bestehen,  falls  neben  Ji=  j^ 
auch  noch  die  Gleichung  Jg  =  j^  besteht,  wenn  nur  j^^jg  gilt.  Zwar 
verschmelzen  mit  den  beiden  bisher  betrachteten  Eckeuanordnungen 
jetzt  auch  noch  die  weiteren  (gg,  ßi,  64,  ^  und  (e^,  e^,  e^,  gg).  Indessen 
wird  der  Übergang  vom  ursprünglich  ausgewählten  reducierten  Polygon 
zu  dem  der  Anordnung  e^,  e^,  e^,  e^,  wie  man  mit  Hilfe  von  Fig.  61, 
pg.  343,  leicht  feststellt,  durch: 


V'=V       V  '=v  -w  V 


n'= 


V  V  v-^ 


V'=V 


dargestellt,  woraus  für  die  Invarianten  die  Transformation: 

Jl  ^  J^y     J2  ^^Jiy     h  ^^  Jii     Ji^^Jsi     Jzi^^ Hiy     ^42 '^-'421     .^23  "^  ^23 
folgt.     Wir  gelangen   somit   im  Räume   der  x,  y^z^t  zur  identischen 
Transformation.     Der  Übergang  zum   reducierten   Polygon  der  Anord- 
nung  (e^,  «27  ^4?  ^3)    kommt    aber    wieder    auf   die    Transformation  Tj^' 
hinaus. 

Gilt  endlich  Ji=J2=h,  gleichgültig,  ob  auch  noch  j^  jenen  In- 
varianten gleich  ist  oder  nicht,  so  haben  wir  nur  eine  Eckenanordnung, 
und  also  gehören  alle  sechs  reducierten  Polygone 
zur  gleichen  Anordnung.  Die  Modulgruppe  enthält 
neben  T^^  auch  noch  die  coordinierten  Trans- 
formationen: 

.X  9  "  =  AJ9  O^  =  O3  O2  y 
^3     ^^  '^3  *'^2  ^  S^S^  . 

Der  DiscontinuHätsbereich  der  Modulgruppe  kann  in 
Gestalt  des  Doppeldreiecks  der  Fig.  64  gewählt  werden, 
^^s-  64.  entsprechend  den  beiden  Erzeugenden: 

(t/)  x:y':z':  t' =  xt :  (xy  —  zt-J^t^)  :  yt :  t^, 

(S^S^')  X  :  y':  z'  :t'  =  z  :  X  :  y  :  t. 

Im  niedersten  Falle  J^  =  0  werden  wir  zu  den  beiden  Erzeugenden  (4) 
pg.  329  der  Modulgruppe  des  Characfcers  (1,  1)  zurückgeführt. 

Sind  nun  alle  Eckeninvarianten  i;,^2*),  so  sind  dieselben,  wie 
wir  wissen,  nicht  variabel.  Der  auf  der  zugehörigen  Flächenschale  Og 
eingegrenzte  Discontinuitätshereich  der  3Iodulgruppe  stellt  uns  dann  un- 
mittelbar das  in  diesem  Falle  ztveidimensionale  Continuum  der  Gruppen 
der  Signatur  (0,  4,  Z^,  l^,  l^,  Q  eindeutig  dar. 

Ist  hingegen  eine  Invariante  oder  sind  mehrere  j^^  2,  so  ist  bezw. 
sind   dieselben   im  Intervall  j^,^  2   frei   variabel,    und   wir  gelangen  zu 


*)  Wir  können  hier  den  parabolischen  Fall  mit  einschliessen. 
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drei-  oder  mehrdimensionalen  Gruppencontinuen.  Wir  verfahren  dann 
am  einfachsten  so,  dass  wir  die  schon  bei  den  Polygoncontinuen  ein- 
geführten Invarianten: 

wieder  heranziehen,  und  setzen  im  übrigen,  um  nicht  die  einzelne 
Gruppe  r  mehrfach  zu  gewinnen,  allemal  eine  Eckenanordnung  fest, 
bei  der  die  Bedingung: 

(5)  Jy.-l£Jy. 

erfüllt  ist.  Deuten  wir  die  t  wieder  als  rechtwinklige  Coordinaten,  so 
werden  wir,  sobald  mindestens  zwei  hyperbolische  Ecken  vorliegen,  der 
Bedingung  (5)  und  also  der  Ungleichung  t^_^^t^  entsprechend,  nicht 
wie  oben  (pg.  294)  die  gesammten  Würfel  0  ^  ^^^  1  zuzulassen  haben, 
sondern  nur  die  durch  ^3  <  t^  dargestellte  Hälfte,  das  durch  ^2  ^  ^3  ^  h 
gelieferte  Sechstel  oder  das  durch  i^j  ^  ^2  ^  ^3  ^  h  bestimmte  Vierund- 
zwanzigstel des  Würfels.  In  jedem  Falle  aber  gelangen  wir  0ur  ein- 
deutigen und  vollständigen  Darstellung  des  Gruppencontinuums,  wenn  wir 
nunmehr  jeden  Pmikt  des  zugelassenen  Wiirfeltheiles  als  JRepräsentant 
des  auf  der  zugehörigen  Flächenschale  Og  eingegrenzten  Biscontinuitäts- 
hereiches  der  Modulgruppe  ansehen. 

Die  Berandung  des  Discontinuitätsbereiches  der  Modulgruppe  be- 
steht neben  Grenzflächen  des  Würfels  dann  noch  aus  einer  bezw.  zwei 
oder  drei  inneren  Ebenen  t^  =  t^,  ...  des  Würfels.  Bei  der  Erzeugung 
der  Modulgruppe  spielen  diese  Ebenen  die  Rolle  von  Symmetrieebenen. 
In  der  That  kommen  jetzt  auch  diejenigen  Transformationen,  bei  denen 
die  Eckeninvarianten  permutiert  werden,  entweder  teilweise  oder  in 
ihrer  Gesammtheit  zur  Verwendung. 

§  17.    Begrenzung  und  Zusammenhang  des  einzelnen  Gruppen- 
continuums  vom  Character  (0,  4). 

An  den  eben  gewonnenen  im  Innern  des  Würfels  gelegenen  „Rand- 
ebenen" t^=  t^,  ...  des  Discontinuitätsbereiches  der  Modulgruppe  ist 
das  Gruppencontinuum  selbst  geschlossen.  Einen  wirklichen  Grenz- 
punkt des  einzelnen  Gruppencontinuums  können  wir  in  der  That 
höchstens  da  erreichen,  wo  wir  uns  zugleich  an  der  Grenze  des  Polygon- 
continuums  befinden. 

Um  dementsprechend  die  wahren  Grenzfälle  im  Gruppencontinuum 
festzustellen,  wählen  wir  zuvörderst  die  vier  Eckeninvarianten  wieder 
fest,  und  zwar  die  hyperbolischen  Invarianten  j^  jedenfalls  nicht  an 
ihrer  oberen  Grenze  00.    Das  damit  fixierte  zweidimensionale  Gruppen- 
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continuum  stellten  wir  durch  das  Doppeldreieck  der  Fig.  62  befcw.  die 
Doppeldieiecke  der  Figuren  63  und  64  (pg.  355 ff.)  dar.  Diese  Be- 
reiche aber  ragen  mit  drei  bezw.  zwei  oder  einem  Zipfel  an  die  Grenze 
des  Polygoncontinuums  heran.  Es  ist  demnach  festzustellen,  was  in 
einem  solchen  Zipfel  aus  unserer  Gruppe  F  wird. 

Um  hierauf  zu  antworten,  betrachten  wir  zuerst  ein  symmetrisches 
Polygon,  welches  ja  stets  reduciert  ist.  In  Fig.  65  ist  der  Curve  K^ 
auf  der  Flächenschale  Og  entsprechend  ein  Elementarviereck  der  Ecken 

^i>  ^2;  ^3?  ^4  gezeichnet*).  Die  beiden 
Endpunkte  der  Curve  K^  müssen  als- 
dann zwei  invariantentheoretisch  ver- 
schiedene Grenzfälle  liefern;  und  zwar 
sei  im  ersten  Falle: 

limj,2=limJ34=  — 2**), 
im  zweiten: 
rig.  65.  lim  J23  =  lim  j^^  =  -  2. 

Jeder  dieser  leiden  Gremühergänge  ist  geometrisch  in  drei  Weisen 
realisierhar ;  und  zwar  erhalten  wir  in  zwei  Füllen  als  Gruppe  F  eine 
solche  des  Charaders  (0,  3)  mit  mindestens  einer  parabolischen  Erzeugen- 
den, im  dritten  Falle  aber  gelangen  wir  zu  einer  Ausartung,  d.  h.  es 
liegt  im  Grenzfalle  iiberhaupt  Iceine  Gruppe  mehr  vor. 

Es  ist  nämlich  j^^  ^^^  Invariante  derjenigen  Substitution,  welche 
durch  Combination  der  Spiegelungen  an  den  Kreisen  e^e^  und  e^e^  der 
Fig.  65  entsteht.  Soll  demnach  Ji2  =  —  2  werden,  so  muss  diese  Sub- 
stitution entweder  parabolisch  oder  =  1  werden.  Erstere  Alternative 
erfordert,  dass  entweder  der  Kreis  e^e^  oder  der  Kreis  e^e^  (aber  nicht 
beide  zugleich)  sich  auf  einen  Punkt  der  reellen  ^Axe  zusammen- 
zieht, wobei  die  beiden  Symmetriekreise  der  eben  genannten  Spiege- 
lungen entweder  im  Punkte  e^  =  e^  oder  im  Punkte  e^  =  e^  zur  Be- 
rührung kommen.  Im  ersten  FaUe  führt  der  Grenzübergang  zu  einer 
Gruppe  r  des  Characters  (0,  3)  und  der  Erzeugenden  F^,  Fg,  (F^Fä)"^, 
deren  letzte  parabolisch  ist;  im  zweiten  Falle  kommt  entsprechend  eine 
Gruppe  des  Characters  (0, 3)  und  der  Erzeugenden  Fg,  F^  und  der 
parabolischen  {V^V^)-\  Es  bleibt  noch  als  dritter  FaU  derjenige  der 
Ausartung,    bei   welcher   die   beiden  Kreise   e^e^  und  e^e^  zugleich  un- 


*)  Damit  die  Ecken  als  solche  in  der  ^- Halbebene  hervortreten,  haben  wir 
sie  elliptisch  gewählt;  die  Angaben  des  Textes  sind  von  dieser  Annahme  un- 
abhängig. 

**)    Die  Fläche  0,    berührt,    wie    aus    den    Entwicklungen    von    pg.  349  u.  f. 
hervorgeht,  die  Ebene  x=2t  des  Tetraeders  T  im  Kantemnittelpunkte  y  =  s. 
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endlich  klein  werden  und  die  beiden  Kreise  e^^e^  und  e^e^  zur  Coincidenz 
kommen;  das  Polygon  hört  auf,  der  Discontinuitätsbereich  einer 
Gruppe  *)  zu  sein. 

Wir  kommen  nochmals  auf  die  beiden  ersten  GrenzfäUe  mit  den 
Gruppen  des  Characters  (0,  3)  zurück  und  nehmen  an,  dass  wir  uns 
auf  der  Curve  Kc,  der  symmetrischen  Gebilde  unserer  Art  dem  End- 
punkte jjo  =  —  ^  bereits  sehr  nahe  befinden,  ohne  ihn  jedoch  schon 
erreicht  zu  haben.  Zwei  von  den  schliesslich  herauskommenden  Drei- 
ecken nur  noch  wenig  verschiedene  Vierecke  ^1^2  ^3^4  werden  dann  immer 
noch  äquivalent  sein.  So  ist  in  Fig.  65  z.  B.  die  Seite  e^e^  bereits 
sehr  klein  angenommen.  Wir  können  dann  aber  hier  mittelst  einer 
hyperbolischen  Substitution  F,  welche  den  Kreis  e^e^  zur  Bahncurve 
hat  und  in  der  Pfeilrichtung  der  Fig.  65,  d.  h.  von  e^  nach  e^  ver- 
schiebt, sofern  wir  nur  die  Invariante  von  V  ausreichend  gross  wählen, 
derart  transformieren,  dass  die  Seite  e^e^  sehr  klein  wird,  während  e^e^ 
entsprechend  zunimmt.  Nur  im  Grenzfalle  selber  ist  diese  Trans- 
formation nicht  mehr  ausführbar;  denn  für  limjj2=  —  2  würde  die 
Invariante  j  der  eben  gemeinten  hyperbolischen  Substitution  selbst  un- 
endlich werden  müssen. 

Bei  dieser  Betrachtung  lässt  sich  leicht  auch  der  dritte  Grenzfall 
(die  Ausartung)  mit  einbegreifen.  Bei  einem  der  Ausartung  nahen 
Vierecke  sind  sowohl  die  Ecken  €^^,  r^  einander  sehr  nahe  gekommen, 
wie  auch  die  Ecken  63,  e^.  Verschiebt  man  jetzt  mittelst  der  eben 
durch  V  bezeichneten  Substitution,  so  entfernen  sich  e^  und  e^  von 
einander,  während  sich  e■^  und  e.^  einander  nähern.  Wir  kommen  also 
dem  zweiten  Grenzfalle  des  Characters  (0,  3j  nahe.  So  lange  wir  also 
den  drei  GrenzfäUen  uns  annähern,  bleibt  die  Äquivalenz  der  Polygone 
gewahrt;  doch  geht  dieselbe  in  der  Grenze  selbst  verloren. 

Auch  im  allgemeinen  (unsymmetrisch enj  Falle  kommen  wir  zu 
demselben  Ergebniss**).    Wir  bedienen  uns  hier  mit  Vorteil  des  Normal- 


*)  D.  h.  einer  Gruppe  mit  Hauptkreis.  Transformiert  man  dagegen  J  so,  dass 
die  negative  J- Halbebene  zunächst  ein  endlicher  Kreis  wird,  und  zieht  man  so- 
dann diesen  Kreis  beim  Grenzübergang  lim  jj^  =  —  2  auf  einen  Punkt  zusammen, 
so  kommt  als  Grenzfall  der  Discontinuitätsbereich  einer  cyclischen  parabolischen 
Gruppe  heraus. 

**)  Wir  stellten  bereits  pg.  341  fest,  was  eintritt,  falk  der  Punkt  Cj  der 
Fig.  59,  pg.  340,  auf  die  Seite  e^e^  (jedoch  nicht  in  eine  der  Ecken  e^,,  e^)  rückt. 
Es  ergab  sich  <5C  e/Ci  Cj  =  <C  e/'C^Cj  =  0,  so  dass  sich  die  Kante  e^e^  des  durch 
Zusammenbiegung  der  Seiten  aus  den  vier  Dreiecken  der  Fig.  59  entstehenden 
Tetraeders  auf  einen  Punkt  zusammenzieht.  Die  beiden  dieser  Kante  benach- 
barten Dreiecke  verschwinden;  das  oben  (pg.  341)  mit  N^  bezeichnete  Dreiecknetz 
weist    nicht    mehr    vier    sondern  nur  noch  zwei  inäquivalente   Dreiecke   auf  und 
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polygons  der  Fig.  54,  pg.  337,  welches  der  Annahme  eines  Centrums  C 
auf  der  Hexaederkante  C^e^  der  Fig.  61,  pg.  343,  entspricht.  Hier  sind 
die  durch  V^  einander  zugeordneten  Seiten  Niveaucurven  dieser  hyper- 
bolischen Substitution.  Verlängern  wir  diese  Seiten  über  s  und  s'  hin- 
aus (durch  das  Unendliche)  bis  zu  dem  ausserhalb  der  Ellipse  ge- 
legenen Fixpunkte  0  von  V^  und  lassen  die  durch  Fg  und  V^  einander 
zugeordneten  Seiten  fort,  so  liegt  das  Polygon  P'  der  aus  T\,  V^, 
F5  =  (FjFg)"^  zu  erzeugenden  Gruppe  F'  des  Characters  (0,3)  vor,  und 
zwar  ist  dieses  Polygon  P'  eingegrenzt  durch  lauter  Symmetriegeraden 
dieser  stets  durch  Spiegelungen  erweiterungsfähigen  Gruppe  (C  liegt 
auf  der  Verbindungsgeraden  der  Ecken  e^  und  O,  welche  gleichfalls 
Symmetriegerade  von  F'  ist).  Verlängern  wir  hingegen  die  durch  Fg 
zugeordneten  Seiten  über  e^  und  e^'  hinaus  bis  O  und  lassen  die  beiden 
zu  Fg  gehörenden  Polygonseiten  fort,  so  entspringt  das  Polygon  P" 
der  aus  F3,  F^,  F^  =  F3F4  zu  erzeugenden  Gruppe  F"  des  Characters 
(0,  3),  welche  mit  F'  komponiert  unsere  Gruppe  F  wieder  ergiebt. 

Die  Polare  TT  des  Fixpunktes  0  (gerade  Bahncurve  von  F5)  trennt 
in  jedem  der  Polygone  P'  und  P"  die  hyperbolische  Ecke  O  von  den 
übrigen  festen  Ecken.    Nach  dem  ersten  Theorem  in  I  pg.  308  können 


Avir  (nöthigenfalls  durch  unwesentliche  Abänderung  von  P")  auch  die 
zufälligen  Ecken  von  P"  so  annehmen,  dass  sie  von  der  Ecke  O  durch 
die  Polare  TT  getrennt  sind.  Das  Polygon  P  von  F  hat  alsdann  in  der 
projectiven  Ebene  die  in  Fig.  66  schematisch  angegebene  Gestalt;  hier 
sind  A  und  B  die  Schnittpunkte  der  Polare  TT  mit  der  Ellipse  und 
also    die    auf  letzterer    gelegenen    Fixpunkte    von   F5;    mit   D   und  £ 


liefert  unmittelbar  das  regulär-symmetrische  Dreiecknetz  der  im  Grenzfall  heraus- 
kommenden Gruppe  des  Characters  (0,3).  Die  sechs  Kanten  des  eben  genannten 
Tetraeders  liefern  sechs  Grenzfälle,  von  denen  je  zwei  zusammengehören  und 
durch  unsere  Invarianten  nicht  unterscheidbar  sind.  Die  drei  Paare  von  Grenz- 
fällen entsprechen  den  drei  Zipfeln  des  Discontinuitätsbereiches  der  Modulgruppe. 
Die  Betrachtungen  des  Textes  werden  diese  vorläufigen  Angaben  bestätigen. 
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sind  die  Schnittpunkte  der  Ellipse  und  derjenigen  Niveaugeraden  von  V^ 
bezeichnet,  welche  durch  das  Polygoncentrum  C  und  die  Ecke  e.^  läuft. 

Der  Grenzübergang  lim  J^g  =  —  2  erfordert  nun,  dass  Kg  entweder 
eine  parabolische  oder  die  identische  Substitution  wird.  Der  erste  Fall 
kann  zunächst  dadurch  eintreten,  dass  das  Dreieck  ÄB(t>  sich  auf  einen 
Punkt  zusammenzieht.  Die  Fixpunkte  e^e.,e^  kommen  zum  Zusammen- 
fall, und  zwar  handelt  es  sich  hierbei,  da  die  Seiten  fßj,  e.^e^,  e-^e^,  e^'e, 
CgO  Symmetriegerade  von  JT'  sind,  um  genau  denselben  geometrisch 
durchsichtigen  Übergang  zur  parabolischen  Spitze  (durch  Verschwinden 
der  Seiten  e^e^  uud  e^e.^  sowie  „Berührung"  von  ee^,  Ce^,  s'e^)  wie  wir 
ihn  im  Anschluss  an  Fig.  65,  pg.  360,  im  symmetrischen  Falle  kennen 
lernten.  Für  das  Polygon  P"  ist  die  Grenzlage  insofern  weit  ein- 
facher, als  eine  wesentliche  Änderung  desselben  nicht  eintritt,  vielmehr 
nur  die  hyperbolische  Spitze  O  desselben  in  eine  parabolische  über- 
geht. Wie  man  sieht,  erhalten  wir  als  Grenzfall  eine  Gruppe  P"  des 
Char acters  (0,3)  und  der  Erzeugenden  V^,  V^,  V^,  von  denen  jedenfalls 
F5  parabolisch  ist. 

Zweitens  ist  der  vorgeschriebene  Grenzübergang  zu  einer  parabo- 
lischen Substitution  F5  noch  in  der  Weise  vollziehbar,  dass  dasjenige 
Dreieck  AB0,  welches  sich  links  au  AB  anschliesst  und  durch  das 
Unendliche  an  die  Ecke  0  herani'agt  auf  einen  Punkt  zusammen- 
gezogen wird  *).  Hier  gewinnen  wir  dann  entsprechend  als  Grenzfall 
unserer  Gruppe  F  eine  Gruppe  F'  des  Char  acters  (0,  3)  und  der  Er- 
zeugenden V^,  V^.  F5,  deren  letzte  jedenfalls  parabolisch  ist.  Bei  Gebrauch 
eines  Normalpolygons,  dessen  Centrum  C  auf  einer  der  Hexaederkanten 
63  C4  oder  e^C'a  (Fig.  61,  pg.  343)  gelegen  ist,  wird  dieser  Übergang 
geometrisch  sich  wieder  ebenso  einleuchtend  gestalten,  wie  vorigen  Falle. 

Wird  endlich  die  Substitution  V~  beim  Grenzübergang  zur  Identität, 
so  artet  das  Polygon  in  eine  Ellipsensehne  aus.  Dabei  rücken^  wie 
wir  dies  oben  im  symmetrischen  Falle  der  Fig.  65,  pg.  360,  fest- 
stellten und  eben  deshalb  für  die  Ecken  e^e^  in  Fig.  66  unmittelbar 
und  für  die  übrigen  Ecken  mittelbar  (nämlich  durch  die  andere  eben 
erwähnte  Gestalt  des  Normalpolygons  mit  dem  Centrum  C  auf  e^C^ 
oder  64 C3)  einsehen,  sämmtliche  Ecken  auf  die  Ellipse;  und  zwar 
liefern  die  Ecken  e^,  e.^,  e/  den  einen  Endpunkt  der  schliesslich 
übrig  bleibenden  Ellipsensehnen,   die  übrigen  Ecken  den  anderen  End- 


*)  Man  transformiere  das  Polygon  der  Fig.  66  zunächst  durch  eine  hyper- 
bolische Substitution  F,  welche  DE  zur  Bahngeraden  hat  und  von  D  uach  E 
verschiebt,  so  dass  das  im  Texte  gemeinte  Dreieck  AB<i>  nicht  mehr  durch  das 
Unendliche  zieht  uud  also  O  auf  der  Yerlilngerung  von  DE  über  E  hinaus  hegt. 

Fricke-Klein,  Automorphe  Functionen.   II.  24 
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punkt  derselben.  Bas  Polygon  ist  also  in  diesem  Falle  ausgeartet, 
d.  h.  es  stellt  nicht  mehr  den  Discontinuitätshereich  einer  Hauptkreis- 
gruppe  dar*). 

Auch  die  Äquivalenz  dreier  Polygone,  welche  den  beiden  ersten 
Grenzfällen  und  der  Ausartung  sehr  nahe  sind,  ist  wieder  wie  im  sym- 
metrischen Falle  ersichtlich.  Ist  nämlich  das  in  Fig.  66  endlich  ge- 
zeichnete Dreieck  AB<^  bereits  sehr  klein,  so  kann  man  immer  durch 
Transformation  mittelst  der  in  der  vorletzten  Fussnote  mit  V  be- 
zeichneten Substitution  bei  ausreichend  grosser  Invariante  derselben 
zu  einem  Polygon  übergehen,  bei  dem  das  in  Fig.  66  sich  durch  das 
Unendliche  ziehende  Dreieck  J_BO  sehr  klein  wird.  Ebenso  kann  man, 
falls  ein  der  Ausartung  bereits  sehr  nahes  Polygon  vorliegt,  dieses 
durch  eine  Substitution  V  mit  hinreichend  grosser  Invariante  in  eine 
dem  einen  Grenzpolygon  des  Characters  (0,  3)  nahe  Gestalt  über- 
führen. Nur  für  die  Grenzfälle  selber  hören  die  Äquivalenzen  deshalb 
auf,  weil  die  Invarianten  der  zur  Verwendung  kommenden  Substitutionen 
V  unendlich  gross  werden. 

Dem  einzelnen  Zipfel  des  Discontinuitätsbereiches  der  Modulgruppe 
finden  wir  auf  diese  Weise  zugeordnet  zwei  Gruppen  V  und  I" 
des  Characters  (0,  3)  und  eine  Ausartung  (cyclische  parabolische  Gruppe). 
Wir  wollen  das  System  dieser  Grenzfälle  als  eine  einzige  Gruppe 
des  Characters  (0,  4)  repräsentierend  dem  Continuum  dieser  Gruppen 
zurechnen.  Unter  dieser  Voraussetzung  gilt  der  Satz:  Alle  Gruppen 
des  Characters  (0,  4)  mit  gegebenen  Eckeninvarianten  bilden  ein  zwei- 
dimensionales „geschlossenes"  Continuum  „vom  Zusammenhang  der  Kugel- 
fläche". 

Indem  wir  jetzt  auf  die  am  Eingang  des  Paragraphen  (pg.  359) 
entwickelte  Frage  zurückgehen,  haben  wir  festzustellen,  dass  wir  zu- 
folge des  eben  gewonnenen  Resultates  auch  bei  den  mehrdimensionalen 
Gruppencontinuen  vom  Character  (0,  4)  nie  an  einen  wirklichen  Grenz- 
punkt des  Continuums  gelangen  können,  so  lange  die  variabeln  Ecken- 
invarianten ty  sich  im  „Innern"  ihrer  Intervalle  0  <  ^^  <  1  befinden. 
Um  demnach  an  die  Grenze  des  einzelnen  Continuums  wirklich  heran 
zu  gelangen,  haben  wir  jetzt  diejenigen  Gruppen  F  zu  untersuchen, 
welche  den  Extremwerten  t^=  0  und  t^=  1  der  Eckeninvarianten  ent- 
sprechen. 

Die  einzelnen  Randfiächen  t^=  0  bieten  keine  Schwierigkeit.  Hier 
wird  die  bisher  hyperbolische  Ecke  e.^  parabolisch,  und  wir  gelangen 
zu  einer  Grenzmannigfaltigkeit  mit  einer  um  eine  Einheit  verringerten 


*)  Siehe  jedoch  die  Note  pg.  361. 
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Dimensionenaozahl.  An  dieser  Gremniattniyfaltigkeit  ist  das  gerade  he- 
traclitete  Gesammtcontinuum  ungeschlossen  *). 

Umständlicher  gestaltet  sich  die  Untersuchung  an  einer  einzelnen 
Randfläche  t.^=  1;  denn  hier  wird  j.^=oc,  und  also  artet  die  erzeugende 
Substitution  V^  aus. 

Wir  fragen  zunächst,  wie  im  Falle  einer  Gruppe  des  Characters 
(0, 3)  eine  Eckeninvariante,  z.  B.  j^,  unendlich  werden  kann.  Eine 
solche  Gruppe  ist  stets  durch  Spiegelungen  erweiterungsfähig  und 
liefert  in  der  ^- Halbebene  als  Discontinuitätsbereich  der  erweiterten 
Gruppe  den  in  Fig.  67  schraffierten  Bereich,  wobei  als  Beispiel  Ji>2 
undJ2<2  angenommen  wurde.  Soll  jetzt 
der  Grenzübergang  lim  j.^  =  oo  vollzogen 
werden,  so  muss  sich  entweder  der 
Halbkreis  e^a  oder  der  Halbkreis  cj) 
auf  einen  Punkt  der  reellen  ^-Axe  zu- 
sammenziehen oder  beides  muss  zugleich 
eintreten.  Wir  geivinnen  also  auch  hier 
wieder  drei   Grem fälle:   erstens   die  vor-  ^^    g- 

gelegte  Gruppe    F  des    Characters  (0, 3) 

reduciert  sich  auf  die  aus  V^  zu  erzeugende  cyclische  Gruppe,  zweitens 
auf  die  aus  V^  zu  erzeugende  cyclische  Gruppe;  im  dritten  Falle  aber 
reduciert  sich  die  Gruppe  auf  die  Identität  1,  indem  sich  zugleich  der 
Discontinuitätshereich  über  die  ganze  ^-Halbehene  erstrecld. 

Auch  finden  wir  betrefi's  der  Annäherung  an  diese  Grenzfalle 
wieder  dieselben  Verhältnisse,  wie  bei  den  oben  discutierten  Grenz- 
übergängen. Ist  der  Halbkj-eis  e^a  bereits  sehr  klein,  so  kann  man, 
mag  der  Halbkreis  e^b  auch  bereits  sehr  klein  sein  oder  nicht,  immer 
noch  mittelst  einer  hyperbolischen  Substitution  V  der  Fixpunkte  c 
und  d  (cf.  Fig.  67),  welche  von  c  nach  d  verschiebt,  bei  ausreichend 
gross  gewählter  Invariante  j  von  V  so  transformieren,  dass  der  Kreis 
e^a  beliebig  wäc'hst,  während  der  Kreis  Cyb  sich  entsprechend  zu- 
sammenzieht. Nur  die  Grenzfälle  selbst  gestatten  solche  Übergänge 
nicht  mehr,  da  lim  j  =  oo  werden  würde. 

Wir  kehren  zum  einzelnen  Gruppencontinuum  des  Characters  (0,4) 
zurück,  für  welches  jedenfalls  j^^  2  sein  soll,  und  erinnern  zunächst 
an  die  Relation: 

Jn  +  Äs  +  ^"3  +  h^Jxzhi  ~  J\Ji2  ~  '^Jn  ~  '^zhz  +  «^  =  0 , 
sowie  an  die  Ungleichungen: 

*)  Siehe  das  entsprechende  Ergeh niss  beim  Continuum  der  Signatur  (1, 1) 
oben  pg.  334. 

24* 
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Da  für  limJ4=  oo  jedenfalls  auch  lim  J  =  oo  wird  und  übrigens: 

—  'hJi2  —  JiJn  —  "^zhz  ^  0 
sicher  zutrifft,  so  muss  beim  Grenzübergang  lim ^4=  00  zugleich: 

lim  (ifg  +  ifg  +  ilg  +  ii2  Ji3i23)  =  -  00 

werden.  Zwei  von  den  drei  hier  beteiligten  Transversalinvarianten 
müssen  demnach  unendlich  von  gleicher  Ordnung  werden,  so  dass  nur 
eine  unter  ihnen  endlich  und  damit  variabel  bleiben  kann:  doch  ist 
nicht  ausgeschlossen,  dass  auch  die  dritte  Invariante  unendlich  wird. 
Um-  die  Natur  dieser  Grenzfülle  verständlich  zu  machen,  wählen 
wir  das  Centrum  C  des   Normalpolygons   auf  der  Hexaederkante  C^e^ 

der  Fig.  61,  pg.  343,  und  erhalten 
das  in  Fig.  68  dargestellte  Polygon, 
mittelst  dessen  wir,  wie  oben  (pg. 
362),  die  Decomposition  von  F  in 
zwei  Gruppen  F'  und  F"  des  Char- 
acters  (0,  3)  vollziehen.  F'  sei  die 
Gruppe  der  Erzeugenden  F^,  F,,  F5 
und  F"  diejenige  der  Erzeugenden 
F3,  F^,  F5;  für  die  letztere  Gruppe 
F"  sind  die  stark  ausgezogenen  Ge- 
raden Symmetrielinien. 

Mittelst  dieser  Figur  können 
wir  den  Grenzübergang  \\m.j^=  00 
für  den  Fall  verfolgen,  dass  die  Invariante  j^^  von  Fg  einen  beliebigen 
Wert  behält;  denn  auf  das  stark  ausgezogene  Doppeldreieck  der  Fig.  68 
finden  unmittelbar  diejenigen  Betrachtungen  Anwendung,  welche  wir 
an  Fig.  67  anschlössen.  Es  seien  A  und  B  die  Schnittpunkte  der 
Geraden  OßgO  mit  der  EUipse,  und  zwar  A  der  zwischen  O  und  G 
gelegene.  Weiter  sei  F  eine  hyperbolische  Substitution,  welche  die 
Ellipsensehne  AB  zur  geraden  Bahncurve  hat  und  von  A  nach  B 
verschiebt. 

Die  erste  Möglichkeit,  den  Grenzübergang  lim  j^=  00  auszuführen 
ist  dann  die,  dass  die  Ecke  e^  in  den  Punkt  A  rückt,  während  die 
Geraden  e^e^  und  e^e^  auf  die  Tangente  der  Ellipse  im  Punkte  A  zu 
liegen  kommen.  Als  Grenzgebilde  des  vorgelegten  Continuums  ge- 
winnen wir  eine  Gruppe  des  Characters  (0,  3;  und  der  Erzeugenden 
Fj,  Fg,  F5,  von  denen  jedenfalls  die  letzte  hyperbolisch,  und  zwar  von 
der  Invariante  j,2,  ist.  Die  zweite  Art  des  Grenzübergangs  können  wir 
mit  genau  denselben  Invarianten  vollziehen,  indem  wir  nur  durch  Aus- 
übung   einer   hyperbolischen    Substitution   F  mit    ausreichend    grosser 


Fig.  68. 
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Invariante  j   dafür  Sorge  tragen,   dass  der  Punkt  e^  an  Ort  und  SteUe 
bleibt.     Die  Folge  ist,  wie  wir  von  Fig.  67  her  wissen,   dass  jetzt  der 
Punkt  0   an   den   Ellipsen punkt  B  herangedrängt   wird,    und   dass   die 
Geraden  cDe^  und  Oe^'  auf  die  Ellipsentangente  im  Punkte  B  zu  liegen 
kommen.     Von    den  Eckpunkten   unseres   Polygons   Fig.  68    ist   e^   an 
Ort    und    SteUe    geblieben,    e^   und   e/   liegen    ausserhalb    der   EUipse, 
während    aUe   übrigen    Ecken    bei    B   coincidieren.     Als    Grenzfall    er- 
scheint   die    cyclische   Gruppe    der  Erzeugenden  V^.     Die    dritte    noch 
übrig  bleibende  Möglichkeit  erscheint  als  Combination  der  beiden  ersten: 
6-3  rikikt  nach  A,  O  aber  nach  B;  die  Gruppe  T  reduciert  sich  in  diesem 
FaUe   auf  die   identische  Substitution.     Soll   die  Grenze  t^==  \    unseres 
Continuums  bei  beliebig  bleibender  Transversalinvariante  jy^  erreicht  werden, 
so  gelangen  tvir  zum  System  folgender  drei  Gruppen.    Erstens  die  Gruppe 
des  Characters  (0,  3)  und  der  Invarianten  j^,  jo^,  j^y  ^^veitens  die  cyclische 
Gruppe  der  Invarianten  j^,   drittens  die  aus  der  Identität  1  allein  be- 
stehende Gruppe. 

In  den  beiden  anderen  Fällen,  dass  entweder  j^^  oder  J23  willkür- 
lich bleiben,  knüpft  man  vollkommen  analoge  Überlegungen  an  zwei 
Normalpolygone,  deren  Centren  den  Hexaederkanten  C^e^  und  C^e/  der 
Fio-.  61  (pg.  343)  angehören.  Bie  Ergebnisse  sind  dem  ehen  aus- 
gesprochenen genau  entsprechend. 

Endlich  können  wir  den  Grenzübergang  zu  t^=  1  noch  in  der 
Weise  vollziehen,  dass  alle  drei  Invarianten  j^o,  iis,  J23  zugleich  un- 
endlich werden.  Das  System  der  erreichbaren  Grenzfälle  setzt  sich  dann 
zusammen  aus  den  drei  cyclischen  Gruppen  der  Invarianten  j^,  j^,  h 
und  aus  der  nur  die  Identität  1  enthaltenden  Gruppe. 

Halten  wir  die  drei  ersten  Eckeninvarianten  fest,  während  ^^  sein 
Intervall  0  ^  ^^  ^  1  oder  (was  auf  dasselbe  hinauskommt)  j^  sein 
Intervall  2  <  i4  ^  +  co  durchläuft,  so  können  wir  der  vorstehenden 
Betrachtung  in  dem  pg.  320  eingeführten  Tetraeder  T  in  derselben  Art 
eine  anschauliche  Deutung  verleihen,  wie  dies  pg.  334  ff.  im  Falle  der 
Signatur  (1,  1)  geschah.  Den  verschiedenen  Werthen  des  „Parameters" 
j^  entspricht  eine  Schar  von  Flächenschalen  (7)  pg.  348,  von  denen,  wie 
man  leicht  zeigt,  im  Innern  von  T  keine  zwei  durch  einen  und  den- 
selben Punkt  laufen.  Grenzt  man  auf  jeder  dieser  (t>3  den  Disconti- 
nuitätsbereich  der  Modulgruppe  ein,  so  gelangt  man  als  Gegenbild  des 
dreidimensionalen  Gruppencontinuums  zu  einem  Hexaeder,  von  dessen 
sechs  Seitenflächen  zwei  ungedeckt  bleiben,  nämlich  die  zu  j^  =  2  und 
zu  j^  =  00  gehörenden,  während  die  übrigen  durch  die  Erzeugenden 
der  Modulgruppe  auf  einander  bezogen  sind. 

Die   vorstehende  Grenzbetrachtung   betrifft   alsdann   die  z\x  j^=  00 
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gehörende  Grenzebene  ^  =  0  des  Hexaeders.  Bei  Annäherung  an  einen 
inneren  Punkt  dieser  Grenzebene  haben  wir  den  zuletzt  betrachteten 
Grenzübergang  mit  gleichzeitigem  Unendlichwerden  der  drei  Invarianten 
Ji2>  ii3  7  hs-  ^^^  Annäherungen  an  die  drei  Kanten  der  Tetraederfläche 
^  =  0  entsprechen  den  drei  Arten  der  Grenzübergänge  zu  j^  =  oo  mit 
einer  endlich  bleibenden  Invariante  j^^  oder  j^^  oder  j^^.  Die  Verhält- 
nisse gestalten  sich  im  Einzelnen  ganz  analog  denen  der  Signatur  (1,  1), 
die  pg.  335  ff.  ausführlich  besprochen  wurden.*) 

Schliesslich  erinnern  wir  noch  an  unsere  Festsetzung  ^i  ^  ^2  =  ^3  ^  h- 
Soll  demnach  beispielsweise  ^3=1  werden,  so  befinden  wir  uns  auch 
im  Grenzfalle  t^=  1.  Bei  den  für  diesen  letzteren  Grenzfall  gewonnenen 
Grenzgruppen  wird  der  Leser  leicht  den  weiteren  durch  lim  #3=1  an- 
gezeigten Grenzübergang  auf  Grund  derjenigen  Angaben  vollziehen,  die 
wir  pg.  365  betreffs  des  Unendlichwerdens  von  Eckeninvarianten  bei 
Gruppen  des  Characters  (0,  3)  entwickelten. 

§  18.    Die  normalen  und  die  reducierten  Polygone  vom 
Character  (0,  n). 

Bei  der  Verallgemeinerung  der  vorstehenden  Entwicklungen  wenden 
wir   uns   zunächst  zum   allgemeinen  Falle   des  Geschlechtes  ^;  =  0  mit 

n  festen  Ecken  und  legen  der  Re- 
ductionstheorie  der  Polygone  auch  hier 
wieder  den  Begriff  eines  Normalpoly- 
gones  vom  Character  (0,n)  zu  Grunde*^). 
Ein  Normalpolygon  des  Characters 
(0,  11)  von  allgemeinem  Typus  hat 
(4  w  —  6)  Seiten  imd  also  neben  n 
festen  Ecken  noch  (n  —  2)  dreigliedrige 
^'^•^^-  Cyclen   beweglicher  Ecken.     Es    giebt 

im  Falle  ^9  =  0  drei  verschiedene  Arten  von  Cyclen  beweglicher  Ecken, 

*)  Die  Theorie  der  Signatur  (1, 1)  ist  in  der  That  nur  ein  Specialfall  der 
Entwicklung  des  Textes.  Übrigens  ist  die  gegenwärtige  Untersuchung  insofern 
allgemeiner  angelegt,  als  wir  hier  bei  Übergang  zu  einem  Greuzpunkte  i  =  0  des 
Hexaeders  stets  das  „System  aller  hierbei  erreichbaren  Grenzgruppen"  aufgestellt 
haben,  während  dort  stets  nur  eine  Grenzgruppe  bevorzugt  wurde,  und  zwar  in 
der  Absicht,  dem  Rande  des  Hexaeders  ein  Continuum  eindeutig  bestimmter 
Grenzgruppen  zuzuordnen. 

**)  Poincare's  Reductionsbedingung  (cf.  oben  pg.  307)  ist  nicht  in  gleichem 
Grade  geometrisch  zugänglich.  Im  symmetrischen  Falle  benutzt  Po  ine  are  die  sym- 
metrischen Doppel-«-ecke  als  reduciert,  welche  als  Koi-malpolygone  auch  im  Sinne 
des  Textes  reduciert  sind.  Hier  gelang  es  denn  auch  Po  ine  are  leicht  die  Conti- 
nuitätsbetrachtung  zar  wirklichen  Durchführung  zu  bringen. 
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je  nachdem  am  Cyclus  eine,  zwei  oder  drei  hyperbolische  Erzeugende 
beteiligt  sind,  die  nicht  zu  festen  Ecken  des  Polygons  gehören*). 
Dieselben  sind  in  den  Figuren  09  bis  71 
dargestellt,  wo  e^,  e^  feste,  e,  «',  e"  beweg- 
liche Ecken  sind. 

Denkt  man  sich  an  einer  Unterbrechung 
einer  dieser  Polygonparzellen  die  Kette  der 
hier  eintretenden  Polygonseiten  eingehängt, 
so  werden  diese  Seiten  nur  unter  einander 
zusammengehören  können.  Wäre  nämlich  z.  B. 
im  Falle  einer  ParzeUe  zweiter  Art  (cf.  Fig.  70) 
eine  jenseits  der  rechten  Unterbrechung  be- 
findliche   Seite   bezogen    auf   eine    Seite   jen- 


seits   der   linken    Unterbrechung,    so    könnte 


Fig.  70. 


das  Geschlecht  p  nicht  =  0  sein;  denn  die  zu  jenen  beiden  Seiten 
gehörende  Substitution  und  die  in  Fig.  70  mit  V  bezeichnete  würden 
auf  der  zum  Polygon  gehörenden  geschlos- 
senen Fläche  ein  Paar  conjugierter  Rück- 
kehrschuitte  liefern.  Das  Gesammtpolygon  ent- 
steht also  durch  glatte  Aneinanderreihung 
(Composition)  von  Polygonparzellen  dieser 
drei  Arten,  wobei  je  zwei  benachbarte  Par- 
zellen eine  hyperbolische  Erzeugende  gemein- 
sam haben.  Kommen  hierbei  k^  Parzellen 
erster  Art,  Ag  zweiter  und  Ag  dritter  Art  zur 
Verwendung,  so  hat  das  Polygon  (2A^  -f  Ag) 
feste  Ecken  und  1  -f  2 (A^ -f  Ag -f  Ag)  Erzeugende,  woraus  man  folgert: 

2X^+1^=  n,     1 -f-2(Ai-f  Ag-f  A3)  =  2«-3. 
Für  die  ganzen  Zahlen  A  gelten  demnach  die  Bedingungen: 


Fig.  71. 


(1) 


^<h^-^,     ^,=  n-2l„     A3=Ai-2, 


so  dass  insbesondere  Ag  und  A3  durch  A^  bestimmt  sind. 

Auf  Grund  dieser  Abzahlung  kann  man  für  die  niederen  Fälle 
w  =  5,  6,  7,  .  .  .  leicht  die  verschiedenen  allgemeinen  Typen  von  Normal- 
polygonen zusammenstellen,  wobei  man  übrigens  finden  wird,  dass  zum 
einzelnen    Zahlentripel    A^,  Ag,  A3    im    allgemeinen   mehrere    Typen   ge- 


*)    Nur  für  w  =  3   geboren  an  dem  einen  bier  auftretenden  Gyclus  alle  drei 
Erzeugenden  zu  festen  Ecken  des  Secbsecks. 
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hören.  Um  die  Einordnung  der  symmetrischen  Polygone*)  hier  dar- 
zulegen, haben  wir  das  stets  eintretende  Zahlentripel  A^=2,  ^3=^  — 4, 

A3  =  0    zu    nehmen    und    die    (n 1)   Parzellen    zweiter  Art    so   neben 

einander  zu  lagern,  dass  allemal  die  festen  Ecken  benachbart  werden 
(cf.  Fig.  12  für  n  =  (5).  Dieser  stellt  sich  stets  ein,  wenn  das  Polygon- 
centrum G  einer  Symmetrielinie  nahe  ist.  Rückt  C  auf  die  Symmetrie- 
linie selbst,  so  tritt  als  Specialtypus  ein  durch  diese  Linie  symmetrisch 
halbiertes  Doppel- w-eck  auf  Tritt  z.  B.  in  Fig.  72  das  Centrum  C 
auf  die  Symmetrielinie  e^e^,  so  verschwinden  zugleich  die  durch  F3, 
durch  F4,  durch  V^  und  endlich  durch  Fg  einander  zugeordneten  Seiten, 
und  es  ergiebt  sich  das  symmetrische  Doppelsechseck  der  Fig.  73. 


Fig.  72. 


Gegenüber  diesem  extremen  Falle  treten  bei  jeder  Gruppe  F  Ü ber- 
gangstypen  durch  Verschwinden  eines  einzigen  Seitenpaares  auf.  Handelt 
es  sich  dabei  um  zwei  nicht-benachbarte  Seiten,  so  verschmelzen  zwei 
Cyclen  zufälliger  Ecken  zu  einem  viergliedrigen  Cyclus  solcher  Ecken. 
Sind  indessen  zwei  benachbarte  am  Eckpunkte  e-  gelegene  Seiten  ver- 
schwunden, so  liegt  ein  zweigliedriger  Cyclus  fester  Ecken  e.  und  e-' 
vor,  während  einer  der  {n  —  2)  Cyclen  beweglicher  Ecken  verschwunden 
ist.    Diese  letzteren  Übergangstypen  werden  weiterhin  besonders  wichtig. 

Für  unsere  vorgelegte  Gruppe  F  gehört  zu  jedem  Normalpolygon 
ein  einziges  Icanonisches  Polygon,  welches  die  gleichen  festen  Ecken  wie 
das  Normalpolygon  hat  und  insbesondere  in  der  gleichen  Anordnung, 
die  auf  dem  Rande  des  Normalpolygons  vorliegt.  Andern  wir  dem- 
nach das  Centrum  C,  so  bleibt  das  kanonische  Polygon  so  lange  im 
wesentlichen  unverändert,  als  am  Normalpolygon  kein  Typenwechsel 
der   zweiten   soeben   genannten  Art    (mit   einem   zweigliedrigen  Cyclus 


*)    Gemeint  ist  hier  immer,    wie  in  der  vorletzten  Note,    der  extreme  Fall, 
das;  die  erweiterte  Gruppe  aus  n  Spiegelungen  erzeugbar  ist. 
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fester  Ecken  e^,  e-)  eintritt.  Für  diesen  letzteren  Typenwechsel  mit 
Änderung  der  Anordnung  der  festen  Ecken  auf  dem  Polygonrande  sind, 
wie  im  Falle  (0,  4),  so  auch  im  allgemeinen  Falle  des  Characters  (0,  n) 
die  Netze  der  Bereiche  Q,  deren  Theorie  in  I  pg.  258  ff.  entwickelt  ist, 
grundlegend. 

Rückt  das  Centrum  C  in  die  Ecke  e^,  so  tritt  an  Stelle  des 
Normalpolygons  ein  Bereich  Q,  welcher  aus  einer  Kette  von  l^  (im 
elliptischen  Falle)  bezw.  von  unendlich  vielen  (im  parabolischen  und 
hyperbolischen  Falle)  den  Punkt  e^  umlagernden  Normalpolygonen  zu- 
sammengesetzt erscheint.  Der  Rand  von  Q  wird  durch  die  zu  e^  ge- 
hörende Erzeugende  V^  in  sich  transformiert.  Ist  e  irgend  eine  zu- 
fallige Ecke  dieses  Randes,  so  wird  durch  die  beiden  Punkte  s  und 
£'=Fj(£)  ein  Stück  des  Randes  eingegrenzt,  das  aus  lauter  bezüglich 
Fj  inäquivalenten  Punkten  besteht.  Längs  dieses  Stückes  finden  sich 
die  (w  —  1)  Ecken  Cg,  ^3,  .  .  .,  e„  in  einer  bestimmten  durch  die  vor- 
liegende Gruppe  F  bedingten  Anordnung,  untermischt  mit  3(w  —  3)  zu- 
fälligen Ecken.  Es  liegen  also  auf  dem  Rande  von  Q  im  ganzen 
(4w  —  10)  bezüglich  Fj  inäquivalente  Seiten  vor,  die  bezüglich  F  zu 
Paaren  zusammengehören.  Nennen  wir  den  e^  umgebenden  Bereich  Q 
insbesondere  Q^  und  reihen  den  mit  e^  äquivalenten  Punkten  e^,  e/',  . . . 
entsprechend  die  äquivalenten  Bereiche  Q^,  Q^",  ...  an,  .so  finden  sich  im 
Netze  ^1,  Q^',  Ql'  im  ganzen  (2w  —  5)  bezüglich  der  Gesamtgruppe  in- 
äquivalente Seiten.  Jedoch  gelten  diese  Angaben  nur  „im  allgemeinen", 
nämlich,  wenn  bei  Q^  der  allgemeine  Typus  vorliegt.  Zeigt  indessen  Q^ 
einen  Specialtypus,  so  ist  die  Anzahl  inäquivalenter  Seiten  im  Netze 
^1;  ^i'j  Qi'  ■  •  ■  ^deiner  als  (2«  —  5).  Diese  Specialtypen  werden  unten 
zur  Eingrenzung  des  Discontinuitätsbereiches  der  Modulgruppe  dienen. 

Man  bilde  nun  für  jede  der  übrigen  Ecken  e-  gleichfalls  das  Netz 
Q-,  Q-,  Q-",  .  .  .  und  trage  die  n-Netze  über  einander.  So  entsteht  das 
unserer  Grupp)e  F  eigenthümliche  Netz  der  natürlicJien  Elementarhereiche.*) 
Liegt  bei  keinem  Bereiche  Q-  ein  Specialtypus  vor,  so  weist  das  Netz 
der  natürlichen  Elementarbereiche  n(2n  —  5)  inäquivalente  Gerade  auf, 
welche  zu  je  (w  — 1)  in  der  einzelnen  Ecke  e.,  zu  je  dreien  in  w(w  — 3) 
zufälligen  Ecken  zusammenlaufen  und  sich  übrigens  in  einer  allgemein 
nicht  übersehbaren  Art  überkreuzen  mögen.  Für  n  =  4  traten  solche 
Überkreuzungen  noch  nicht  auf;  hier  kommen  wir  zur  Vorstellung  des 
pg.  343  ff.  oft  genannten  Hexaeders  zurück.  Li  jedem  Falle  ist  aber, 
wie    man    aus    der   Endlichkeit    der  Anzahl    n(2n  —  5)    inäquivalenter 


*)  Der  Begriff   ,, natürlicher    Elementarbereicb"  ist  hier  in    demselben   Sinne 
wie  pg.  343  für  n  =  4  gefaßt;  man  vergl.  die  dortige  Fußnote. 
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gerader  Strecken  entnimmt,  die  Anzahl  fi  inäquivalenter  natürlicher 
Elementarbereiche  als  eine  endliche  erhannt. 

Die  vorstehenden  Zahlenangaben  modificieren  sich,  wenn  an  einem 
oder  mehreren  Bereichen  Q^,  Q^,  .  .  .,  Q^  Specialtypen  vorliegen;  ins- 
besondere wird  in  diesem  Falle  die  Anzahl  inäquivalenter  gerader 
Strecken  <;«(2«  — 5).  Als  Extremfall  ist  wieder  der  symmetrische  zu 
nennen,  ivo  sich  das  Netz  der  natürlichen  Elementarhereiche  einfach  auf 
das  regidär  -  symmetrische  Netz  der  Doppel- n-cclie  reduciert  und  also 
/i  =  2  wird. 

Wählen  wir  das  Centrum  C  in  einem  einzelnen  natürlichen  Ele- 
mentarbereiche, so  hat  das  zugehörige  Normalpolygon  n  feste  Ecken, 
welche  ihre  Lage  und  ihre  Anordnung  auf  dem  Polvgonrande  bei- 
behalten, so  lange  sich  C  in  jenem  Elementarbereiche  bewegt.  Zu 
jedem  der  /i  natürlichen  Elementarbereiche  gehört  demnach  ein  ein- 
deutig bestimmtes  kanonisches  Polygon.  Setzen  wir  also  nur  erst 
allgemein  fest,  dass  die  zu  den  Normalpolygonen  (ohne  Specialtypus) 
unserer  vorgelegten  Gruppe  F  gehörenden  Txanonisclien  Polygone  als  redu- 
cicrte  Polygone  gebraucht  werden  sollen,  so  haben  uir  in  jedem  Falle 
eine  endliche  Änzalil  von  ^  reducierten  Polygonen. 

Aber  diese  Anzahl  ^  ist  stets  >  1.  Wir  fanden  selbst  im  günstigsten 
Specialfalle  einer  symmetrischen  Gruppe  ^  =  2  und  entsprechend  zwei 
reducierte  Polygone  mit  einander  entgegengesetzter  Eckenanordnung. 
Im  allgemeinen  ist  aber  ju  noch  weit  grösser;  denn  wir  fanden  bereits 
|u.  =  6  für  w  =  4. 

Wenn  wir  demnach  zur  Eingrenzung  eines  Discontinuitätsbereiches 
der  Modulgruppe  unter  den  [i  reducierten  Polygonen  eines  aussuchen 
müssen,  so  ist,  wie  auch  im  Falle  n  =  4,  ein  unsymmetrisches  Vor- 
gehen nicht  mehr  zu  vermeiden.  Zu  diesem  Zwecke  wollen  wir  zur 
Vereinfachung  der  nächstfolgenden  Entwicklungen  zuvörderst  annehmen, 
dass  die  n  Eckeninvarianten  der  vorliegenden  Gruppe  F  durchtveg  von 
einander  verschieden  seien.  Die  Ergänzungen  in  den  Fällen  gleicher 
Eckeninvarianten  werden  später  keine  besonderen  Schwierigkeiten  machen. 
Die  kleinste  Eckeninvariante  nennen  wir  j^,  die  zweitkleinste  jgi  ^^^ 
zugehörigen  Ecken  selbst  heissen  e^  und  e^.  Man  bilde  den  zur  Ecke  e^ 
gehörenden  Bereich  Q^^.  Betreffs  der  Folge  der  Ecken  auf  dem  Rande 
dieses  Bereiches  Q^  haben  Avir  zwei  Fälle  zu  unterscheiden.  Im  All- 
gemeinen finden  sich  längs  eines  Randstückes  von  Q^,  das  wir  wie 
oben  durch  zwei  Punkte  s  und  s' =  Vj^^s)  eingrenzen,  nur  (n  —  1)  feste 
Ecken.  Wir  schneiden  dann  aus  Q^  mittelst  zweier  von  e^  ausziehenden 
Geraden,  von  denen  die  eine  durch  J\  in  die  andere  transformiert  wird, 
ein  Normalpolygon  in  der  Weise   aus,   dass  ßg   ^'^  ^^*  üblichen  Sinne 
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(sielie  z,  B.  Fig.  102  in  I  pg.  305)  auf  e^  folgende  feste  Eclie  ivird. 
Das  mit  dem  Normalpolygon  iinmittelhar  gegebene  lanonische  Polygon, 
ivelches  für  unsere  Gruppe  F  eindeutig  bestimmt  ist,  wählen  ivir  als  redu- 
cicrtes  Polygon  P.  Im  Besonderen  kann  es  vorkommen,  dass  auf  dem 
Rande  von  Q^  zwischen  s  und  s'  =  V^is)  mehr  als  («  —  1)  feste  Ecken 
gelegen  sind.  Die  eben  befolgte  Massregel  würde  dann  noch  mehrere 
kanonische  Polygone  ergeben,  wie  man  leicht  übersehen  wird.  Die 
hier  vorliegenden  Verhältnisse  treten  uns  sogleich  wieder  entgegen  und 
brauchen  hier  nicht  weiter  verfolgt  zu  werden. 


§  19.    Die  Continua  der  reducierten  Polygone  vom  Character  (0,  n) 
bei  gegebenen  Eckeninvarianten  und  fester  Eckenordnung. 

Die  bisherige  Betrachtung  betraf  die  Auswahl  eines  reduzierten 
Polygons  bei  der  einzelneu  Gruppe  F.  Indem  wir  jetzt  zu  den  Gruppen- 
continuen  zurückgehen,  halten  wir  jedoch  bis  auf  weiteres  an  der  An- 
nahme fest,  dass  die  EcJceninvarianten  Ji,  j^,  •  •  ■,  j^  constant  seien.  Es 
werden  somit  nur  die  (2n — 6)  unabhängigen  Compositions-  und  Trans- 
versalinvarianten variabel  sein.  Wir  nehmen  an,  dass  eine  erste  Gruppe  F 
vorgelegt  sei,  bei  der  nicht  gerade  der  am  Schlüsse  des  vorigen  Para- 
graphen  genannte  Specialtypus  zutreffe.  Indem  wir  auch  ferner  an  der 
Annahme  durchgängig  verschiedener  Eckeninuarianten  einstweilen  fest- 
halten, ist  das  reducierte  Polygon  P  von  F  eindeutig  bestimmt.  Die 
auf  dem  Rande  von  P  auf  e^  folgenden  Ecken  mögen  in  ihrer  vor- 
liegenden Reihenfolge  e^,  e^,  .  .  .,  e„  heissen.  P  gehört  einem  Polygon- 
continuum  an,  welches  den  allein  variabeln  Compositions-  und  Trans- 
versalinvarianten entsprechend  {2n  —  6)-dimensional  ist  und  oben  in 
Gestalt  eines  Würfels  dieser  Dimensionenanzahl  dargestellt  wurde;  wir 
wollen  diesen  W^ürfel  kurz    TF2«-6  nennen- 

W^ir  haben  nun  zunächst  die  («  —  3)  Compositionsinvarianten  näher 
zu  betrachten.  Der  pg.  295  ff.  vollzogene  Aufbau  irgend  eines  kano- 
nischen Polygons  vom  Character  (0,  n)  bestand  in  der  Wiederholung 
von  (n — 3)  gleichartigen  Compositionen.  Beim  einzelnen  dieser  (n  — 3) 
Schritte  hatten  wir  ein  etwa  P^  zu  nennendes  Polygon  des  Characters 
{0,  v)  imd  der  Erzeugenden: 

M;    '''^2}  '  '  '}    'v-\y    ^  ^  {''^v^v  +  i  '  '  ■  '^nJ 
mit  einem  Polygon  Pg  des  Characters  (0,  3)  und  der  Erzeugenden: 

welches  mit  P^  die  hyperbolische  Erzeugende  V  gemein  hat,  zu  einem 
Polygon  P,.  +  i  zu  componieren.    An  Stelle  von  P^  konnte  hierbei  aber 
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aucli  irgend  ein  Polygon  P^'=  V"{P^)  treten,  wo  6  einen  ganz  be- 
liebigen Exponenten  zwischen  —  oo  und  +  ^^  darstellt.  Für  das  einzelne 
Polygon  des  so  eintretenden  linearen  Continuums  ist  dann  der  zu- 
gehörige Exponent  6  die  Compositionsinvariante  in  einer  ersten  Ge- 
stalt. Man  beachte,  dass  die  Erklärung  von  6  die  Angabe  eines  ersten 
Polygones  P^,  +  i  voraussetzt,  dem  dann  der  Wert  (5  =  0  zukommt,  das 
aber  übrigens  irgend  eines  in  dem  hier  auftretenden  linearen  Conti- 
nuum  von  Polygonen  des  Characters  (0,  v-\-l)  sein  kann. 

Zwei  um  eine  ganze  Zahl  verschiedene  6  liefern  nun  zwar  ver- 
schiedene Polygone  P^.^i,  aber  die  ihnen  zugehörigen  Gnippen  JT  er- 
kennt man  sofort  als  identisch.  Verschieben  wir  nämlich  bei  festem  P^ 
das  Polygon  P^  durch  einen  Discontinuitätsbereich  der  gemeinsamen 
hyperbolischen  Erzeugenden  V,  so  ist  die  zum  verschobenen  Polygon 
V(P^)  gehörige  Gruppe  offenbar  wieder  mit  der  Gruppe  von  P^  iden- 
tisch geworden.  Ist  wie  am  Eingang  des  Paragraphen  P  ein  Normal- 
polygon des  Centrums  C,  so  liegen  die  Ecken  e^,  e^,  .  .  .,  e„  und,  wie 
aus  der  Gestalt  eines  Normalsechseckes  Pg  vom  Centrum  C  hervor- 
geht, auch  die  zu  F'  gehörende  Ecke  im  Innern  des  cyclischen  Normal- 
bereiches vom  Centrum  C  der  hyperbolischen  Substitution  F;  beide 
Polygone  P,,_i  und  P^  können  demnach  innerhalb  dieses  cyclischen 
Bereiches  angeordnet  werden.  Führen  wir  also  ö  in  der  Art  ein, 
dass  (3  =  0  zu  irgend  einem  Polygone  P,  +i  gehört,  bei  dem  jene 
beiden  componierenden  Polygone  im  fraglichen  cyclischen  Normal- 
bereiche liegen,  so  kann  die  in  Rede  stehende  Compositionsinvariante  6 
unseres  Normalpolygons  P  nie  >  -f  1  und  nie  <  —  1  sein.  Wir  ge- 
langen zu  dem  Ergebniss,  dass  die  Compositionsinvarianten  auch  in 
ihrer  pg.  296  ff .  benutzten  Gestalt  als  Grössen  t  für  unsere  reducierten 
Polygone  niemals  den  beim  Polygoncontinuum  W^^_^  vorliegenden  G^-enzen 
t  =  0  und  t  =  1  nahe  Iwmmen  l'önnen. 

Anders  verhalten  sich  die  (m— 3)  Transversalinvarianten  j^  ^  . . .,  n 
j^  ...  ^  •••  J^_j  ^.  Liegt  ein  kanonisches  Polygon  mit  ^n  nicht- 
verschwindenden  Seiten  vor,  bei  dem  also  keine  zwei  unter  den  festen 
Ecken  einander  unendlich  nahe  gekommen  sind,  so  hat  j^  ^^^  ...  „  als 
Invariante  der  hyperbolischen  Substitution  V^,V^_^_i  '  '  '  ^n  ß**^^*^  endlichen 
Wert,  der  zwischen  —  2  und  —  oo,  unter  Ausschluss  der  Grenzen,  liegt. 
Demgegenüber  werden  wir  bald  sehen,  dass  selbst  schon  bei  den  sym- 
metrischen Polygonen  unter  ZusammenfaJl  fester  Ecken  die  Transversal- 
invarianten ihre  Grenzwerte  —  2  bezw.  —  oo  erreichen  können. 

Wir  gehen  jetzt  auf  das  am  Anfang  des  Paragi-aphen  eingeführte 
Normalpolygon  der  festen  Ecken  e^,  e^,  .  .  .,  e^  zurück,  welches  wir 
durch  zwei  Niveaugerade  von  F^  aus  dem  Bereiche  Q^^  des  Centrums  e^ 
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ausgeschnitten  hatten,  und  erinnern  daran,  dass  die  (2w  —  5)  inäqui- 
valenten Seiten  von  Q^  zunächst  als  durchgängig  nicht-verschwindend 
galten.  Dem  fraglichen  reducierten  Polygone  P  wird  demnach  ein 
Punkt  im  „Innern"  des  Würfels  T^sn-e  entsprechen.  Ändern  wir  von 
hier  aus  die  Invarianten  stetig,  so  ändert  sich  P  gleichfalls  stetig. 
Somit  kann  keine  der  (2n  —  b)  Seiten  sogleich  verschwinden,  und  also 
liefern  die  Punkte  des  Würfels  TF2n-6  ^^  ^^^  nächsten  Umgebung  der 
fixierten  Stelle  gleichfalls  noch  reducierte  Polygone.  Fassen  wir  dem- 
nach aUe  diejenigen  Punkte  von  W^^_qj  welche  reducierte  Polygone 
unserer  Art  der  Eckenanordnung  e^,  e.^,  ■  .  ■,  e^  liefern,  zu  einem  Be- 
reiche B  zusammen,  so  wird  dieser  Bereich  B  aus  einem  oder  viel- 
leicht auch  aus  mehreren  Theilen  bestehen,  icdclie  gJeicIi falls  {2n  —  6)- 
dimensional  sind,  und  an  deren  Ränder  wir  nur  dadurch  herankommen 
können,  dass  entweder  am'  Bereiche  Q^  Typenwechsel  mit  Uinordnung 
der  festen  Eclien  eintritt,  oder  dass  mindestens  eine  der  Transversal- 
invarianten  ihren  einen  oder  anderen  Grensivert  erreicht. 

Wir  wenden  uns  zur  ersten  dieser  beiden  Mög-lichkeiten  und  nehmen 
an,  dass  die  beiden  in  e-  zusammenstossenden  Seiten  von  Q^  gerade 
verschwunden    seien.     Vorher,   d.  h.   ehe   das  Verschwinden  eingetreten 


Fig.  74. 


Fig.  75. 


ist,  ändern  wir  P  erst  noch  in  der  Art  ab,  dass  wir  an  Stelle  der  bis- 
herigen Niveaugeraden  von  V^  mittelst  der  Geraden  e^e^  und  e^el=V^{e^e^) 
das  Polygon  P  aus  Q^  ausschneiden.  P  hat  dann  die  in  Fig.  74 
skizzierte  Gestalt,  in  welcher  e,  e  und  s"  einen  Cyclus  beweglicher 
Ecken  bilden.  Verschwinden  nun  die  beiden  Seiten  e^e'  und  e-s",  so 
wird  in  diesem  Augenblick  e  zu  einer  mit  e.  und  e/  äquivalenten  Ecke 
e/',  und  P  nimmt  die  in  Fig.  75  angegebene  Gestalt  an. 

Die   durch   Y.^'   einander    zugewiesenen    Seiten    sind    Niveaugerade 
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dieser  Substitution  und  schneiden  sich  bei  Verlängerung  im  Fixpunkte  fg 
derselben.  Entsprechendes  gilt  für  die  zu  F/  gehörenden  Seiten.  Es 
ist  nicht  ausgeschlossen,  dass  e^  eine  Ecke,  und  zwar  dann  eine  feste 
Ecke  von  P  ist,  falls  nämlich  die  Ecken  e-  und  ««('^^t  +  i)  ^^^®  Polygon- 
parzelle erster  Art  (cf.  Fig.  69,  pg.  308)  bilden.  Aber  jedenfalls  kann 
P,  da  w  >  4  anzunehmen  ist,  nicht  an  beide  Ecken  «g  und  a^  heran- 
ragen. 

Man  erkennt  nun,  dass  die  vier  Substitutionen: 

mit  den  Fixpunkten  e^,  «g»  *3(=^.")>  ^4  ^^^  i'^  -^  enthaltene  Unter- 
gruppe des  Characters  (0,  4)  erzeugen,  für  welche  in  Fig.  75  ein 
Normalsechseck  mit  einem  dreigliedrigen  Cyclus  fester  Ecken  vorliegt. 
Das  Centrum  C  dieses  Normalsechsecks  liegt  in  der  festen  Ecke  e^' 
demzufolge  ergiebt  die  Theorie  der  Normalpoljgone  vom  Character 
(0,  4)  (cf.  pg.  339)  das  Resultat:  Bei  der  fraglichen  G-ruppe  des  Cha- 
racters (0,  4)  liegt  der  symmetrische  Fall  vor,  tvohei  das  in  Fig.  75,  pg.  375, 
stark  umrandete  Viereck  6^8.2 s^s^  ein  Elementarviereck  liefert.  Dieses  Sach- 
verhältniss  wollen  wir  dahin  bezeichnen,  dass  an  unserem  reducierten 
Polygone  P  der  Eckenfolge  e^,  Cg,  .  .  .,  e„  eine  „Partialsymmetrie"  ein- 
getreten sei. 

Die  Invarianten  des  Polygones  vom  Character  (0,4)  mögen  J/r=ji), 
J2')  Jsi'^Ji)}  Ji'}  Ji2>  •  •  •  lieissen.  Nach  pg.  354  besteht  alsdann  die 
Symmetriebediugung : 

(1)  JnJ2z  +  ^JL-J2=0. 

Diese  Invarianten  gehören  entweder  direct  zu  denen  unseres  reducierten 
Polygons  P  vom  Character  (0,  n),  oder  sie  sind  in  den  Invarianten  des 
letzteren  rational  darstellbar.  Die  Gleichung  (1)  rechnet  sich  mittelst 
dieser  Darstellungen  in  eine  algebraische  Belation: 

fleischen  den  Invarianten  von  P  um,  welche  im  Falle  der  gefundenen 
Partialsymmetrie  erfüllt  ist.  Diese  Eelation  (2)  stellt  uns  im  Würfel 
^2n-6  ßmew  (2 n  —  1)  -  dimensionalen  Rand  Pgn-v  ^^  Bereiches  B 
unserer  reducierten  Polygone  P  der  Eckenanordnung  e^,  e^,  gg,  .  .  .,  e^ 
dar.  Nach  Überschreiten  dieses  Randes  hat  am  Normalbereiche  eine 
Versetzung  der  Ecke  e^  statt  gefunden,  so  dass  das  kanonische  Polygon 
der  Eckenanordnung  e^,  e^,  ■  .  .,  e„,  sofern  wir  dieses  beibehalten  wollen, 
aufgehört  hat,  zu  den  reducierten  Polygonen  dieser  Eckenordnung  zu 
gehören. 
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Die  Stelle,  nach  welcher  e^  versetzt  wird,  regelt  sich  nach  der 
Polygonparzelle,  an  welcher  e^  unmittelbar  vor  Eintritt  der  Partial- 
symmetrie  theil  hatte  (siehe  die  zufällige  Ecke  e  am  Polygon  der 
Fig.  74,  pg.  375).  Man  wolle  nun  beachten,  dass  im  Innern  von  B 
solche  Typenwechsel  des  Normalbereiches  Q^^  an  denen  nur  von  zu- 
fälligen Ecken  begrenzte  Seiten  betheiligt  sind,  keineswegs  ausgeschlossen 
sind.  Derartige  Typenwechsel  lassen  die  Eckenanordnung  e^y  ^zf  •  •  •■>  ^n 
auf  dem  Rande  von  Q^  unverändert,  modificieren  aber  die  Polygon- 
parzellen. Man  kann  demnach  allgemein  nur  sagen,  dass  e^  in  irgend 
eines  unter  den  (n  —  3)  zwischen  den  übrigen  Ecken  6,^^,  e^j^^,  .  .  ., 
ß„,  ßzf  •  •  •}  ^i-i  f^^i  bleibenden  Intervallen  versetzt  wird,  was  im  Höchst- 
falle (n  —  3)  Partialsymmetrieen  liefert.  Da  im  übrigen  e.  eine  unter 
den  Ecken  e^,  e^,  .  .  .,  e^  ist,  so  ist  insgesammt  die  Anzahl  der  Partial- 
symmetrieen ^  (w  —  1)  (n  —  3). 

Man  erinnere  sich  nun,  dass  man  im  übrigen  nur  noch  dadurch 
an  den  Rand  des  Bereiches  B  gelangen  kann,  dass  mindestens  eine  der 
Transversalinvarianten  ihren  einen  oder  anderen  Grenzwert  erreicht, 
womit  wir  uns  zugleich  am  Rande  des  Polygoncontinuums  TF2„_g  be- 
finden. Wir  gelangen  zu  der  wichtigen  Erkenntniss:  Bn  Bmern  von 
TFg^^g,  d.  h.  abgesehen  von  solchen  Bandgebilden,  die  zugleich  auf  dem 
Bande  des  Polygoncontinuums  TF^g^-e  ^^^9^^^,  ^st  der  {2n  —  &)-dimen' 
sionale  Bereich  B  unserer  reducierten  Polygone  der  JEcJcenanordnung  e^, 
e^,  .  .  .,  e„  vollständig  begrenzt  durch  gewisse  {2n—l)-dimensionale  „alge- 
gebraische  Ränder''  P^^-i^  deren  Anzahl  ^  (w  —  1)  (w  —  3)  ist.  Aus 
dem  algebraischen  Character  dieser  Randgebilde  -Rgn-v  ergiebt  sich 
unmittelbar  weiter:  Der  Bereich  B  ist  entweder  seihst  ein  Continimm, 
oder  er  besteht  aus  einer  endliclien  Anzahl  {2 n  —  G)  -  dimensionaler 
Continua.  Im  Falle  w  =  4  wird  die  obere  Grenze  (n — l)(n  —  3)  =  3 
wirklich  erreicht;  hier  sind  die  drei  Gebilde  i?^  die  Curven  K^,  K^,  K^, 
welche  uns  den  Bereich  B  als  ein  Continuum,  nämlich  als  das  pg.  355 ff. 
oft  genannte  Dreieck  auf  der  Flächenschale  Og  (cf.  Fig.  45  pg.  323) 
eingrenzten  *). 

Wir  untersuchen  jetzt  diejenigen  reducierten  Grenzpolygone,  welche 


*)  Man  überlege  nocb  die  Stellung  der  symmetrischen  Polygone  der  Ecken- 
ordnung e^ ,  e^ , . .  . ,  e„  mittelst  der  für  w  =  6  gezeichneten  Fig.  73,  pg.  370.  Auf  dem 
Rande  von  Q^  liegen  zwischen  zwei  Punkten  e,j  und  e^,  =  Fi~^(e,J  zwei  Punkte 
Cg,  Pg',  zwei  Punkte  e^,e/,  .  . .,  endlich  zwei  Punkte  e„_i,  ßjj-i,  aber  nur  ein 
Punkt  e.^ .  Somit  treten  {n  —  3)  Partialsymmetrieen  zugleich  auf,  so  dass  wir  zu 
dem  (2  w  —  6)  —  {n  —  3)  =  (n  —  3)  -  dimensionalen  Durchschnitt  gewisser  (n  —  3) 
Ränder  i?^,,-?  gelangen.  Wie  man  am  symmetrischen  Polygon  leicht  direct  fest- 
stellt, bildet  dieser  Durchschnitt  ein  Continuum. 
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eintreten,  falls  eine  Transversalinvariante  ihren  einen  oder  anderen 
Grenzwert  erreicht.  Die  hier  eintretenden  Untersuchungen  sind  durch- 
aus analog  und  nicht  wesentlich  complicierter  wie  die  entsprechenden 
für  w  =  4. 

Zu  unseren  reducierten  Polygonen  P  gehören  insbesondere  stets 
die  symmetrischen  Polygone  der  Eckenanordnung  e^,  e^,  .  .  .,  e^.  Ein 
Elementar-n-eck  mit  dieser  Eckenordnung  heisse  P,  die  Spiegelung  an 
der  Seite  e^_^,  e-  werde  V\  genannt,  so  dass: 

V  =  V  V 

'    t  '^    i^    2  +  1 

gilt.  Die  Transversalinvariante  j^  g  •••  ,_i=i,  ;  +  i  •••  „  ist  die  In- 
variante der  hyperbolischen  Substitution: 

y^  v^  •  •  •  Vi-i  =  (r,v,) .  {V,V,)  ■ .  ■  {v,_,r^)  =  V,  F,, 

welche  durch  Combination  der  Spiegelungen  an  der  ersten  und  i^^ 
Seite  entsteht.  Zur  Abkürzung  nennen  wir  die  herausgegriffene  Trans- 
versalinvariante kurz  / 

Für  den  Grenzwert  j  =  —  2  gilt  nun  genau  dasselbe  wie  bei  w  =  4 
(cf.  pg.  360):  Man  lann  den  Grenzübergang  lim  j  =  — 2  auf  drei  durch 
die  Invarianten  nicht  zu  unterscheidende  Arten  ausführen,  entweder  da- 
durch, dass  unter  Conicidenz  von  e^,  e.j^^,  .  .  .,  e^  in  einem  PunJde  der 
reellen  t,-Axe  die  Symmetriekreise  von  V^  und  V .  an  dieser  Conicidenz- 
stelle  zur  Berührung  lommen,  oder  dass  unter  Conicidenz  von  e^,  e^,  .  . ., 
ßj_i  die  beiden  fraglichen  Kreise  sich  schliesslich  an  dieser  letzteren  Stelle 
der  reellen  t,-Axe  berühren,  oder  endlich  dadurch,  dass  diese  beiden  Ecicen- 
coincidenzen  gleichzeitig  stattfinden,  während  die  beiden  Symmctriehalb- 
lireise  zur  JDeclxung  hommen.  Im  letzten  Falle  wird  Fj  F,.  zur  iden- 
tischen Substitution,   imd  das  Polygon  artet  aus*)]    die   beiden  ersten 

Fälle  liefern  die  beiden  Möglich- 
keiten, dass  V^  Vi  parabolisch 
wird:  Wir  gewinnen  zwei  sym- 
metrisclie  Polygone  der  Char ädere 
(0,  i)  uml  (0,  n  —  i-^2),  tvo  beide 
Male  an  der  Coincidenzstelle  der 
bisher  getrennten  Ecken  eine  para- 
bolische Spitze  eingetreten  ist.  Auch 

Fig.  76.  .  .  . 

leuchtet  wieder  ein,  dass  die  drei 
Grenzübergänge  durch  die  Invarianten  nicht  unterscheidbar  sind.  So 
ist    z.B.    für   n  =  l,  ?' =  4   in  Fig.  76    ein    dem    einen   parabolischen 


*)  D.  h.  als  Hauptkreispolygon.     Siehe  jedoch  die  Fussnote  pg.  361. 
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Grenzfall  nahes  Polygon  gezeichnet.  Dasselbe  können  wir  durch 
Transformation  mittelst  einer  hyperbolischen  Substitution,  welche 
den  Symmetriekreis  von  V^  zur  Bahncurve  hat,  von  e^  nach  e^  ver- 
schiebt und  ausreichend  grosse  Invariante  besitzt,  stets  in  ein  dem 
anderen  parabolischen  Grenzfall  nahes  Polygon  überführen. 

Bei  dem  eben  vollzogenen  Grenzübergange  werden  die  auf: 

J       '  Ji,  i+  l,  ■■■,n 

folgenden  Transversalinvarianten : 

''i  +  1 ,  •  •  •,  7»'  '■'n  — 1,71 

sämmtlich  am  ersten  Grenzpolygone,  demjenigen  der  Erzeugenden  V^, 
^^2  7  •  •  V  ^1-1}  O^i^^i  +  i  •  •  -^n)»  ^^^®  Bedeutung  verlieren;  vielmehr  sind 
sie  die  (w  —  i  —  1)  Transversalinvarianten  des  anderen  Grenzpolygones, 
an  welchem  die  (i  —  3)  ersten  Trans  versalinvarianten  nicht  mehr  in 
Betracht  kommen.   Bilden  wir  weiter  für  irgend  zwei  den  Unffleichunffen : 

1  <  A-  <  /,  i  <l 
genügende  Indices  Je,  l  die  Transversalinvariante  i^.  ^  ,  i  . ..  ;_i,  d.  i.  die 
Invariante  der  hyperbolischen  Substitution  VJ^,  die  wir  freilich  nicht 
unter  die  (h  —  3)  unabhängigen  Transversalinvarianten  aufnahmen,  so 
wird  diese  Invariante,  wie  ein  Blick  auf  Fig.  76  lehrt,  beim  Grenz- 
übergange lim  _;'  =  —  2  selbst  unendlich  werden. 

Auch  umgekehrt  wird,  falls  eine  Transversalinvariante  unendlich 
werden  soll,  notwendig  mindestens  eine  andere  den  Grenzwert  —  2  er- 
reichen. SoU.  z.  B.  unsere  oben  ausgesuchte  Invariante  J= — oo  werden, 
so  muss  mindestens  einer  unter  den  beiden  Symmetriekreisen,  die  zu 
Fj  und  V-  gehören,  sich  auf  einen  Punkt  der  reellen  ^-Axe  zusammen 
ziehen.    Demnach  werden  entweder  die  Punkte  e   und  e,   oder  e.   ,  und 

n  1  z  —  1 

e-  verschmelzen,  sofern  nicht  beides  zugleich  eintritt.  Man  wird  die 
hier  eintretenden  Verhältnisse  leicht  weiter  verfolgen  und  zum  Er- 
gebniss  gelangen:  Andere  Grenzpolygone  als  die  oben  durch  Zusammen- 
rücken fester  Echen  hergestellten  symmetrischen  Polygone  niederer  Cha- 
ractere  kommen  im  symmetrischen  Falle  des  Characters  (0,  n)  überhaupt 
nicht  vor. 

Im  unsymmetrischen  Falle  gelangen  wir  zu  dem  entsprechenden 
Ergebniss.     Wir  untersuchen  etwa  wieder  die  Transversalinvariante: 

^        •/ 1 ,  2 ,  •  •  ,  j  -  1        «^i ,  i  + 1 ,  •  ■  •,  «' 

welche  zur  hyperbolischen  Substitution: 

gehört.     Unserem   reducierten   Polygone  P  geben    wir  unter   Beibehal- 

Fricke-Klein,  Automorphe  Functionen.  II.  25 
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tung  der  festen  Ecken  die  in  Fig.  77  skizzierte  Gestalt,  welclie  nach 
dem  ersten  Theorem  in  I  pg.  308  stets  erreichbar  ist.  Hier  ist  O  der 
Fixpunkt  von  V  und  TT  die  Polare  von  O,  welche  die  Ellipse  in  den 
Punkten  Ä  und  B  schneidet.  Es  kommen  nur  zwei  Cyclen  beweg- 
licher Ecken  vor,   je  einer    an    der   einzelnen   der   beiden  durch  TT  ab- 


Fig.  77. 


getrennten  Randparzellen  von  P.  Der  eine  Cyclus  umfasst  die  Ecken 
«',  Vi-ii^'),  Vi-,  l^-i(0,  ...,  s=V,V,...  F,_,(>'),  der  andere  die 
Ecken  e",  V^{e"'),  •  •  -,  ^"=  V,V,^,  .  .  .  F„ (.'"). 

Das  Polygon  P  lässt  sich  hier  sehr  leicht  in  zwei  Theilpolygone 
P'  und  P"  der  Charactere  (0,  i)  und  (0,  n—i-\-2)  und  der  Erzeugen- 
den Fl,  V^,  .  .  .,  V._i,  V-^  und  V,  F.,  V._^i,  .  .  .,  F„  decomponieren. 
Z.  B.  entspringt  P"  durch  Fortlassung  der  zwischen  s  und  s'  rechter 
Hand  (in  Fig.  77)  eingehängten  Seiten  von  P  und  Anfügung  der  durch 
F  correspondierenden  Seiten  eO  und  f'O;  entsprechend  gewinnt  man 
das  Polygon  P'  (cf.  pg.  362). 

Für  den  Grenzübergang  lim  j  =  —  2  gilt  jetzt  Wort  für  Wort  die 
im  Falle  w  =  4  oben  (pg.  363)  durchgeführte  Überlegung.  Wir  ge- 
langen zu  zwei  Grenzpolygonen  P',  P"  der  Charactere  (0,  i)  und 
{0,n  —  i-\-2)   und   einer   Ausartung*);    von   den   (w  — 3)    Transversal- 


invarianten sind  die  {i  —  3)  ersten  j^  2}  Ji,2,sy  '  " 'jii.s, •••,i-2  ^'^  Trans- 
versalinvarianten von  P'  getvorden,  die  (i  — 2)*^  Invariante  ist  mit  dem 
Werte  —  2  Ecl'eninvariante  für  P'  und  P"  geworden,  und  der  Best  der 
(n  —  i—l)  Invarianten  j'-^^  ...,  «?  '  ' '?  in-i,n  liefert  die  Transversal- 
invavianten  für  P". 

Zur  Untersuchung  des  Grenzübergangs  lim  j  =  —  oo  ist  es  zweck- 
mässig, die  durch  V  einander  zugewiesenen  Seiten  s's"  und  es'"  auf  die 
Punkte  D  und  E  von  TT   zusammen  zu  ziehen,    so   dass   P   ein   kano- 


*)  Cf.  Fussnote  pg.  361. 
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nisclies  2w-eck  wird.  Beim  Grenzübergang  können  wir  nöthigenfalls 
durch  Verschiebung  von  P  längs  TT  erreichen,  dass  zunächst  etwa  die 
Ecke  E  an  Ort  und  Stelle  bleibt.  Alsdann  betrachte  man  die  Gruppe 
des  Characters  (0,  3),  welche: 

zu  Erzeugenden  hat.  Von  den  drei  zugehörigen  Invarianten  ist  die 
erste  die  nicht  weiter  beschränkte  Transversalinvariante  j^  ^  ■■■  j_2>  ^^^ 
zweite  ist  als  Eckeninvariante  j-_^  von  P  fest,  während  die  dritte 
unsere  Invariante  j  ist,  die  —  oo  werden  soll.  Es  liegt  somit  der 
pg.  365  für  den  Character  (0,  3)  ausführlich  discutierte  Grenzfall  vor. 
Nach  den  damaligen  Ergebnissen  wird  die  Ecke  e^_^  nach  dem  Ellipsen- 
punkte A  (cf.  Fig.  77)  hingedrängt,  da  wegen  Festhaltung  der  Ecke  E 
der  Fixpunkt  von  V^-V^  .  .  ■V-_^  jedenfalls  von  B  entfernt  bleibt. 
Genau  die  entsprechende  Überlegung  kann  man  für  die  aus: 

V  V         V  V      V      V  V 

ZU  erzeugende  Gruppe  des  Characters  (0,  3)  durchführen.  Wir  kommen 
zu  dem  Ergebniss,  dass  e^_j  und  e^  im  Ellipsenpunkte  A  zur  Conicidenz 
gelangen.  Aus  der  Theorie  des  Characters  (0,  3)  folgt,  dass  bei  dieser 
Conicidenz  F,._i  und  V^  zu  einer  parabolischen  Substitution  V^_iVi  hin- 
führen*). Wir  gelangen  demnach  hier  zu  einem  Grenzfall  genau  der- 
selben Art,  wie  im  vorbetrachteten  Falle  lim  j  =  —  2:  Die  oben  im 
Falle  j  =  —  2  gewonnenen  Grenzfälle  sind  die  einzigen,  welche  hei  unseren 
reducierten  Polygonen  des  CJtaracters  (0,  n)  auftreten  können  **). 

Um  die  Anzahl  der  Invarianten  der  einzelnen  an  unserem  Bereiche 
B  der  reducierten  Polygone  P  auftretenden  Grenzmannigfaltigkeit  fest- 
zustellen, beachte  man  erstlich,  dass  die  Ausartung  keine  Invariante 
liefert***).  Weiter  hat  das  Polygon  P'  vom  Character  (0,  i)  für  sich 
genommen  (2i  —  6)  unabhängige  Invarianten  und  das  Polygon  P"  vom 
Character  (0,  w  —  «  +  2)  noch  (2(w — ^-|-2)— 6)  solche.  Die  Gesamt- 
anzahl  der  Invarianten  der  GrenzmannigfaÜigJceit  ist  hiernach: 

(2i-6)  -f  (2(w-i-f  2)-6)  =  2n  -  8; 
sie    ist   also   um  zwei  Einheiten  Meiner  als  die  Dimensionenanzahl  des 


*)  Man  beachte    etwa,  dass    F,_i,  F,-,  (Fj-_i  Fj)~ '  eine  in  unserer  Gruppe 
enthaltene  Untergruppe  des  Characters  (0,  3)  liefern. 

**)  Natürlich  soll  nicht  ausgeschlossen  sein,  dass  nicht  nur  eine  sondern 
mehrere  Eckenreihen  zugleich  zu  ebenso  vielen  parabolischen  Punkten  verschmelzen. 
Dann  stellt  das  einzelne  Grenzpolygon  in  seiner  Mannigfaltigkeit  niederen  Cha- 
racters selbst  wieder  einen  Grenzfali  dar. 

***)   Die   cyclische  parabolische  Gruppe  besitzt  keine  Invarianten;   jede  para- 
bolische Substitution  ist  in  jede  andere  transformierbar. 

26* 
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Bereiches  B  selbst.  Diese  Herabminderung  um  zwei  Einheiten  ist  auch 
in  der  Weise  verständlich,  dass  im  Grenzfall  nicht  nur  eine  der  Trans- 
versalinvarianten einen  festen  Wert  annimmt,  sondern  dass  überdies 
die  im  Allgemeinen  bei  der  Composition  von  P'  und  P"  zum  Polygon 
P  eintretende  Compoeitionsinvariante  für  den  Grenzfall  ausfällt. 

Da  mit  den  hier  betrachteten  Verhältnissen  die  pg.  305  erwähnte 
Behauptung  Poincares,  das  Gruppenkontinuum  sei  ein  geschlossenes, 
zusammenhängt,  so  gehen  wir  auf  dieselben  noch  etwas  näher  ein. 

Man  bezeichne  wie  oben  (pg.  374)  die  Compositionsinvariante, 
welche  bei  Zusammenfügung  von  P'  und  P"  eintritt,  mit  a  und  erinnere 
sich,  dass  (?,  da  doch  P  ein  reduciertes  Polygon  ist,  auf  ein  Intervall 
Gj  <  (?  ^  02  eingegrenzt  war,  das  weder  mit  dem  einen  Endpunkte  6^ 
noch  mit  dem  anderen  ö.^  den  Grenzwerten  des  beim  Polygoncontinuum 
für  6  vorgeschriebenen  Intervalles  nahe  kam. 

Befinden  wir  uns  nun  in  einer  betrachteten  Grenze  des  Bereiches 
P,  welche  einem  (2n  —  7)-dimensionalen  Rande  des  Würfels  TFg^-e 
angehört,  so  können  wir,  an  irgend  ein  Gienzgebilde  (eine  Combination 
spezieller  Polygone  P',  P"  und  der  Ausartung)  anknüpfend,  unter  Fest- 
haltung der  (2w  —  8)  Invarianten  von  P'  und  P"  die  Invariante  6 
von  öl  bis  (?2  bewegen,  ohne  daß  wir  zu  einem  anderen  Greuzgebilde 
kommen.  Wir  haben  so  in  der  Grenze  von  B  eine  Gerade  beschrieben, 
deren  Punkte  alle  dasselbe  Gebilde  darstellen.  Der  Bereich  B  ist  an 
seiner  fraglichen  Grenze  nicht  mehr  im  Stande,  mittelst  seiner  Punkte  das 
einzelne  unserer  rediicierten  Grenzpolygone  je  nur  einmal  zu  liefern. 

Im  Falle  n  =  4  hatten  wir  dieserhalb  den  Bereich  B  nicht  im 
Quadrat  W^,  sondern  auf  der  Flächenschale  Og  konstruiert.  Hier  war 
die  betrachtete  Grenze  des  Bereiches  B  unmittelbar  nur  ein  einziger 
Punkt  (Spitze  des  Dreiecks  der  Fig.  45,  pg.  323).  Ohne  die  Frage  zu 
erledigen,  ob  wir  vielleicht  auch  bei  beliebigen  n  eine  in  dieser  Hin- 
sicht geeignetere  Auswahl  der  Invarianten  treffen  können,  dürfen  wir 
jedenfalls  das  System  unserer  Gruppen  (reducierten  Polygone)  in  ab- 
stracto, d.  i.  unabhängig  von  jeder  Darstellung  durch  Invarianten,  als 
eine  continuierliche  Mannigfaltigkeit  fassen.  Biese  Mannigfaltigheit  hat 
alsdann  sicher  dem  fraglichen  Grenzübergänge  entsprechend  einen  {2n  —  8)- 
dimensionalen  Band.  Auf  die  Bedeutung  dieses  Ergebnisses  für  die 
fragliche  Poincare'sche  Behauptung  kommen  wir  gleich  zurück. 

§  20.    Der  DiscontinuitätslDereieh  der  Modulgruppe  und  die 
Gruppencontinua  des  Charaeters  (0,  H). 

Die  eben  gewonnenen  Ergebnisse  führen  uns  jetzt  leicht  zum  Dis- 
continuitätsbereiche    der   Modulgruppe    für    den   Character  (0,  n).     Der 
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Bereich  B  stellte  entweder  selbst  ein  Continuum  dar  oder  zerfiel  in 
endlich  viele,  sagen  wir  etwa  in  v  Teilbereiche  B^,  B^,  .  .  .,  B^,  deren 
einzelner  ein  (2w  —  6) - dimensionales  Continuum  ist.  Gehen  wir  jetzt 
im  Würfel  W^^_q  aus  irgend  einem  dieser  Teilbereiche,  etwa  B-, 
durch  Überschreitung  eines  Randes  B^n-i  hinaus,  so  tritt  in  diesem 
Ausren  blicke  eine  Versetzung  einer  festen  Ecke  auf  dem  Rande  des 
Normalbereiches  Q^  ein. 

Ist  die  versetzte  Ecke  nicht  gerade  e^,  so  behalten  wir  die  beiden 
bisherigen  Niveaugeraden  von  F^,  welche  das  Polygon  P  aus  dem  Be- 
reiche Q^  ausschnitten,  bei.  Ist  hingegen  e^  versetzt,  so  werden  wir, 
damit  auch  am  neuen  Polygon  P  die  versetzte  Ecke  e^  auf  e^  folgt, 
entsprechend  andere  Niveaugerade  von  F^  heranziehen.  In  jedem  Falle 
sieht  man,  dass  am  neuen  Polygon  P  eine  andere  Anordnung  der 
(w  — 2)  Ecken  ^3,  e^,  •  .  .,  e„  vorliegt. 

Nun  liefern  aber  alle  Polygone  der  neuen  Eckenanordnung  einen 
zweiten  Würfel  W^,i-6'i  ^^  diesem  ist  der  repräsentierende  Punkt  für 
das  neue  reducierte  Polygon  P  gelegen.  Übertragen  wir  aber  die 
Theorie  des  vorigen  Paragraphen  auf  diesen  Würfel,  so  seien  ent- 
sprechend B^,  B^',  .  .  .,  B^,,  die  v'  Continua  der  reducierten  Polygone 
dieser  neuen  Eckenanordnung.  In  eines  dieser  Continua  sind  wir  hin- 
eingelangt, als  wir  den  Rand  Po«-?  "^^n  B^  überschritten  hatten;  möge 
das  so  erreichte  Continuum  etwa  B^'   sein. 

Nun  giebt  es  im  ganzen  («  —  2)!  Anordnungen  der  Ecken  e^,  . . ., 
e„,  und  bei  jeder  Anordnung  treten  reducierte  Polygone  auf;  denn  bei 
jeder  finden  sich  symmetrische  Polygone.  Man  denke  im  einzelnen 
der  (w  — 2)!  Würfel  W^n-e  die  v^''-'>  continuierlichen  Teilbereiche  P^^^ 
der  reducierten  Polygone  eingegrenzt:  Es  entsprinfjt  so  eine  endliche 
Anzald  von  Continuen  B^^\  deren  einzelnes  von  endlich  vielen  Bändern 
-^2n-i  eingegrenzt  ist.  Diese  Ränder  sind  einander  zu  Paaren  zugeordnet, 
indem  zwei  correspondierende  Randpunkte  ein  und  dasselbe  Polygon 
mit  Übergangstypus  liefern.  Indem  wir  zwei  solche  Ränder  als  nicht 
verschieden  ansehen,  ordnen  sich  die  v -\- v' -\- v"-\- •  ■  '  Bereiche  B^^'^'> 
zu    einem  grösseren  Continuum  oder  zu  mehreren  solchen  zusammen. 

Wir  behaupten,  dass  es  sich  hierhei  nur  um  ein  einziges  Continuum 
handeln  l'ann.  Sind  nämlich  P  und  P'  irgend  zwei  reducierte  Poly- 
gone, welche  zwei  beliebigen  unter  unseren  Teilbereichen  P/'^)  an- 
gehören, so  wähle  man  für  die  beiden  zugehörigen  Gruppen  F  und  F' 
in  einem  einzelnen  unserer  Würfel  W^,^^^  zwei  Polygone  Pq  und  P,,' 
aus*j   und    beschreibe  in    IT^„_6   von   P^  nach    P^'   irgend   eine   Bahn 


*)  Für  jede  unserer  Gruppen  F  giebt  es  in  W^,^_g  unendlich  viele  Polygone. 
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(etwa  die  geradlinige).  Diese  Balm  übertrage  man,  indem  man  Punkt 
für  Punkt  zum  reducierten  Polygon  zurückgeht,  auf  den  Gesammt- 
bereich  aller  reducierten  Polygone.  Sie  wird  hier  wegen  der  Zuordnung 
der  Ränder  i?2«-7  ^^  einem  gleichfalls  zusammenhängenden  Wege, 
welcher  von  P  zu  P'   hinführt.     Unsere   Behauptung   ist   also   richtig. 

Im  Falle  w  =  4  ist  (w  — 2)!  =  2.  Wir  hatten  für  diesen  Fall  (cf 
pg.  352  ff.)  zwei  Quadrate  W^,  W^'  oder  an  ihrer  Stelle  die  beiden 
Flächenschalen  Og  und  <t>^'  und  auf  jeder  derselben  einen  nur  aus  einem 
Continuum  bestehenden  Bereich  (Dreieck  der  reducierten  Polygone). 
Diese  beiden  Bereiche  B  und  B'  ergaben  zusammen  genommen  ein  ge- 
schlossenes Continuum.  Diese  Geschlossenheit  stellten  wir  oben  (pg.  355) 
in  der  Weise  wirklich  her,  dass  wir  B'  (in  einer  unter  drei  Weisen) 
auf  die  Schale  Og  übertrugen  und  mit  B  zu  einem  Doppeldreieck  zu- 
sammenfücrten.  Die  vier  dann  noch  offenen  Seiten  gehörten  zu  Paaren 
zusammen  und  lieferten  solcherweise  die  Erzeugenden  der  Modulgruppe, 
deren  Discontinuitätsbereich  eben  jenes  Doppeldreieck  war. 

Genau  analog  können  wir  im  allgemeinen  Falle  (0,  n)  verfahren. 
Gehen  wir  etwa  in  dem  im  vorigen  Paragraphen  benutzten  Würfel 
^2n-6  ^o^  einem  ersten  Theilbereiche  B^^  aus,  so  möge  die  Über- 
schreitung eines  Randes  Ii^„_i  der  bisherigen  Vorstelluag  entsprechend 
zu  einem  Theilbereiche  i?/)  im  Würfel  W^n-r,  führen.  Mit  diesem 
Bereiche  B^^^  ist  ein  unmittelbar  an  B^  in  W^^_^  angelagerter  Bereich 
äquivalent,  der  genau  dieselben  Gruppen  wie  B^'-\  freilich  nicht  mehr 
mit  reducierten  Polygonen,  liefert. 

Man  setzt  diese  Betrachtung  ohne  jede  Mühe  fort  und  findet  den 
Würfel  W^„_^  lückenlos  und  einfach  ausgefüllt  von  einem  „Netze"  un- 
endlich vieler  Theilbereiche.    Aber  unter  diesen  Theilbereichen  giebt  es 

bezüglich  der  Modulgruppe  nur  eine  endliche  Anzahl  m  =  v-{-  v'+  v"-\ 

inäquivalenter.  Wir  können  auf  eine  gewisse  endliche  Anzahl  von  Arten 
beginnend  mit  jenem  ersten  Theilbereich  B^  m  inäquivalente  Theil- 
bereiche zu  einem  Continuum  B  zusammenreihen:  Dieses  Continuum  B 
von  (2w  — 6)  Dimensionen  bildet  den  Discontinuitätsbereich  unserer  vor- 
liegenden Modulgruppe;  die  noch  frei  bleibenden  Ränder  B^„_'i  dieses 
Bereiches  B  gehören  zu  Paaren  zusammen  und  liefern  für  die  Modul- 
gruppe die  Erzeugenden,  deren  Anzahl,  wie  man  sieht,  endlich  ist. 

Die  Grenzgebilde,  welche  den  auf  dem  Würfelrande  gelegenen 
Punkten  von  B  entsprechen,  denken  wir  wie  oben  für  m  =  4  unserem 
Gruppencontinuum  zugehörig.  Für  diese  ungedeckt  bleibenden  Rand- 
flächen gelten  die  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  gegebenen 
Ausführungen.  Die  einzelne  Randfiäche  ist  f2«— 7)-dimensional,  stellt 
aber  in   dem  dort  bezeichneten  Sinne  ein  nur    (2m  —  8)-dimeasionales 


n,  1.  Continuitätsbetrachtungen  im  Gebiete  der  Hauptkreisgruppen.       385 

Continuum  von  Grenzgebildeu  dar.  Im  Falle  w  =  4  handelt  es  sich 
um  die  drei  Ecken  des  Discontinuitätsbereiches  der  Modulgruppe.  Beim 
Zusammenbiegen  der  Raudkurven  dieses  Bereiches  hörten  jene  drei 
Ecken  auf  Raudkurven  zu  sein,  und  das  Gruppencontinuum  gewann 
den  Zusammenhang  der  Kugelfläche,  ist  also  ein  geschlossenes  Conti- 
nuum. Fassen  wir  das  Gruppencontinuum  wie  am  Schlüsse  von  §  19 
in  abstracto,  so  liegen  bei  diesem  Continuum  höchstens  noch  jene  end- 
lich vielen  (2«  —  8)  -  dimensionalen  Ränder  vor,  welche  den  ^uf  dem 
Rande  von  TF^^^g  gelegenen  Grenzgebilden  entsprechen.  Nun  kann*) 
ein  einzelner  Punkt  niemals  Grenze  eines  zweidimensionalen  Continuums 
sein,  falls  er  diesem  Continuum  angehört,  eine  einzelne  Linie  kann  nie- 
mals Grenze  eines  dreidimensionalen  Continuums  sein,  falls  sie  diesem 
Continuum  angehört.  Ist  entsprechend  ein  w-diraensionales  Continuum 
nie  durch  ein  ihm  angehörendes  (m  —  2)-dimensionales  Continuum  be- 
grenzbar, so  ist  die  Poincare'sche  Behauptung,  unser  Gruppenconti- 
nuum sei  ein  durchaus  geschlossenes,  bewiesen. 

Bisher  hatten  wir  die  Eckeninvarianten  als  durchweg  verschieden 
angenommen.  Es  erübrigt  noch  auf  die  Besonderheiten  hinzuweisen, 
welche  eintreten,  wenn  dies  nicht  mehr  der  Fall  ist.  Die  Darlegungen 
von  pg.  356  ff.  für  den  Fall  m  =  4  sind  hier  vorbildlich.  Es  treten 
reguläre  Unterteilungen  des  Bereiches  B  und  entsprechende  Erweiterungen 
der  Modidgruppe  ein.  Ist  z.  B.  i„_i=i„,  so  tritt  eine  Zweiteilung  ein; 
an  Stelle  je  zweier  Würfel  1^2« -6 >  deren  Eckenanordnungen  durch 
Austausch  von  e^_^  und  e^  in  einander  übergingen,  kommt  jetzt  nur 
noch  einer  in  Betracht.  Die  Modulgruppe  ist  durch  diejenige  Trans- 
formation erweiterungsfähig,  welche  e„_x  und  e,^  austauscht  (cf.  I 
pg.  301).  Im  übrigen  bleiben  alle  wesentlichen  über  die  Modulgruppe 
und  ihren  Discontinuitätsbereich  soeben  gewonnenen  Ergebnisse  erhalten. 

Für  den  FaU  fester  Eckeninvarianten  und  also  insbesondere  dann, 
wenn  hyperbolische  Ecken  e-  nicht  vorliegen,  ist  die  Theorie  hiermit 
abgeschlossen.  Wir  nehmen  jetzt  an,  dass  nur  die  v  ersten  Invarianten 
Jij  hf  ■  ■  -yJv  ^6st  seien**),  während  der  Rest  der  Eckeninvarianten,  die 
dann  sicher  ^  2  sind,  übrigens  frei  variabel  seien.  Für  die  Behand- 
lung des  hierbei  eintretenden  erweiterten  Gruppencontinuums  ist  die 
entsprechende  Theorie  für  den  Fall  n  ==  4  (cf.  pg.  358  ff.)  massgeblich. 

*)  Die  folgende  Überlegung  erhebt  keinen  Anspruch  auf  Strenge.  Fasst  man 
das  Gruppencontinuum  (damit  die  Grenzgebilde  (2w — 8)-dimensionale  Continua 
liefern)  unabhängig  von  der  Darstellung  durch  Invarianten  abstract  als  continuier- 
liche  Menge,  so  ist  man  auf  die  Sätze  der  allgemeinen  Mengenlehre  angewiesen, 
welche  Theoreme  über  die  Natur  des  Randes  m-dimensionaler  Continua  noch 
nicht  aufgestellt  hat. 

**)  Der  Fall  v  =  0  gilt  hier  eingeschlossen. 
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Wie  dort  benutzen  wir  die  variabelen  Eckeninvarianten  in  der  Gestalt: 

t  = 


3« 


und  deuten  die  t.^  als  rechtwinklige  Coordinaten.  Wir  setzen,  um  nicht 
die  einzelne  Gruppe  F  mehrfach  zu  gewinnen,  eine  Eckenanordnung 
fest,  bei  der  j^_i  ^  j^  und  also  t.^_^<,t.^  gilt.  Von  dem  (n  — v)-di- 
mensionalen  Würfel  W^_^  der  t.^  kommt  dann  für  uns  nur  der  durch: 

(1)  K  +  l£K^2<---£^n 

erklärte  Theil  in  Betracht.  Jedem  Punkte  dieses  Theiles  gehört  nun 
ein  (2m  —  6)  -  dimensionales  Gruppencontinuum  B  zu,  welches  sich  bei 
stetiger  Änderung  jenes  Punktes  im  W^_^  stetig  mitändert.  Wir  ge- 
langen zur  eindeutigen  und  vollständigen  Darstellung  des  liier  eintretenden 
(dn  —  v  —  6)  -  dimensionalen  Gruppencontinuums ,  ivenn  wir  jeden  PunJct 
des  zugelassenen  Teiles  vom  Würfel  W^_^  als  Bepräsentanten  des  zu- 
gehörigen (2 n  — 6) -dimensionalen  Continuums  B  auffassen. 

Die  Berandung  des  zugelassenen  Teiles  vom  Würfel  W^_^  be- 
steht dann  neben  Grenzebenen  noch  aus  inneren  Ebenen  ^„_i  =  ^„,  •  •  • 
desselben.  Äher  diese  letzteren  Ebenen  sind  jedenfalls  für  unser  Gruppen- 
continuum lieine  Grenzflächen.  Sie  sind  vielmehr,  wie  wir  schon 
im  Falle  w  =  4  (cf  pg.  359)  erkannten,  Symmetrieebenen  für  die  Er- 
zeugenden der  Modulgruppe,  und  zwar  kommen  hierbei  Transformationen 
in  Betracht,  welche  sich  bei  den  regulären  Unterteilungen  der  Be- 
reiche B  im  Falle  gleicher  Eckeninvarianten  einstellten. 

Weiter  haben  wir  am  Würfel  TF„_^  wegen  der  Ungleichungen  (1) 
nur  noch  die  Randflächen  ^^,  +  1=0  und  t^=  1.  Die  erstere  erledigt 
sich  wie  im  Falle  w  =  4  (cf.  pg.  364)  sofort:  Für  ^,.,.1=0  wird  die 
im   Allgemeinen  hyperbolisclie  Ecke  e^^^   parabolisch,  und  wir  gelangen 

zu  einer  eigentlichen  Grenzm  annig  faltigheit 
unseres  Gruppencontinuums,  bestehend  aus 
einem  (3  w  —  v  —  7)  -  dimensionalen  Grup- 
pencontinuum unserer  Art.  Unser  Gruppen- 
continuum ist  also  jedenfalls  nicht  mehr 
ein  geschlossenes. 

Der  Grenzübergang  lim  t^=  1  muss 
am  einzelnen  unserer  reducierten  Xormal- 
polygone  P  etwas  ausführlicher  unter- 
sucht werden.  Die  Ecke  e^  gehört  einer 
Poljgonparzelle  von  P  an,  die  wir  in 
^'^^'  '''^'  Fig.    78    herausgegriffen    denken.     Wir 

nennen  den  Punkt  e^  hier  vorübergehend  ßg',   die  Substitution  F„  aber 
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V'.  Die  beiden  anderen  an  der  Parzelle  beteiligten  Substitutionen 
sind  Fl'  und  T'V.  An  der  zu  F/  gehörigen  Unterbrechung  mögen 
sich  auf  dem  Rande  des  Polygons  P  n^  feste  Ecken  einfügen,  von 
denen  v^  feste  Invarianten  haben,  entsprechend  mögen  an  der  anderen 
Unterbrechung  n.^  feste  Ecken  folgen  mit  v,  festen  Invarianten;  dann 
gilt  jedenfalls: 
(2)  n^  +  ih  +  1  =  >^     1^1  +  ^2  =  ^• 

Die  Substitutionen  F/,  V^',  V^'  bilden  nun  eine   (Gruppe   des  Cha- 
racters  (0,3),    deren   dritte   Invariante  j^'=j„  ist.     Der  Grenzübergang 
lijj^  j^'^  ^   wurde   oben  (pg.  365)    untersucht  und  lieferte  drei  invari- 
antentheoretisch ununterscheidbare  GrenzfäUe  des  Polygons  und  damit 
der  Gruppe:    die  cyclische  Gruppe   der  Erzeugenden  F/,  diejenige  der 
Erzeugenden  Fg'   und   drittens   die   aus   der  Identität   allein  bestehende 
Gruppe.     Man  wende   dies  auf  Fig.  78  an  und  denke  sich  zugleich  an 
den  Unterbrechungen  die  Seitenketten  des  Polygons  P  eingehängt.    Es 
ergiebt  sich:  Der  Grenzübergang  lim  j„=  ex.  führt  auf  drei  invarianten- 
theoretisch uminferscheidbare  Gremgestalten  unseres  Polygons:  ein  Polygon 
des  Characters  (0,  w^+l)   mit  v^  festen  Eckeninvarianten,   ein  Polygon 
des  Characters  {O^n^+l)  mit  v^^  festen  Eckeninvarianten,  endlich  drittens 
die  ganze   ElliimnfUiche   entsprechend   der   aus   der  Identität   allein  he- 
stehenden   Gruppe.     Ist   eine   der  beiden  Zahlen    n^,  Wj,   etwa  die  erste 
gleich  1,   so  ist  das    erste  der  eben    gemeinten   Polygone    einfach    der 
cyclische  Discontinuitätsbereich  von  F/. 

Als  Anzahl  der  Invarianten  der  gewonnenen  Grenzmannigfaltigkeit 
erhalten  wir,  falls  w^  >  1  und  n^  >  1  gilt: 

(3(w,  +  l)  -  v,-6)  +  (3(w,  +  l) -  V,- 6) 
und  also  mit  Rücksicht  auf  die  Relationen  (2)  den  Betrag  (3w-v-9). 
Ist  hingegen  eine  der  Zahlen  n^,  n^,  etwa  wieder  n^  gleich  1,  so  finden 
wir  die  als  fragliche  Anzahl: 

[l—v^)  +  (3(w— l)-i/2— ö)  =  3m  — V  —  8. 

§  21.  Die  Gruppencontinua  vom  Character  (j^,  n). 
Bei  einer  ausführlichen  Betrachtung  der  Gruppencontinua  vom 
Character  {p,  n)  ist  genau  so  wie  in  den  bisher  betrachteten  FäUen 
die  Theorie  der  Normalpolygone  zu  Grunde  zu  legen.  Für  eine  vor- 
gelegten Gruppe  r  giebt  es  nach  pg.  309  stets  nur  eine  endliche  An- 
zahl ^  wesentlich  verschiedener  Normalpolygone,  welche  den  [i  inäqui- 
valenten natürlichen  Elementarbereichen  entsprachen.  Eines  unter  diesen 
fi  Normalpolygonen  auszuwählen,  gelingt  für  w  >  0  etwa  wieder  m  der 
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Art,  dass  man  eine  erste  feste  Ecke  e^  zum  Centrum  C  wählt.  Da 
dieser  Ansatz  aber  für  n  =  0  versagt,  so  behalten  wir  besser  alle 
^  Normalpolygone  neben  einander  bei  und  wählen  als  „reduciert"  irgend 
ein  kanonisches  Polygon  P,  welches  dann  durch  ^  wohlbestimmte 
Transformationen  aus  jenen  Normalpolygonen  hergestellt  werden  kann. 

Sind  einstweilen  die  Eckeninvarianten  constant,  so  gehört  dieses 
reducierte  Polygon  P  einem  (2n-\-6p  —  6j  -  dimensionalen  Polygon- 
continuum  an,  das  wir  oben  (pg.  304)  in  der  Gestalt  eines  Würfels 
^^2n  +  6B-G  darstellten.  In  diesem  Würfel  ist  dann  der  Discontinuitäts- 
bereich  der  zugehörigen  Modulgruppe  einzugrenzen.  Wie  im  Falle  (0,  n) 
existiert  im  T^2«  +  6«-6  ®^^  „Netz"  von  Bereichen  JB^,  B^,  .  .  .,  deren 
einzelner  eine  endliche  Anzahl  von  Rändern  Psn  +  ep-?  ^^^;  ^^^  unter 
denen  nur  eine  endliche  Anzahl  bezüglich  der  Modulgruppe  inäquiva- 
lenter Bi,  B.2,  herausgegriffen  werden  kann. 

Diese  Ränder  Pow  +  G^-e  werden  geliefert  von  jenen  besonderen 
Gruppen  F,  bei  denen  eine  Herabminderung  der  im  allgemeinen  vor- 
liegenden Anzahl  /x.  dadurch  eintritt,  dass  mindestens  einer  der  ^  natür- 
lichen Elementarbereiche  verschwindenden  Inhalt  bekommt  (cf.  den 
Fall  (0,  4)  oben  pg.  345).  In  diesem  Falle  wird  mindestens  eines  der 
^  Normalpolygone  einen  Specialtypus  annehmen,  der  durch  keine  Ver- 
änderung des  Centrums  G  rückgängig  gemacht  werden  kann. 

Zur  genaueren  Untersuchung  dieser  Verhältnisse  sind  aber  noch 
weitergehende  Zurüstungen  nothwendig.  Führt  man  die  zu  den  drei- 
gliedrigen Cyclen  zufälliger  Ecken  gehörenden  Polygonparzellen  wie 
oben  (pg.  368)  ein,  so  zeigt  sich,  dass  zwei  Arten  von  Parzellen  zu 
unterscheiden  sind,  die  man  als  Parzellen  des  Geschlechtes  jj  =  0  und 
solche  des  Geschlechtes  p  =  1  zu  bezeichnen  hat.  Wegen  der  Dis- 
kussion jener  Specialtypen  von  Normalpolygonen,  welche  die  Ränder 
-^2»+6o-7  liefern,  hat  man  auch  die  Paare  benachbarter  Polygonparzellen 
näher  zu  untersuchen;  und  hierbei  zeigt  sich,  dass  die  Durchführbar- 
keit der  Betrachtung  im  allgemeinen  Falle  (^p,  n)  erst  noch  die  ge- 
nauere Kenntniss  der  besonderen  Theorie  des  Characters  (1,2)  zur  Vor- 
aussetzung hat*). 

Bei  dieser  Sachlage  sehen  wir  davon  ab,  die  vorstehend  angedeutete 
Theorie  zur  Durchführung  zu  bringen,  versuchen  vielmehr  uns  auf 
einem    weniger    grundsätzlichen  Wege    über    die    Gruppencontinua    des 


*)  Zwei  benachbarte  Parzellen,  von  denen  die  eine  zum  Geschlechte  0  und 
die  andere  zum  Geschlechte  1  gehört,  bilden  für  sich  ein  Normalpolygon  des 
Characters  (1,  1);  dagegen  bilden  zwei  benachbarte  Parzellen  des  Geschlechtes  3 
ein  Normalpolygon  vom  Oharacter  (1,  2). 
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Characters  (p,  n)   insoweit  Rechenschaft  abzidegen     als   es   mit  Rück- 
sicht auf  unsere  weiteren  Betrachtungen  erwünscht  erscheint. 

Um  gleich  den  aUgemeinsten  FaU  ins  Auge  zu  fassen,  nehmen 
wir  an,  dass  von  den  n  Eckeninvarianten  .  fest  gegeben  se.en,  und 
woUen  das  Symbol  ip,n,r)  als  eine  abgekürzte  B-e.chnung  fu 
Signatur  gebrauchen.  Für  irgend  eine  zugehörige  Gruppe  sei  ein  erstes 
kronischl  Polygon  P  vorgelegt  welches  als  ^^^^^^^^^^^^^ 
(n  +  2v)  Substitutionen  F,,  ...,  r,,  >'«,,  ''».i  ■  ■■'  ' 'p'  Jp  , 
r      r      steUen  wir  dann  nach  I  pg.  311  die  Substitution  her: 

Dieses  Polygon  P  unterwerfen  wir  jetzt  auf  Grund  der  Compositions- 
theorie  von  I  pg.  314  ff.  einer  Reduktion  die  --  "f;/;'/^' 
eine  „unvollständige«  werden  bezeichnen  dürfen,  ^ir  steUten  .  a^  a 
das  Polygon  P  durch  Composition  aus  einem  Polygone  des  Characters 
(0,M  +  j))  und  der  Erzeugenden: 

und  aus  p  Polygonen  des  Characters  (1,  1)  her,  deren  einzelnes  ein 
Trbel  r  r,  V  als  Erzeugende  ergab.  Das  erste  dieser  Polygone, 
desen  S^^atu  wir  durch  (0,,.+ft.)  ^u  bezeichnen  haben  würden, 
Ueftrt  ein:  Gruppe,  die  einem  (3<„+^)-.  -  C)-dime„s,onalen  Gruppen- 
continuum  angehört.  Letzteres  können  wir  im  Wurtei  W,^  ,^  , 
des  n  Rede  stehenden  Polygons  der  Signatur  0, » +i.  .)  durch 
einen  coutinuierlichen  Bereich  B„  darsteUen,  der  im  Innern  des  Wurf  Is 
geschlossen  erscheint,  auf  dem  Rande  desselben  aber  (o(«+i»-.'- 1)" 
dimensionale  ungedeckte  Grenzmannigfaltigkeiten  hat. 

Als  ersten  lebritt  der  vorzunehmenden  Reduction  ersetzen  wir  das 
zunächst  vorliegende  Polygon  der  Signatur  (0,  «+,>, .)  durch  das- 
jenige äquivalente  Polygon,  welches  dem  Berejche  B„  angehört  Die 
Erzeugenden  des  neuen  Polygons  7,,  . . .,  f,,,  »' ..  +  i  ,,  '  ,'  ' 
r  -F-'  sind  in  der  Gruppe  der  Signatur  (0,n+j>,v)  und  iOso 
auch' in  unserer  ursprünglichen  Gesammtgruppe  T  mit  F„  .  .  .,  f., 
F   1  F-  gleichberechtigt.     Möge   dabei   die  Substitution     welche 

y-: 'in  V;' überführt,    zugleich    F.^   in    F;  und    F,^   in    F._,    trans- 

'""orzweite  Schritt  der  Reduction  bezieht  sich  auf  jede,  einzelne 
Poly^^on  des  Characters  (1,  1),  welches  wir  anzuhängen  haben.  Wir 
dürfen  das  zu  F'  r  ,  r  gehörende  Polygon  nach  der  Reductions- 
het:,  des  Chali;rs'(l,  1)"  durch  ein  eindeutig  bestimmtes  reduciert^ 
Polygon  ersetzen,  welches  einem  geschlossenen  zweidimensionalen  Be- 
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reiche  angehört,  den  wir  B^  nennen  wollen.  Hierbei  mögen  an  Stelle 
von  V  und  V'  die  Erzeugenden  F"  und  V."  treten,  während  V 
erhalten  bleibt. 

Der  dritte  Schritt  der  Reduction  betrifft  die  Compositionsinvari- 
anten,  welche  bei  den  ^J  fraglichen  Compositionen  eintreten,  und  damit 
die  Transformation  des  einzelnen  Polygons  vom  Character  (1,  1)  durch 
die  zugehörige  Substitution  F^  .  Fixieren  wir  die  Compositionsin Variante 
wie  oben  (pg.  374)  in  Gestalt  eines  Exponenten  6.^,  so  können  wir, 
falls  für  das  jetzt  erreichte  Polygon  mit  den  Erzeugenden  FJ',  V"  die 
Invariante  6^  ausserhalb  des  Intervalles  0^6.^<C.  1  liegt,  durch  Trans- 
formation mit  F^  zu  einem  Polygon  des  Characters  (1,  1)  und  der 
Erzeugenden  F'",  F,"'  gelaugen,  bei  dem  ö.,  ienem  Intervall  angehört. 
Dabei  beachte  man  noch,  dass  (3^=1  nicht  mehr  zugelassen  zu  werden 
braucht,  da  für  diesen  Wert  dieselbe  Gruppe  wie  für  <?^  =  0  vorliegt. 
Wenn  wir  demnach  der  Gleichmässigkeit  wegen  die  2)  Intervalle 
0  <  (j^  <  1  als  2^  lineare  Bereiche  BJ  einführen,  so  sind  auch  diese, 
insofern  die  beiden  Endpunkte  als  nicht  verschieden  zu  gelten  haben, 
wie  die  zweidimensionalen  Bereiche  B^  als  geschlossen  anzusehen. 

Wir  combinieren  nun  die  (1  +  2p)  Bereiche  B^,  B.^,  BJ,  indem 
wir  als  Punkte  eines  umfassenderen  Continuums  alle  möglichen  Com- 
binationen  von  je  (1  -f  2p)  Punkten  aus  jenen  Bereichen  auffassen.  So 
entspringt  ein  (3n  —  v -\-Qp  —  &)-(limensionales  Continuiwi,  das  wir  B' 
nennen  ivollen,  und  in  dem  sich  für  jedes  Polygon  der  Signatur  (p,  n,  v) 
sicher  ein  äquivalentes  findet.  Aber  es  findet  sich  nicht  nur  eins,  sondern 
im  Allgemeinen  mehrere  solche,  so  dass  die  Reduction  in  der  That  als 
eine  unvollständige  zu  bezeichnen  ist.  Man  wolle  nämlich  beachten,  dass 
bei  der  Reduction,  wie  wir  sie  eben  vollzogen,  jene  Elementartrans- 
formationen, die  wir  in  I,  pg.  331  ff.  als  solche  der  vierten  Art  be- 
zeichneten*), noch  gar  nicht  zur  Verwendung  kamen.  Der  Hinzu- 
nahme der  noch  fehlenden  Transformationen  wird  demnach  eine  Unter- 
teilung von  B'  entsprechen,  und  erst  im  einzelnen  so  entspringenden 
Tlieilbereiche  B  haben  ivir  das  eindeutige  Bild  des  (ßn  —  v-{-6p  —  6)- 
dimensionalen  Gruppencontinuums  der  Signatur  (p,  n,  v)  vor  uns. 

§  22.    BericM  über  die  Continua  der  Riemann'schen  Flächen 
des  Geschlechtes  j>. 

Sobald  man  bei  der  einzelnen  unserer  Hauptkreisgruppen  F  auf 
Grund   des  allgemeinen  Esistenztheorems   der  automorphen  Functionen 


*)  Transformationen,  bei   denen  zwei   benachbarte  Polygone   des   Characters 
(1, 1)  zu  zwei  neuen  Polygonen  dieses  Characters  umgeformt  wurden. 
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(d  vo   18«)   ™r  Betrachtung  der  zugehörigen  Functionen  ?.(Ö  tther- 
geht    wird  de  Frage,  ob  der  Hauptkreis  ein  Grenztoeis  ist  oder  n.cht, 
f  n   grundsätzUcher   Bedeutung.     Liegt  nänrlich   kern    Grenzkre.s   v  r, 
lohat   das    (in    der   projectiven   Ebene    gedachte)    Polygon   P   hype  - 
bolieche  Spitzen,  deren^ Anzahl  wir   (wie  oben,  pg.  26«)   l"-!^  f'  "  " 
zeichnen      P   wird   alsdann  dm-ch  eme  zugehönge  Function  .  =  ,>(0 
aufeL   symmetrische  RiemannVhe  Fläche    mit   ..  Übergangs-   oder 
Symmetrielinien  abgebildet. 

Indem  wir  die  Besprechung   dieses  FaUes  hinausschieben     wenden 
wir  uns  also  zunächst  zum  FaUe  emer  Grcnzkräsgmm  des  Gkaraders 
(«n)  hem-    der  Signatur*)  (i>,  «;  ^,  ■    .  U,   <><=■•«"  P"'-re°°  ^,™ 
iurrh  dlTgeoiguet^gewählte  Function  .  =  ^(ö  auf  eu.  me>na,.n.l. 
FUeU  F  des  GesehUcMes  p  abgebildet  haben.     Wir  markieren  auf  F 
die   »  SteUen     welche    den   festen   Polygonecken    entsprechen,   nennen 
diese  Stet  ;.  ...  .  .  .,  e,  und  bezeichnen  die  so  ausgestattete  Hache 

als  die  „signierte"  Riemaim'selie  Flaclie. 

Jede  zu  r  gehörende  automorphe  Function  führt  zu  einer  solchen 
Riemann'sche  Fläche.  Aber  aUe  diese  Flächen  liefern  wie  wir  wissen 
ein  und  dasselbe  algebraische  Gebilde,  sind  also  algebraisch  emd  ut.g 
n  einander  fansformierbar  und  sollen  demnach  für  die  nächst  folgen- 
den Betn-ichtungen  als  nicht  wesentlich  verschieden  gelten;  eine  unter 
ihnen  wählen  wir  als  Repräsentanten  aUer. 

Die  Gruppe    F  gehört   einem    (2  » -|- 6j,  -  C)  -  dimensionalen  Conti- 
nuum    an,   desLi  Eigenart   im   voraufgehenden  TeUe  des  vorliegende. 
Capitels  äunlichst  eingehend  untersucht  wurde.    A^f  der  anderen  Sei 
gehört   unsere   repräsentierende   signierte   Riemann'sche   Flache   F  dei 
Gesammtmannigfaltiglelt  uesentlich  ursehiedener  mit  je  n  Punlie»  e 
e     signierter   SiemauH'scher   Flael.en  F  des   GescUee)^  p   an.    Diese 
Mannirfaltigkeit    ist    Gegenstand     vieler    älterer    und    neuerer    Untei- 
suchunVn  gewesen,  welche  freilich  zu  einem  erschöpfenden  Abschlüsse 
nicht    geführt  haben.     Wir  haben   hier  kurz  über  die  Hauptgesichts- 
punkte der  in  Betracht  kommenden  Theorieen  zu  berichten 
^       Wir   nenneu   als   ersten    Hauptsatz:    Alle  (unsigmerten)  Biemmn- 
sehe,t  Flächen  des  Gesehleehtes  p  lüden  ein  einziges  Continnmn.     Diese 
Thatsache  ist  zum  ersten  Male  ausdrücklich  her™rgehoben  von  Klein 
im  Abschnitt  in  der  1882  erschienenen  Schrift  „Lher  Rtemmm sThemie 
der  algehraisehen  Fundionen   nnd  ihrer   IntegraW   (Leipzig,  Teubner) 
und  zwar  in  der  Form,  dass   die  Gesammtheit  aUer  »-blättrigen  Rie- 

;^bei   sollen  aueb  die  Werte  !,  =  oo,   den  parabolischen  Spitzen  ent- 
sprechend,  zugelassen  sein. 
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mannschen  Flächen  mit  tv  zweiblättrigen  Verzweigungspunkten  als  ein 
Continuum  hingestellt  wird.  Wählt  man  eine  Anzahl  m  >  2p  —  2,  so 
giebt  es  zufolge  des  Kiemann-Roch'schen  Satzes  (cf.  „Mod."  1,  pg.  546) 
stets  w-wertige  Functionen,  so  dass  wir  bei  jedem  algebraischen  Ge- 
bilde des  Geschlechtes  j)  eine  Riemannsche  Fläche  der  gewählten  Blätter- 
anzahl m  als  Repräsentanten  finden  können.  Auch  ist  bekannthch  die 
Annahme  nur  zweiblättriger  Verzweigungspunkte  keine  Einschränkung 
der  Allgemeinheit;  die  Anzahl  tv  dieser  Verzweigungspunkte  berechnet 
sich  übrigens  nach  „Mod."  I,  pg.  545  zu: 

tv  =  2m-\-2p  —  2. 

Was  den  Beweis  des  ausgesprochenen  Satzes  angeht,  so  bezieht 
sich  Klein  a.  a.  0.  auf  zwei  Untersuchungen  von  Lüroth*)  und 
Clebsch**),  aus  denen  der  Satz  folge.  Diese  Untersuchungen  sind  für 
die  Lehre  von  der  Gestalt  einer  Riemann'schen  Fläche  von  grundlegen- 
der Bedeutung.  Die  Riemann'sche  Fläche  wird  zunächst  in  der  Weise 
hergestellt,  dass  die  w  Verzweigungspunkte  in  irgend  einer  Anordnung 
durch  eine  sich  selbst  nicht  überkreuzende  Curve  C  vom  ersten  bis 
zum  letzten  Verzweigungspunkte  verbunden  werden.  Alle  m  Blätter 
werden  alsdann  längs  C  durchschnitten  und  die  entstehenden  Schnitt- 
ränder zwischen  je  zwei  auf  einander  folgenden  Verzweigungspunkten 
in  irgend  einer  Weise  so  verbunden,  dass  eben  nur  zweiblättrige  Ver- 
zweigungspunkte entstehen.  Das  Problem  ist  dann,  festzu.stellen,  wie 
bei  der  so  gewonnenen  Fläche  durch  nachträgliche  Abänderung  der 
Anordnung  der  Verzweigungspunkte  bezw.  der  Curve  C  die  Blätter- 
anordnung modificierbar  ist.  Die  eindringende  und  erschöpfende  Lösung 
des  Problems  führt  zu  einem  überraschend  einfachen  Ergebniss,  aus 
dem  in  der  That  die  Folgerung  gezogen  werden  kann,  dass  jede  unserer 
Flächen  durch  stetige  Wanderungen  der  Verzweigungspunkte  in  jede 
andere  überführbar  ist. 

Im  Übrigen  ist  zu  bemerken,  dass  die  oben  genannte  Schrift  von 
Klein  das  fragliche  Theorem  von  vornherein  mittelbar  zum  Ausdruck 
bringt.  An  Stelle  der  gewöhnlichen  mehrblättrig  über  einer  Ebene 
gelagerten  Riemann'schen  Flächen  arbeitet  Klein  mit  beliebigen  mehr- 
fach zusammenhängenden  geschlossenen  Flächen  im  Räume,  auf  denen 
zugehörige  algebraische  Functionen  auf  Grund  physikalischer  Er- 
wäffuncren    construiert    werden.     Dass    aber    zwei    solche    Flächen    von 


*)  „Note  über  Verzweigungsschnitte  und  Querschnitte  in  einer  Riemann'schen 
Fläche",  Math.  Ann.  Bd.  4,  pg.  181  (1871). 

**)    „Zur    TJieorie   der   Biemann' sehen   Flächen",    Math.   Ann.  Bd.  6,    pg.  216 

1872). 
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gleichem  Grade  des  Zusammenhanges  im  Sinne  der  Analysis  situs 
äquivalent  sind,  d.  h.  stetig  und  eindeutig  auf  einander  bezogen  werden 
können,  ist  seit  lange  bekannt*).  Hieraus  ergiebt  sich  dann  leicht 
die  stetige  Überfiihrbarkeit  der  einen  Fläche  in  die  andere  und  damit 
der  stetige  Zusammenhang  aller  algebraischen  Gebilde  des  gleichen 
Geschlechtes  p. 

Indem  wir  jetzt  weiter  jede  unserer  Riemann'schen  Flächen  des 
Geschlechtes  p  mit  n  Punkten  e^,  .  .  .,  e„  signieren,  ertheilen  wir  jedem 
einzelnen  dieser  Punkte  unabhängig  von  den  übrigen  freie  Beweglich- 
keit auf  der  ganzen  Fläche.  Auch  die  so  signierten  EietnannscJien 
Flächen  des  Geschlechtes  p  mit  der  gleichen  Anzahl  n  von  FiinMen  e 
werden  alsdann  ein  einziges  Continuiim  bilden. 

Für  die  Bestimmung  der  Dimensionenanzahl  dieses  Continuums 
sind  die  Betrachtungen  Riemann's  in  Art.  12  seiner  „Theorie  der  Abel- 
schen  Functionen"  **)  grundlegend.  Bezeichnen  wir  vorübergehend  als 
„einfach  unendlich"  den  Wertbereich  einer  complexen  Variabelen,  so 
bilden  die  (unsignierten)  JRiemann' sehen  Flächen  des  Geschlechtes  p  ein 
{3p  —  d)-di7ncnsionaIes  Continuum.  Riemann  drückt  dies  so  aus,  dass 
beim  Geschlechte  p  die  algebraischen  Gebilde  (ßp  —  3)  Moduln  (absolide 
Invarianten  gegenüber  rationaler  Transformation)  besitzen.  In  dieser  Form 
gilt  der  Satz,  falls  p'>  \  ist;  für  ^  =  0  liegt  überhaupt  noch  kein 
Modul  vor,  für  ^  =■  1  bekanntlich  einer. 

Eine  auch  die  FäUe  ^j  =  0  und  p  =  1  mit  umfassende  Darstellung 
entwickelt  Klein  im  Abschnitt  III  seiner  Schrift  über  Riemann.  Das 
Ergebniss  ist,  dass  beim  Geschlechte  p  die  Anzahl  der  Moduln  {ßp—Z-{-Q) 
ist,  ivobei  die  Anzahl  q  angiebt,  ivie  vielfach  unendlich  oft  die  einzelne 
liiemayin' sehe  Fläche  in  sich  selbst  transformierbar  ist.  In  dieser  Hin- 
sicht aber  gilt  bekanntlich  der  Satz:  Für  p  =  0  ist  q  =  3,  für  p  =  1 
ist  ()  =  1,  für  2)  >  1  aber  stets  0. 

Wenn  wir  zu  den  signierten  Flächen  zurückkehren,  werden  diese 
Transformationen  der  Fläche  in  sich  von  Bedeutung.  Wir  erinnern 
vorab  daran,  dass  für  ^  =  0  die  Anzahl  n  ^  3,  für  p  =  1  aber  w  ^  1 
sein  muss,  da  die  hiermit  ausgeschlossenen  Combinationen  bei  Haupt- 
kreisgruppen nicht  vorkommen.  Alsdann  können  wir  im  Falle  p  =  0 
drei  von  den  n  Punkten  e  durch  eine  geeignete  Transformation  an 
drei  vorgeschriebene  Stellen  bringen,  so  dass  nur  noch  (n  —  3)  Punkte 
auf  der  Fläche  frei  beweglich  sind.     Bei  p  =  1  aber  kann  man  einen 

*)  Cf.  Moebius,  „Theorie  der  Elementarverwandtschaften",  Leipz,  Berichte 
Bd.  15  (1863)  oder  Ges.  "Werke,  Bd.  2,  sowie  C.  Jordan,  „Sur  la  deformation  des 
surfaces",  Liouvilles  Journal,  Reih.  2,  Bd.  2,  pg.  105  (1866). 

**)    Grelles  Journal,  Bd.  54  (1857)   oder  Ges.  Werke,  pg.  112  (erste  Auflage). 
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Punkt  e  an  eine  beliebig  vorgeschriebene  Stelle  bringen,  und  also  sind 
nur  noch  (w  — 1)  Punkte  frei  beweglich.  Unter  Festhaltung  an  der 
Riemanu'schen  Ausdrucksweise  können  wir  somit  sagen,  dass  die  Sig- 
nierung der  Fläche  (n  —  q)  iveitere  (complexe)  3Ioduln  mit  sich  bringt. 
Die  Gesammtzahl  der  Moduln  der  signierten  Fläche  ist  hiernach 
(w  -\-Sp  —  3).  Wenn  wir  demnach  als  „einfach  unendlich'^  wieder  den 
Wertbereich  einer  reellen  Variabelen  bezeichnen,  so  gilt  der  Satz:  Das 
Continuum  der  mit  n  Punkten  e  signierten  Riemann' sehen  Flächen  des 
Geschlechtes  p  ist  (2n-^6p  —  6)-di?nensional.  Diese  Dimensionenanzahl 
stimmt  genau  mit  derjenigen  des  gegenüberstehenden  Gruppenconti- 
nuums  überein! 

Um  die  fraglichen  beiden  Continua,  das  Gruppencontinuum  und  das 
Continuum  der  Riemann'schen  Flächen,  mit  endgültigem  Erfolge  ver- 
gleichen zu  können,  müssten  wir  das  Flächencontinuum  durch  ivirldiche 
Herstellung  der  (n  +  3p  —  3)  complexen  resp.  (2n  -f  6p  —  6)  reellen 
Modidn  in  eine  übersehbare  Darstellung  bringen,  analog  der  Dar- 
stellung des  Gruppencontinuums  durch  die  (2M-f  6p  — 6)  unabhängigen 
Invarianten.  Leider  ist  diese  Darstellung  der  Continua  Riemannscher 
Flächen  nur  in  den  niedersten  Fällen  zu  einem  befriedigenden  Ab- 
schlüsse gebracht. 

Im  Falle  p  =  0,  wo  wir  mit  der  einblättrigen  ^-Ebene  zu  thun 
haben,  kommen  nur  die  von  der  Signierung  herrührenden  (w  —  3) 
Moduln  in  Betracht.  Wir  werden  sie  etwa  in  der  Gestalt  der  {n  —  3) 
unabhängigen  Doppclverhältnisse  der  n  Funlde  e^,  .  .  .,  e„  auswählen; 
diese  Doppelverhältnisse  sind  complex  und  repräsentieren  also  (2n  —  6) 
reelle  Moduln.  Setzen  wir  das  durch  (e^,  e,;  ^3?  O  ^^  bezeichnende 
Doppelverhältniss  der  vier  Punkte  e^,  e^,  e^,  C/.  etwa  in  der  Gestalt: 

\^l)  ^2}   ^3  7   ^k)  =  p    —p     '•  p    —p 

an,  so  wird,  falls  wir  über  die  uns  noch  frei  stehende  lineare  Trans- 
formation der  Variabelen  z  derart  verfügen,  dass  e■^^  =  0,  e^=  1,  e^=  00 
zutrifft,  für  den  vierten  Punkt  e,.  die  Gleichung: 

^k  ^  V^l  J  ^2)  ^37  ^k) 

zutreffen.  Wählen  wir  demnach  als  (w  —  3)  Moduln  die  etwa  kurz 
durch  Aj,  ^2,  .  .  .,  Ä,^_3  zu  bezeichnenden  Doppel  Verhältnisse: 

SO  werden  diese,  wie  die  Werte  e^,  65,  .  .  .,  e„  unhcscJiränJct  veränder- 
liche, von  einander  unabhängige  complexe  Grössen  sein.  Die  hiermit  ge- 
wonnene   Darstellung    des    Continuums    der    signierten   Riemann'schen 
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Flächen  des  Geschlechtes  jj  =  0  ist  nur  dann  nicht  eindeutig,  wenn 
Grenzfälle  mit  Coincidenzen  der  Punkte  fj,  e.^,  e^  vorliegen;  diese  Fälle 
würden   also  noch  besondere  Mittel  der  Darstellung  beanspruchen. 

Für  das  Geschlecht  j?  =  1  wählen  wir  die  repräsentierenden  Flächen 
zweiblättrig  mit  vier  Verzweigungspunkten.  Den  einen  Modul  der  noch 
nicht  signierten  Fläche  können  wir  dann  entweder  in  algebraischer  Ge- 
stalt etwa  als  Boppdvcrhaltnlss  l  der  vier  VerziveigumiäpimUe  resp.  als 
zufiehörige  ahsolute  Imarianie  J  wählen  (cf.  „Mod."  I,  pg.  5  flP.)  oder 
aber  in  fransccndenter  Gestalt  als  Periodenquotient  co.  Im  letzteren 
Falle,  den  wir  bevorzugen,  haben  wir,  um  das  gesammte  Flächen- 
continuura  zu  gewinnen  und  eindeutig  darzustellen,  den  „Modul"  co  auf 
den  von  Mod."  I,  pg.  209  ff.  her  bekannten  „Fundamentalhereich  der 
Modidgrupp&'  zu  beschränken.  Um  weiter  die  von  der  Signierung  her- 
rührenden Moduln  zu  fixieren,  wählen  wir  das  zur  Fläche  gehörende 
Integral  erster  Gattung  u  so,  dass  ein  erster  Punkt  e^  nach  u  =  0  zu 
liegen  kommt.  Ein  PeriodenparaUelogramm  der  Ecken  tt  =  0,  a^,  co^, 
03i  +  a)2  bestimmen  wir  so,  dass  der  Quotient  ^'^  dem  „Modul"  co  gleich 
ist.  Die  weiteren  (m— 1)  Punkte  e.^,  .  .  .,  e,  m'ögen  sich  dabei  auf  die 
Stellen: 

übertragen.  Als  (2  m  — 2)  noch  fehlende  reelle  Modcdn  können  wir  dann 
die  hier  auftretenden  Zahlen  p^,  q^  benutzen,  welche  sämmtlich  im  Intervall: 

0^i?,<l,     0^g,<l 
unabhängig  von  einander  variabel  sind. 

Ein  algebraisches  Gebilde  des  Geschlechtes  p  =  2  ist  stets  hyper- 
elliptisch, so  dass  sich  die  repräsentierende  Riemann'sche  Fläche  als 
zweiblättrige  Fläche  über  der  *;- Ebene  mit  sechs  etwa  bei  z  =  v^, 
V.  .  Vo  o-eleo-eneu  Verzweigungspunkten  anordnen  lässt.  Bas  Conti- 
nimm  der  unsignierten  Flwhen  ist  somit  eindeutig  bezogen  auf  das 
Continumn  der  mit  6  Punlten  signierten  Flächen  p  =  0  und  also  durch 
drei  unabhängige  (complejce)  Boppelverliältnisse  darstellbar.  Kommt  jetzt 
noch  eine  Signierung  mit  n  Punkten  c^,  e.,,  ..  .,  e„  hinzu,  so  werden 
wir  n  weitere  Moduln  etwa  in  der  Gestalt  der  Doppelverhältnisse 
K;  ^'2;  ^3>  ^k)  Hinzufügen  und  müssen,  um  anzugeben,  in  welchem 
Blatte  e^.  gelegen  ist,  dem  einzelnen  dieser  Doppelverhältnisse  noch 
einen  bestimmten  unter  den  beiden  Werten: 


zuordnen.     Bas   Gesammtconiinmmi   beschreiben   ivir  eindeutig  und  voll- 
ständig,  indem  wir  nicht  nur  die  drei  Boppelverhältnisse  {v^,  v^,  v^,  vj, 

rricke-Klein,  Automorphe  Functionen.   II.  -io 
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(uj,  ^2,^3,  v^),  {i\,  v^,  Wg,  Vq),  sondern  auch  die  n  weiteren  (v^,  v^,v^,  ej, 
und  zwar  die  letzteren  für  jede  der  beiden  adjungierten  Wurzeln,  unab- 
hängig von  einander  durch  alle  complexen  Werte  führen.  Diese  Dar- 
steilung  versagt  und  ist  zu  ergänzen  nur  für  jene  Grenzfälle,  bei  denen 
Conicidenzen  der  drei  Verzweigungspunkte  i\,  v^,  v^  eintreten. 

Für  die  höheren  Fälle  mit  ^J  ^  3  erscheinen  die  bisher  ent- 
wickelten Ansätze  zur  wirklichen  Herstellung  der  Moduln  nur  wenig 
zugänglich.  Man  kann  dieselben  entweder  auf  algebraischem  Wege^ 
nämlich  als  absolute  Invarianten  der  „Normalcurve  der  Functionen  cp" 
(cf.  „Mod."  I,  pg.  509)  im  Sinne  der  linearen  Invariantentheorie,  oder 
auf  transcendentem  Wege  von  den  Perioden  der  Integrale  erster  Gattung 
aus  herstellen.  Hierzu  würden  dann  noch  die  von  der  Signierung  her- 
rührenden Moduln  in  einer  Darstellungsform  treten,  welche  geeignet 
ist,  n  auf  der  Riemann'scheu  Fläche  willkürlich  bewegliche  Punkte  an- 
zugeben *). 

§  23.    Bericlit  über  die  Continiia  der  sjrmmetrischen  Riemann'schen 
Flächen  des  Geschlechtes  p. 

Hat  das  projective  Polygon  ji  >  0  hyperbolische  Zipfel,  so  wollen 
wir  (wie  schon  pg.  2><)  seinen  Character  durch  (p',  n)  bezeichnen,  um 
die  Bezeichnungen  p,  n  für  die  correspondierende  Riemann'sche  Fläche 
vorzubehalten.  Unter  den  festen  Polygonecken  sind  dann  v  =  n  —  a 
elliptische  und  parabolische  enthalten,  so  dass  die  Signatur  des  Polygons 
durch  (p,  n]l^,h,...,  ?J  zu  bezeichnen  ist. 

Die  zusehörio-e  Riemann'sche  Fläche  (wir  denken  wieder  eine  unter 
allen  in  Betracht  kommenden  als  Repräsentanten  gewählt)  ist  dann, 
wie  wir  schon  vorhin  (pg.  391)  feststellten,  symmetrisch  und  weist 
^  Übergangs-  oder  Symmetrielinien  auf;  ihr  Geschlecht  p  berechnet 
sich  nach  (2)  pg.  28  zu: 

(1)  i;  =  2y-fft-l, 
und  sie  ist  mit: 

(2)  n  =  2{n-^)  =  2v 

paarweise    symmetrisch    gelegenen    Punkten    e    signiert,    welche    den 
elliptischen  und  parabolischen  Ecken  des  Polygones  entsprechen. 

Aus  (1)  ergiebt  sich: 
^=i)-fl  — 2/. 

*)  Über  die  Moduln  der  unsignierten  Flächen  des  Geschlechtes  p  =  3  finden 
sich  weitere  Ausführungen  und  Nachweise  in  der  Abhandlung  von  Klein,  „Zur 
Theorie  der  AbeVschcn  Functionen''',  Abschn.  11,  Math.  Ann.,  Bd.  36  (1889),  pg.  45. 


II,  1.  Continaitätsbetrachtungen  im  Gebiete  der  Hauptkreisgruppen.       397 

Sammeln  wir  demnach  für  gegebenes  p  alle  unseren  Polygonen  ent- 
sprechenden symmetrischen  Flächen,  so  haben  wir  für  p  der  Reihe 
nach  alle  ganzen  Zahlen  des  Intervalls: 

einzutragen,  was  für  die  Anzahl  der  Symmetrielinien  die  Werte  ft  =^  + 1 
p  —  ^,  p  —  ^,  •  •  •  bis  herab  zu  2  oder  1  ergiebt. 

Es  hat  nun  Klein  bereits  1882  in  seiner  Schrift  über  Riemann 
die  Untersuchung  der  symmetrischen  Flächen  in  Angriff  genommen 
und  dabei  vor  allem  zwei  wesentlich  verschiedene  Fälle  unterschieden 
je  nachdem  die  längs  der  ^  Symmetrielinien  zerschnittene  Fläche  noch 
zusammenhängt  oder  in  zwei  getrennte  symmetrische  Hälften  zerfällt. 
Die  Flächen  der  letzteren  Art  bezeichnet  Klein  als  „ortliosynimetrisch"-, 
nur  mit  solchen  Flächen  haben  wir  hier  zu  thun,  da  unsere  Polygone 
der  ^- Ebene  (cf.  Fig.  9,  pg.  27)  durch  die  reelle  ^Axe  in  zwei  ge- 
trennte Stücke  zerschnitten  werden.  Für  die  orthosymmetrischen  Flächen 
des  Geschlechtes  p  aber  findet  Klein,  dass  solche  mit  (p -{- 1)  Sym- 
metrielinien, solche  mit  (p—l),  (p  — 3)  u.  s.  w.  auftreten,  andere  aber 
nicht.  Jedenfalls  liefern  also  unsere  Polygone  für  alle  Arten  der  ortho- 
symmetrischen Riemann'schen  Flächen  des  Geschlechtes  p  Beispiele. 

Auf  Anlass  von  Klein  hat  G.  Weichold  in  seiner  Leipziger 
Dissertation  von  1883  „Über  symmetrische  Riemann'sche  Flächen  und 
die  Periodicitätstnodidn  der  zugehörigen  Ahel'schen  Normalintegrale  erster 
Gattung'"^)  die  symmetrischen  Flächen  einer  eingehenden  Untersuchung 
unterzogen.  Übrigens  ist  Klein  selbst  auf  die  Theorie  unserer  Flächen 
in  sehr  ausführlicher  Weise  im  dritten  Theile  seiner  Vorlesung  „Eie- 
mami'sche  Flächen"  **)  aus  dem  Sommersemester  1892  zurückgekommen. 

Fassen  wir  die  orthosymmetrischen  Riemann'schen  Flächen  des 
Geschlechtes  p  mit  der  gleichen  Anzahl  ^  von  Symmetrielinien  zu 
einer  Art  zusammen,  so  werden  diese  eine  Mannigfaltigkeit  bilden,  die 
im  Gesammtcontinuum  der  Flächen  des  Geschlechtes  p  enthalten  ist. 
Dabei  besteht  der  Satz:  Die  orthosijmmetrischen  Biemann' sehen  Flächen 
der  einzelnen  durch  p  und  ^  gegebenen  Art  bilden  für  sich  gleichfalls 
ein  einziges  Continuum.  Dieser  Satz  ist  zuerst  in  der  eben  genannten 
Weichold'scheu  Dissertation  ausgesprochen,  sowie  in  der  gleichfalls 
soeben  zitierten  Vorlesung  von  Klein  festgesteUt  Der  Beweis  wird  auf 
Grund  der  allgemeinen  Flächensätze  von  Moebius  und  Jordan  in  der 

*)  Cf.  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  Bd.  28,  pg.  321. 

**)  Autographiert  und  im  Commissionsverlage  von  B.  G.  Teubner,  Leipzig,  er- 
schienen. Siehe  auch  die  Abh.  „Über  ReaUtätsverhältnisse  bei  der  einem  beliebigen 
Geschlechte  zugehörigen  Normalcurve  der  qp"  Math.  Ann.  Bd.  42  (1892). 

26* 
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schon  im  vorigen  Paragraphen  bei  den  allgemeinen  Flächen  des  Ge- 
schlechtes p  angedeuteten  Weise  geführt. *j  Es  bliebe  aber  wohl  zu 
wünschen,  dass  eine  mit  den  Lüroth-Clebsch'schen  Entwicklungen  parallel 
gehende  Untersuchung  der  symmetrischen  Flächen  direct  in  ihrer  Ge- 
stalt als  eigentliche  mehrblättrige  Riemann'sche  Flächen  über  einer 
Ebene  ausgeführt  würde. 

Die  Dimensionenanzahl  der  Continua  orthosymmetrischer  Flächen 
oder,  wie  wir  wieder  sagen  können,  die  Anzahl  der  Moduln  der  einzelnen 
Fläche  bestimmt  Klein  in  seiner  genannten  Vorlesunor  vom  Sommer- 
Semester  1892  pg.  136  fi'.  auf  Grund  derselben  Priucipien  wie  bei  den 
unsymmetrischen  Flächen.  Er  gewinnt  als  Ergebniss:  Die  einzelne 
ortliosymmetrisclie  Fläche  des  Geschlechtes  p  besitzt  (dp  —  3  -f  ö)  reelle 
Moduln,  ivobei  die  Anzahl  6  angicht,  ivie  vielfach  unendlich  oft  die  Fläche 
unter  Beihelialtumj  ihrer  Symmetrielinien  in  sich  seihst  transformierhar 
ist.  Hierbei  gilt  als  „einfach  unendlich''  der  Werthbereich  einer  reellen 
Variabelen.  Belanntlich  hat  man  alsdann  ö  =  3  für  p  =  0,  6=1  für 
j9-=  1  und  (?  ==  0  für  7;  >  1. 

Für  ^  =  0  wählen  wir  als  repräsentierende  Fläche  die  schlichte 
^-Ebene  und  machen  die  reelle  ^-Axe  zur  Symmetrielinie.  Die  00^ 
Transformationen  der  Fläche  in  sich  sind  dann  die  linearen  Trans- 
formationen von  z  mit  reellen  Coefficienten.  Für  ^;  =  1  sind  die  sym- 
metrischen Gebilde  in  I,  pg.  224  ff.  erschöpfend  untersucht.  Wir  finden 
drei  Arten,  welche  a.  a.  0.  durch  die  Figuren  60,  62  und  63  dargestellt 
wurden.  Aber  nur  die  durch  Fig.  62  gelieferte  Art  mit  rechteckigem 
Periodenparallelogramm  giebt  eine  orthosymmetrische  Fläche,  und 
zwar  eine  solche  mit  zwei  Symmetrielinien,  wie  es  sein  muss.  Wir 
können  das  Integral  erster  Gattung  u  so  wählen,  dass  von  den  beiden 
Perioden  (Oj,  co^  die  erste  rein  imaginär  und  die  zweite  reell  ist,  und 
dass  sich  überdies  eine  der  Symmetrielinien  auf  die  reelle  M-Axe  über- 
trägt. Die  00^  Transformationen  der  Fläche  in  sich,  bei  denen  zu- 
gleich die  Symmetrielinien  erhalten  bleiben,  werden  dann  bekanntlich 
in  der  Gestalt  u  =  +  u  -\-  a  darstellbar,  wo  a  ein  reeller  Parameter  ist. 

Diese  letzteren  Angaben  werden  von  Wichtigkeit,  wenn  wir  jetzt 
die  Signierung  unserer  einzelnen  Fläche  mit  irgend  welchen  n  =  2v 
paarweise  symmetrischen  Punkten  e  vornehmen.  Selbstverständlich 
werden  auch  die  solchergestalt  mit  n  Punlien  signierten  orthosymmetri- 
schen  Flüchen  des  Geschlecldes  p  mit  fi  Symmetrielinien  ein  einziges 
Continuum  bilden.  Um  sogleich  dessen  Dimensionenanzahl  festzustellen, 
disponieren  wir  im  Falle  des  Geschlechtes  p  =  0  über  die  -  w  Punkte  e 


*)  Siehe  die  betreffende  Fussnote  pg.  393. 
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der  positiven  ^-Halbebene  so,  dass  ein  erster  Punkt  e  nach  z  =  /,  ein 
zweiter  etwa  auf  die  imaginäre  ^-Axe  oberhalb  z=i  zu  liegen  kommt*). 
Dieser  zweite  Punkt  liefert  dann  einen  reellen  Modul,  während  die 
übrigen  (|«  — 2)  Punkte,  welche  willkürlich  beweglich  bleiben,  noch 
weitere  (w-4)  reelle  Moduln  liefern.  Die  Gesaramtzahl  derselben  ist 
somit  (w  — 3).  Im  Falle  i?  =  1  können  wir  einen  ersten  Punkt  e  der 
einen  Flächenhälfte  so  wählen,  dass  sein  Abbild  in  der  «-Ebene  auf 
die  imaginäre  M-Axe  fällt**).  Dieser  Punkt  liefert  nur  einen  reellen 
Modul,  während  die  (^  n-\)  übrigen  frei  beweglichen  Punkte  e  noch 
(n  — 2)  reelle  Moduln  liefern.  Die  Gesammtzahl  der  Moduln  ist  dem- 
nach (w  -  1).  Für  i9  >  1  können  wir  über  keinen  der  \  n  Punkte  e 
der  einen  Flächenhälfte  verfügen;  vielmehr  bleiben  sie  alle  frei  beweglich 
und  liefern  also  n  reeUe  Moduln.  Unter  Zusammenfassung  aller  Fälle 
können  wir  sagen,  dass  die  Signierung  der  Fläche  {n-ö)  reelle  Moduln 
den  bisherigen  (3p-3  +  (?)  hinzufügt,  wobei  die  Anzahl  6  die  oben 
notierte  Bedeutung  hat.  Durch  Addition  folgt:  Die  einzelne  signierte 
orthosijmmetrischc  Fläche  hat  (n-\-dp-^)  reelle  Moduln,  oder  das  Con- 
timmm  der  mit  n  paarweise  si/mmetrisclien  Funlien  e  signierten  ortho- 
symmetri sehen  Riemann'schen  Flächen  des  Geschlechtes  p  mit  ,u  Symmetrie- 
linien ist  {n  -f  ?>i)  —  3)  -  dimensional. 

Aus  den  Relationen  (1)  und  (2)  folgt: 

w  -H  3i)  -  3  =  '2n'  +  u  +  G/ -  6  =  3«' _  v  -}-  6/-  6. 

Das  Continuum  der  Gruppen  von  der  Signatur  (/,  n'-^  k,k,--y  Q 
war  gleichfalls  (3 j/- r' +  6/- 6)- dimensional.  Das  gegenüberstehende 
Continuum  der  orthosymmetrischen  Riemann'schen  Flächen  zeigt  also 
dieselbe  Dimensionenanzahl  wie  das  Gruppencontinuum ! 

Um  die  beiden  fraglichen  Continua,  das  Continuum  der  Haupt- 
kreisgruppen von  der  Signatur  (j/,  w';  l,,  l„  .  .  .,  Q  und  das  Continuum 
der  mit  n  paarweise  symmetrischen  Punkten  e  signierten  orthosymme- 
trischen Riemann'schen  Flächen  des  Geschlechtes  p  mit  [i  Symmetrie- 
linien, mit  Erfolg  vergleichen  zu  können,  müssten  wir  das  Flächen- 
contmuum  durch  wirldiclie  Herstellung  der  {n^?>p-^)  reellen  Moduln 


*^    Yixx  p  =  0  gilt_p'=0,   fA=l,   so  dass  die  Anzahl  n'^3  sein  muss.     Aus 
(2)  pg.  396  folgt  somit: 

~n  =  n'—l  ^2. 

2 

**)   Für  p  =  l  folgt  aus  (1)  pg.  396   sofort  ^=0,  fi  =  2,   so   dass  gleichfalls 
w'^3  gilt      Aus  (2)  pg.  396  folgt  jetzt: 

n  =  n  —  -  ^  1 . 
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in  eine  übersehbare  Darstellung  bringen,  analog  der  Darstellung  des 
Gruppencontinuums  durch  die  (Sn'—v-{-6p'—Q)  unabhängigen  In- 
varianten. Indessen  ist  auch  hier  wieder  die  Darstellung  der  Flächen- 
continua  nur  in  den  niedersten  FäUen  zu  einem  befriedigenden  Ab- 
schlüsse gebracht. 

Im  Falle  ^;  =  0  seien  zu  den  Punkten  e^,  Cf.  der  positiven  ^r- Halb- 
ebene die  Punkte  e-,  e^  symmetrisch.  Das  etwa  (e^.,  ej  zu  nennende 
Doppelverhältniss  A  dieser  vier  Punkte  dürfen  wir  dann  als  reelle  dem 
Intervall  O^A^l*)  angehörende  Grösse  ansetzen.  Als  (n  —  3)  Moduln 
Mnnen  tvir  dann  die  (w  — 3)  Doppelverhältnisse: 

\^l>   ^2/?    \^\}   ^Sjf    \^-2f   ^3)>    (^1>   ^4);    \^2'  ^iJf    •  •  •} 

ansetzen,  ivelche  alsdann  alle  reell  sind  und  zivischen  0  und  1,  die 
Grenzen  eingeschlossen,  liegen.  Aber  die  Verhältnisse  sind  hier  bereits 
insofern  complicierter,  als  zwischen  je  drei  Doppelverhältnissen  (e^,  e^), 
(e^,  e,.),  (ßg,  e^  eine  Ungleichung  (Schnittbedingung  zweier  Kreise)  be- 
steht, und  dass  beim  ErfüUtsein  der  letzteren  nach  Festlegung  der 
Punkte  e^,  e^  der  dritte  Punkt  e,.  aus  den  Doppelverhältnissen  erst 
zweideutig  (Schnitt  zweier  Kreise)  bestimmt  ist. 

Im  Falle  p—\  haben  wir  als  ersten  Modul  den  absoluten  Betrag  Iw] 
des  rein  imaginären  Periodenquotienten  C3.  Von  den  Perioden  a^,  co^ 
selbst  wollten  wir  co^  reell  und  also  a^  rein  imaginär  wählen,  die  eine 
Flächenhälfte    soUte    aber    auf   das   halbe  Periodenparallelogramm   mit 

den  Ecken  u  =  0,  ^cj^,  (o^,  y"i"1~  "2  abgebildet  werden.  Einen  ersten 

Punkt  e^  können  wir  dann  nach  Mi  =  YiJi«i  verlegen,  die  übrigen 
mögen  ihre  Abbilder  an  den  Stellen: 

^2  =  2P2^i  +  Ü2^2,      %  =  Y^^^^  +  ^3^2'  •  •  •; 

finden.  Die  von  der  Signierung  herrührenden  (n  —  1)  Moduln  sind  dann 
die  (n—l)  Zahlen  p^,  p^^,  q.jPi,  Qz,  ■  •  •,  P^n'  9'^«»  u-elche  sämmtlich  un- 
abhängig von  einander  ztvischen  den  Grenzen  0  und  1,  die  letzteren  ein- 
geschlossen, variabel  sind. 

Von  den  höheren  Fällen  erscheinen  noch  leicht  zugänglich  die- 
jenigen   für   ^  =  2,    n  =  0,    also    die    unsignierten    orthosymmetrischen 


*)   Man   vergl.   z.  B.   die  Entwicklungen  über  das  Doppelverhältnis  von  vier 
Funkten  in  „Mod."  I,  pg.  5  fF. 
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hyperelliptischen   Flächen    des    Geschlechtes  p  =  2.     Ak   Repräsentanten 
wählen  wir  in  jedem  Falle  eine  zweiblättrige  Fläche  über  der  ^-Ebene 
mit  sechs  Verzweigungspunkten  v^,  v.^,  .  .  .,  v^,   die  entweder  reell  oder 
zu  Paaren    conjugiert    complex    sind.     Es   sind   demnach   zunächst  vier 
Fälle  denkbar,  je  nachdem   alle  sechs  Verzweigungspunkte  v  oder  vier 
oder  zwei  oder   endlich  keiner  reell   sind.     Ist  z  der  zu  z  conjugierte 
complexe  Wert,  so  ist  die  Transformation  z  ^  z  an  der  Fläche  immer 
in  zwei  Weisen  ausführbar,   je  nachdem  wir  Vertauschung  der  Blätter 
eintreten  lassen  oder  nicht:   Unsere  Fläche  lässt  also  immer  zwei,  für  den 
Augenblick  etwa  S^,  S^^  zu  nennende,  symmetrische  Umformungen  in  sich 
zu.     Skizziert  man  sich  die  Flächen,  so  gelangt  man  zu  folgendem  ein- 
schränkenden Ergebniss:  Orthosymmetrie  liefert  erstens  der  Fall  von  sechs 
reellen  VerziveigungspunUen,  und  zwar  für  jede  der  leiden  Umformungen 
S^,  S^,    wobei  beide  Male  drei   Übergangslinien  auftreten,   zweitens   der 
Fall  dreier  Paare  conjugioi  complexer  Verziveigungspunlde  v  mit  einer 
Symmetrielinie,  der  letztere  jedoch  nur  für  eine  der  beiden  Umformungen  S; 
die  andere  Umformung  sowie  olle  übrigen  Fälle  liefern  Diasymmetrie*), 
In  den  beiden  verschiedenen  hiernach  für  uns  in  Betracht  kommenden 
Fällen  werden  wir  leicht  das  dreifach  unendliche  Continuum  der  Flächen 
durch  drei  reelle  Boppelverhältnisse  der  v^,  .  .  .,  v^  darstellen,  worauf  wir 
unten  zurückkommen. 

Vielfach  betrachtet  ist  auch  noch  der  Fall  i?  =  3,  wo  wir  die 
beiden  FäUe  a  =  4  und  a  =  2  zu  unterscheiden  haben.  Zur  Gewinnung 
der  sechs  reellen  Moduln  auf  algebraischem  Wege  hat  man  an  die 
singularitätenfreien  ebenen  Curven  vierten  Grades  mit  vier  bezw.  mit  zwei 
reellen  Zügen  anzuknüpfen,  die  zuerst  von  Zeuthen**)  einer  ausführlichen 
Untersuchung  und  Classification  unterworfen  sind  ***).  Indessen  scheint 
es  nicht  leicht  zu  sein,  aus  den  bisher  vorliegenden  Untersuchungen 
auch  nur  für  die  unsignierten  Flächen  zu  einer  Darstellung  der  sechs 
Moduln  zu  gelangen,  welche  die  beiden  hier  in  Betracht  kommenden 
Flächencontinua  deutlich  zu  übersehen  gestattet. 

*)  Vergl.  hierzu  die  Ausführungen  von  Klein  in  der  pg.  397  genannten  Vor- 
lesung „Riemann'sche  Flächen",  pg.  124  ff.  des  zweiten  Theiles. 

**)  „Sur  les  differentes  formes  des  courbes  planes  du  quatrieme  ordre'',  Math. 
Ann.  Bd.  7,  pg.  410  (1874). 

***}  Siehe  auch  die  bezüglichen  Ausführungen  von  Klein  in  der  öfter  ge- 
nannten Vorlesung,  Theil  I,  pg.  202  und  Theil  II,  pg.  156  ff. 
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§  24.    Stetigkeit  der  Beziehung  zwischen  dem  Continuum 
der  Gruppen  und  dem  Continuum  der  Riemann'schen  Flächen. 

Das  (3)i  —  1^  +  G/j  — 6)  -  dimensionale  Continuum  der  Gruppen  F 
einer  gegebenen  Signatur  (p,  w;  l^,  l^,  .  .  .,  Z,,)  hatten  wir  oben  durch 
einen  Bereich  B  dargestellt,  den  wir  jetzt  des  genaueren  mit  B^  be- 
zeichnen wollen.  Bf  sei  entsprechend  der  Name  des  gegenüberstehen- 
den gleichdimensionalen  Continuums  der  Riemann'schen  Flächen  F.  Die 
einzelne  Gruppe  F  oder  die  einzelne  Fläche  F  bezeichnen  wir  dann 
auch  wohl  als  einen  „Punkt"  in  B^  bezw.  B^. 

Das  Existenztheorem  der  automorphen  Functionen  (pg.  18 ff.)  lehrt 
nun  jedenfalls,  dass  jedem  einzelnen  Punkte  in  B^  eindeutig  ein  be- 
stimmter Punkt  in  B^  entspricht.  Wir  fragen,  oh  hei  stetiger  Ände- 
rung des  Funldes  in  B^  vielleicht  auch  der  entsprechende  PunJd  in  B^ 
sich  stetig  ändert  oder  nicht?  Wir  werden  diese  Frage  bejahend  beant- 
worten können  durch  einen  Satz,  den  wir  weiterhin  als  ,.Stetig]:eitssat2" 
citieren  werden. 

Jedenfalls  besteht  zuvörderst  der  Satz,  dass  wir  einer  stetigen  Ab- 
änderung der  Invarianten  der  Gruppe  immer  mit  einer  gleichfalls  stetigen 
Ahänderung  des  Polygons  F  zu  folgen  vermögen.  Berechnen  wir  uns 
nämlich  nach  I  pg.  335  ff.  aus  dem  (im  Allgemeinen  überzähligen) 
Invariantensjstem  die  Erzeugenden  V^,  V^,  .  .  .,  F„  ,  F^  ,  ...  für  F,  so 
sind  die  Coefficienten  dieser  Substitutionen  bestimmte  rationale  Func- 
tionen der  Invarianten,  welche  sich  demnach  gegenüber  stetigen  Ände- 
rungen der  Invarianten  j  selber  stetig  mitändern  werden.  Vollzieht 
man  nun  etwa  nach  I,  pg.  314  den  Aufbau  des  Polygons  P  durch  Com- 
position  aus  einem  Polygon  des  Characters  (0,  n-{-p)  und  p>  Polygonen 
des  Characters  (l,  1)  und  wählt  man  diese  (^  +  1)  zu  componiereuden 
Polygone  als  Normalpolygone  eines  und  desselben  Centrums,  so  ist, 
falls  bei  der  stetigen  Änderung  der  Invarianten  dieses  Centrura  fest 
bleibt  oder  sich  doch  nur  stetig  ändert,  unmittelbar  einleuchtend,  dass 
sich  das  Gesammtpolygon  bei  diesen  Änderungen  selber  nur  stetig 
mitändert. 

Wir  behaupten  weiter:  Gegenüber  jeder  stetigen  Änderung  der  In- 
varianten und  also  des  Polygons  gehen  die  Functionen  der  Gruppe  F 
gleichfalls  stetig  in  die  Functionen  der  ahgeänderten  Gruppe  iiher. 

Dieser  im  Mittelpunkte  der  gegenwärtigen  Betrachtung  stehende 
Satz  ist  auf  zwei  Arten  bewiesen  worden.  Der  erste  von  Poincare 
herrührende  Beweis,  auf  den  wir  gleich  ausführlicher  zurückkommen, 
wurde  bereits  oben  (pg.  167  ff.)  entwickelt.  Er  schliesst  sich  an  die 
Darstellung    der    automorphen    Functionen    durch    die    Poincare'schen 
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Reihen    an   und    beruht    auf   dem   Nachweise   der  gleichmässigen  Con- 
vergenz  dieser  Reihen  gegenüber  Abänderung  der  Invarianten. 

Den  zweiten  Beweis  unseres  Satzes  hat  E.  Ritter  in  einer  nüt 
grosser  Gründlichkeit  ausgeführten  Untersuchung:  „Die  Stetigkeit  der 
automorphen  Functionen  hei  stetiger  Abänderung  des  Fundamentol- 
lereichs'') geliefert.  Ritter  knüpft  an  die  Herstellung  der  automorphen 
Functionen  vermöge  der  Elementarpotentiale  und  Integrale  zweiter 
Gattung  des  Polygons  P  an.  Er  führt  ein  Maass  für  die  Abänderung 
des  Polygons  P  numerisch  ein  und  dringt  bis  zur  Gewinnung  einer 
zugehörigen  oberen  Grenze  für  die  correspondierende  Abänderung  der 
automorphen  Functionen  durch,  aus  der  alsdann  hervorgeht,  dass  that- 
sächlich  die  Abänderung  der  Functionen  mit  dem  Maasse  der  Abände- 
rung des  Polygons  P  gleichmässig  gegen  0  convergiert. 

Ausartungen  betrachtet  Ritter  nur  im  FaUe  der  symmetrischen 
Polygone  P,  und  zwar  in  §  11  der  zweiten  eben  genannten  Abhand- 
lung. Eine  Ausartung  solcher  Art,  wie  Ritter  sie  zulässt,  liegt  vor, 
wenn  eine  hyperbolische  Eckeniuvariante  parabolisch  wird,  d.  h.  den 
Grenzwert  2  annimmt.  Dagegen  treten  bei  unseren  symmetrischen 
oder  unsymmetrischen  Polygonen  auch  noch  andere  GrenzfäUe  auf, 
z.  B.  die,  bei  denen  eine  Transversalinvariante  parabolisch  wird.  Diese 
Fälle  sind  demnach  bei  Ritter  noch  nicht  mit  erledigt. 

Die  Umständlichkeit  der  Ritter'schen  Untersuchung  gegenüber 
dem  weit  kürzeren  Poincare  sehen  Verfahren  belohnt  sich  übrigens 
dadurch,  dass  die  Ritter'schen  Erwägungen  unabhängig  davon  sind, 
oh  das  Polygon  P  Discontinuitätsbereich  einer  Gruppe  F  ist  oder  bei 
Reproduction  zu  mehrfacher  Überdeckung  der  ^  Ebene  hinführt  bezw. 
für  sich  genommen  bereits  Teile  der  ^Ebene  mehrfach  überdeckt  (cf. 
pg.  51),  während  Poincare 's  Beweis  nur  soweit  Gültigkeit  hat,  als 
der  Gebrauch  der  nach  ihm  benannten  Reihen  statthaft  ist,  d.  h.  allein 
im  Gebiete  der  „eindeutigen"  automorphen  Functionen. 

In  diesem  hier  aUein  in  Betracht  kommenden  Gebiete  leistet  der, 
wie  bemerkt,  bereits  oben  (pg.  167  ff.)  dargesteUte  Poincare'sche  Be- 
weis aUes  Erforderliche.  Er  beruht  auf  der  absoluten  und  gleich- 
massigen  Convergenz  der  Poincare'schen  Reihen  der  Dimensionen 
d<-2,  faUs  e  auf  den  a.  a.  0.  mit  B^  bezeichneten  Bereich  und  F 
auf  die  Ivolle  Umgebung"  der  zuerst  gewählten  Gruppe  F^")  im  Con- 
tinuum   B     eingeschränkt    ist.     Diese  Convergenz    aber  geht  aus   dem 


*)  Theil  I  „Symmetrische  Fundamentalbereiche",  Math.  Ann.  Bd  45,  pg.  473 
(1894);  Theil  II  „Allgemeine  Fundamentalhereiche",  Math.  Ann.  Bd.  46,  pg.  200 
1894). 
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Umstände  hervor,  dass  die  in  die  Gestalt  (4)  pg.  171  umgesetzte  Reihe 
besser  als  eine  unter  (14)  pg.  173  rechter  Hand  angesetzte  selber  con- 
vergente  geometrische  Reihe  convergiert  *). 

Bei  dem  fraglichen  Convergenzbe weise  haben  wir  oben  die  Grenz- 
fälle des  Continuums  B  ,  d.  h.  diejenigen  Gruppen  F,  bei  denen  eine 
Erniedrigung  des  Characters  (p,  n)  des  Polygons  P  oder  eine  Aus- 
artung desselben  eintritt,  zunächst  ausgeschlossen  (^cf.  pg.  168).  Es 
geschah  dies  jedoch  nur  deshalb,  weil  die  Eigenart  dieser  Grenzfälle 
damals  noch  nicht  ausreichend  geklärt  war.  Bei  einer  Ausartung  des 
Polygons  in  eine  Linie  (Niveau curve  einer  hyperbolischen  Substitution, 
welcher  zur  Identität  wird)  versagt  selbstverständlich  der  Ansatz  der 
Poincare'schen  Reihen.  Aber  wir  konnten  jeden  Grenzübergang  (und 
zwar  im  allgemeinen  auf  zwei  Weisen)  derart  ausführen,  dass  als  Grenz- 
fall ein  nicht- ausaHendes  Polygon  P  von  niederem  Character  eintrat. 
Bei  einem  solchen  Grenzpolygon  bleibt  aber  die  pg.  167  jff.  dargestellte 
Poincare'sche  Convergenzbetrachtung  vollkommen  brauchbar.  In  der 
That  ist  hierzu  nur  erforderlich,  dass  der  pg.  170  um  den  Punkt  Iq 
eingegrenzte  Bereich  5^  auch  bei  Änderung  der  Invarianten  im  Innern 
des  Polygons  P  verbleibt,  was  ja  bei  endlich  ausgedehntem  P  stets 
erreichbar  ist.  Alle  weiteren  Schritte  der  Entwicklung  pg.  170  ff. 
bleiben  dann  aber  unberührt.  Somit  bleibt  unser  Satz  vom  stetigen 
Übergange  der  automorphen  Functionen  einer  Gruppe  in  die  Functionen 
nächst  benachbarter  Gruppen  auch  unter  Einschluss  der  Grenzfälle  im 
Continuum  B^  in  Geltiuig,  denen  endlich  ausgedehnte  Polygone  niederer 
Charactere  angehören  **). 

Wir  brauchen  jetzt  nur  noch  daran  zu  erinnern,  dass  zwei  Func- 
tionen (p^,  9?2  ^^^  einzebien  Gnippe  durch  eine  algebraische  Relation 
G((pi,  gpg)  =  ö  verbunden  sind,  die  ihrerseits  eine  repräsentierende  Rie- 


*)  Übrigens  macht  es  nichts  aus,  dass  der  Bereich  B^, ,  auf  welchen  sich  die 
Convergenzbetrachtung  bezieht,  ganz  im  Innern  des  Hauptkreises  (oder  ganz 
ausserhalb  desselben)  liegt  und  also  die  Convergenz  für  etwa  dem  Hauptkreise 
selbst  angehörende  Punkte  von  P  nicht  unmittelbar  mitbewiesen  ist.  Gehen  näm- 
lich innerhalb  des  endlich  ausgedehnten  Bereiches  B^  die  Reihen  einer  ersten 
Gruppe  r  und  also  die  durch  sie  darzustellenden  automorphen  Functionen  bei 
stetiger  Änderung  der  Invarianten  selber  stetig  in  diejenigen  der  benachbarten 
Gruppe  über,  so  werden  sich  dabei  die  Coefficienten  jeder  zwischen  zwei  Func- 
tionen gjj ,  92  bestehenden  algebraischen  Relation  und  damit  auch  die  Moduln 
der  Riemann'schen  Fläche,  worauf  es  uns  schliesslich  ankommt,  nur  stetig  ändern 
können. 

**)  Poincare  selbst  ist  auf  die  Ausdehnung  der  Stetigkeitsbetrachtungen  auf 
die  Grenzfälle  im  Laufe  seiner  Abhandlung  „Sicr  les  groupes  des  equations  line- 
aires",  Act.  math.  Bd.  4,  pg.  236  ff.  (1884)  zurückgekommen. 
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mWscte  Fläche  F  des  algebraischen  Gebildes  zu  defilieren  geeignet 
ist  Bei  stetiger  Abänderung  der  Gruppeninvarianten  werfen  d,e  Func- 
tionen w  und  damit  die  Coefficienten  jener  Relation  G{Vi,<P,)  - » 
sich  stltig  ändern,  und  also  gilt  dasselbe  von  der  repräsentierenden 
RLann'schen  Fläche.  So  entspringt  als  Antwort  auf  d,e  am  Anfang 
ds  Paragraphen  aufgeworfene  Frage  des  „SletiokCssat.es" :  Baugend 
ZL  Iclen  Bea:„en  äes  TunUes  im  Berede  B,  ~^*  -*  f- 
corre^ondiermde  PunU  im  Bereiche  B,  ausnahmslos  glmchfaUs  sfeUg. 

S  25     Eindeutigkeit  der  Beziehung  zwischen  dem  Continumn 
der  Gruppen  und  dem  Continuum  der  Biemann'schen  Flächen. 
Dem    einzelnen  Punkte   des  Gruppencontinuums  B,  entsprach  ein- 
deutig  ein    bestimmter   Punkt    im    Continuum    B,   der    R.emannschen 
Flächen.     Wir  fragen  jetzt,   ob  hierbei  zwei  verschiedene  Punkte  von 
B     ein   und    denselben   Punkt  von   B,   liefern    können     ob    also    zwe 
wesentlich  verschiedene  Gruppen  T  und  F'  der  Signatur  (ft  n^h ,  k  ,■  ■  •. '; ) 
ein  und  dieselbe  signierte  Riemann'sche  Fläche  F  liefern  können.    De 
Fra»e  ist  zu  vernetaen,  es  besteht  also  folgender  „E.ruUut.gMssatz  . 
Bie  Beziehung  zwischen  dem  Gruppencontinmm  B,  und  dem  Conlmumn 
der  FUehm  B,  ist   eine  solche,  dass  dem  einzelnen  P.mlie  von  B,  n,e- 
maU  mehr  als  ein  einziger  FnnU  von  B,  entspre<:hen  Unn. 

Dieser  Eindeutigkeitssatz  ist  von  Klein  im  Verlaufe  der  Abhand- 
Inn..  „Neue  Beiträge  zur  Biemann'schen  Fmtctionenfheorre  *)  ■»<="  ^ur 
für  Hauptkreisgruppen,  sondern  auch  für  solche  Gruppen  mit  unendlich 
fielen  HauptkrdseuaufgosteUt,  zu  denen  man  mittelst  des  Compositions- 
prozesses  von  den  Hauptkreisgruppen  aus  gelangen  kann.  In  dem  h.e. 
allein  in  Betracht  kommenden  Falle  der  Hauptkreisgruppen  ist  der 
Eindeutigkeitssatz  zuerst  von  Poincare  am  U.  October  IbSl  )  m.t- 
getheilt  und  späterhin  innerhalb  der  Abhandlung  „Sur  les  grouves  ä^ 
eauations  Uneaire^' ***)  als  „lemme  fondamental"  bewiesen^  Die  nach- 
folgende Darstellung  giebt  diesen  Beweis  Poincare's  wieder^ 

°  Für  die  erste  feuppe  T  wählen  wir  in  der  projectiven  Eben  em 
kanonisches  Polygon  von  i2n  +  ip)  Seiten,  -^Iches  in  der  positiven 
t-Halbebene  das  Polygon  P  liefere.  Ist  v~n  so  hefert  P  die  g 
ammte  Fläche  F.  ist  aber  v  <n,  liegt  also  der  symmetrische  FaU 
^it  „  =  „  _  ^  Symmetrielinien  vor,  so  liefert  P  nur  die  eine  der 
beiden  symmetrischen  Hälften  von  F    Die  Fläche  F  bezw.  deren  Hälfte 

•)  Math.  Ann.,  Bd.  21,  pg.  209  ff.  (1882). 
**)  Comptes  Rendua,  Bd.  93,  pg.  582. 
•")  Act.  matli.,  Bd.  4,  pg.  231  (Oetober  1883). 
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trägt  dem  Rande  von  P  entsprechend  ein  kanonisches  Schnittsystem. 
Wir  übertragen  die  so  zerschnittene  Fläche  (Flächenhälfte)  in  einer 
neuen  positiven  Halbebene  der  Variabein  t,'  auf  ein  Polygon  P'  der 
zweiten  Gruppe  F'.  Dann  entsprechen  die  beiden  Polygone  P  und  P' 
der  Halbebeneu  von  ^  und  ^'  einander  durch  Vermittlung  von  F  stetig, 
eindeutig  und  confonn,  vrobei  insbesondere  die  Seiten  und  Ecken  von 
P  und  P'  einander  eindeutig  con*espondieren. 

Den  Substitutionen  1,  V^,  V^,  ...  von  F  mögen  die  Substitutionen 
1 ,  F/,  Fg',  .  .  .  der  isomorphen  Gruppe  F'  entsprechen.  Die  Substitution 
F;t  führe  P  in  Pf.  über  und  entsprechend  F/  das  Polygon  P'  in  P^.'. 
Die  beiden  Polygone  P/.  und  P/  sind  dann  gleichfalls  eindeutig,  stetig 
und  conform  auf  einander  bezogen.  Wie  man  sieht,  entspringt  hieraus 
eine  eindeutige,  stetige  und  conforme  Beziehung  der  beiden  aus  P  und 
P'  herzustellenden  Polygonnetze  N  und  N'  in  den  Halbebenen  von  ^ 
und  t,',  und  zwar  hört  die  Conformität  dieser  Beziehung  auch  in  den 
im  Innern  der  Halbebenen  gelegenen  elliptischen  Eckpunkten  deshalb 
nicht   auf,    weil  ja   in    zwei   solchen  correspondierenden  Polygonecken 

stets  der  gleiche  Winkel  -j-  vorliegt. 

Über  die  Beziehung  der  beiden  reellen  Axen  von  t,  und  ^'  auf  ein- 
ander wollen  wir  zunächst  noch  keine  Folgerung  ziehen.  Dagegen 
betreffen  unsere  Angaben  über  die  eindeutigp,  stetige  und  conforme  Be- 
ziehung der  beiden  Halbebenen  auf  einander  alle  diejenigen  Theile  der- 
selben, welche  von  den  reellen  Axen  endliche  Entfernung  haben.  In 
der  That  wird  ja  jeder  Punkt  t  =  t  -{-  irj  und  ^'=  |'-f  ir]'  mit  ?j  >  0 
bezw.  7j'  >  0  nach  Durchlaufung  von  endlich  vielen  Polygonen  in  das 
Innere  des  Netzes  N  bezw.  N'  hineingezogen. 

Die  vorstehenden  Angaben  über  die  Beziehung  der  beiden  Halb- 
ebenen von  2;  und  t,'  auf  einander  gestatten  nun  bereits  den  Schluss 
zu  ziehen,  dass  die  fragliche  Beziehung  nothivendig  durch  eine  lineare 
Gleichung: 

darstellbar  sein  muss. 

Um  dies  zu  zeigen,  verstehen  wir  unter  ^q  und  t^  irgend  zwei 
einander  entsprechende  Werthe  aus  dem  Innern  der  beiden  Halbebenen. 
Indem  wir  mit  \q  und  t^  die  beiden  zu  t^  und  t.^  conjugiert  complexen 
Werthe  verstehen,  führen  wir  zwei  neue  Variabele  Z  und  Z'  durch: 

(2)  j^^lllA^        z'^^p^ 

ein.    In  den  Ebenen  dieser  Variabelen  Z  und  Z'  bilden  sich  die  beiden 
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bisher  betracMeteu  Halbebenen  auf  zwei  Kreisfiäcben  der  Radien  1  um 
die  NuUpunkte  Z  =  0.  2  =  0  ab.  Die  Beziehung  d.eser  beiden  &e,s- 
fläcben  auf  einander  ist  dann  wieder  ausnahmslos  emdeufag,  stefg  und 
conform  im  Innern  beider  Flächen,  wobei  die  beiden  NuUpunkte  2-0 
Za  2'.0  einander  entsprechen.  Ferner  aber  ist  d,e  Beziehung  eine 
solche,  dass  für  lim  2;  - 1  (bezw.  lim  2'  =  1)  stets  auch  lim  ,2  i  - 1 
(bezw.  lim  i  21-1)  zutrifft. 

Betrachten  wir  daraufhin  den  Quotienten  -^  im  Innern  des  Ein- 
heitskreises der  2- Ebene,  so  stellt  derselbe  Wer  überaU  eine  von  O 
verschiedene,  endliche,  stetige  und  eindeutige  analytische  Function  .^ine 
singulare  Punkte  dar.  Demgemiiss  wird  der  Logarithmus  jenes  Quo- 
tienten log  (-§ )  im  fraglichen  Kreise  eine  überall  endliche,  stetige  un.l 

eindeutige  analytische  Function  liefern. 

Indem  wir  unter  Trennung  des  Reellen  mid  Imaginären  2- X+ji" 
schreiben,  möge  die  zuletzt  gewonnene  Function  bei  der  gleichen 
Trennuncr: 

(3)  iog(|-)  =  P(x,r)  +  ,:F(x,r) 

liefern.  Es  sind  alsdann  r{X,  T)  und  r(X,  Y)  zwei  einander  coii- 
jugierte  Functionen  von  X  und  Y,  die  im  „Innern"  des  Einheitskreises 
der  2- Ebene  überaU  eindeutig,  stetig  und  harmonisch  sind. 

Nun  haben   wir   für  die  erste  dieser  beiden  Functionen  die  Dar- 

Stellung: 

(4)  log^-I/(X,D. 

Nähern  wir  uns  aus  dem  Innern  des  Eiuheitskreises  auf  irgend  einem 
We»e  der  Peripherie  desselben,  so  nähert  sich  dabei  auch  i2  1  gleich- 
mäsli-  dem  Werte  1  an.  Man  kann  demnach  im  Innern  des  Emheits- 
kreises  einen,  demselben  ausreichend  nahe  gelegenen,  mit  ihm  concen- 
frischen  Kreis  derart  annehmen,  dass  llings  der  Peripherie  desselben 
2  und  12',  „beliebig"  wenig  von  1  und  also  Ü(X,  Y)  „beliebig  wenig 
von  0  abweichen.  Wegen  des  harmonischen  Verhaltens  von  Vi,X,Y) 
„eht  hieraus  hervor,  dass  U(X,  Y)  im  Innern  jenes  Kreises  und  damit 
überhaupt  im  „Innern"  des  Einheitskreises  keinen  von  0  verschiedenen 

Wert  annehmen  kann. 

Ist  aber   U{X,  Y)  innerhalb  des  Einheitskreises  ^bei-aU  als  mit  0 
identisch   erkannt,    so  hat  die   conjugierte  Function  F(X    F)    daseibs 
ÜberaU  einen  constanten  Wert,  welcher  ^  heissen  mag.    Gleichung  {6) 
liefert  daraufhin: 
(5)  Z'-e'-Z, 
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und  also  findet  sich,   wenn   wir  vermöge  (2)  zu  t,  und  ^'  zurückgehen, 
zwischen  diesen  ^  und  ^  in  der  That  eine  lineare  Relation  (1). 

Mittelst  dieser  Transformation  (1)  geht  somit  die  Gruppe  F  in  F' 
über.  Beide  Gruppen  sind  demnach  für  den  invarianten  Standpunkt 
nicht  von  einander  verschieden  und  liefern  denselben  Punkt  im  Be- 
reiche B, .     Der  Eindeutigkeitssatz  ist  damit  bewiesen. 


§  26.     Allgemeines   über   den   Continuitätsbeweis   des  Fundamental- 
theorems  im  Gebiete  der  Hauptkreisgruppen. 

Die  Beziehung  des  bei  der  Signatur  {p,  n]  l^,J^,  .  .  .,  ?,,)  auftreten- 
den Gruppencontinuums  B^  zu  dem  gegenüberstehenden  Continuum  By 
signierter  Riemann'scher  Flächen  ist,  wie  jetzt  feststeht,  eine  solche, 
dass  jedem  Punkte  von  B,^  eindeutig  ein  Punkt  von  B^  entspricht,  der 
sich  mit  seinem  Original  in  B^  ausnahmslos  stetig  mitändert,  sowie 
dass  umgekehrt  dem  einzelneu  Punkte  in  B^  höchstens  ein  Punkt  in 
B  entsprechen  kann.  Können  wir  zeigen,  dass  dem  einzelnen  Punkte 
in  By  auch  stets  ein  Punkt  in  B  entspricht,  so  sind  beide  Continua, 
B  und  By,  gegenseitig  eindeutig  auf  einander  bezogen,  und  die  beiden 
die  Hauptkreisgruppen  betreffenden  Fundamentalprobleme  I  und  II 
pg.  45  u.  f.  sind  durch  zwei  entsprechende  Fundamentaltheoreme,  das 
„Grenzlcreistheorem^'  und  das  „Hauptlreistheorem''  in  der  Art  beantwortet, 
dass  in  der  TJiat  auf  jeder  signierten  Riemann' sehen  Fläche  eine  poly- 
morphe Function  t,  =  f{z)  existiert,  tcelche  die  gefordetie  Alhildung  der 
Fläche  auf  ein  Grenzkreis-  hezw.  Hauptkreispolygon  leistet. 

Den  Beweis  des  Satzes,  dass  jedem  Punkte  von  B^  ein  Punkt  von  B^ 
entsprechen  muss,  haben  nun  Klein  und  Poincare  unabhängig  von 
einander  und  ungefähr  gleichzeitig  durch  eine  Continuitätsbetrachtung 
zu  erbringen  versucht  (cf.  pg.  285).  Die  schon  öfters  citierten  beider- 
seitigen ausführlichen  Darstellungen  sind  unten  nochmals  genannt*), 
wobei  zu  bemerken  ist,  dass  die  Abhandlung  Poincare's  nur  deshalb 
ein  Jahr  später  als  die  Kl  ein 's  datiert  sein  dürfte,  weil  Poincare  an  die 
„Gruppencontinua''  und  nicht  (wie  Klein)  an  die  „Polygoncontinua"  an- 
knüpfte and  somit  seine  ausgedehnten  Entwicklungen  über  Poljgon- 
reduction  vorab  erst  durchzuführen  hatte  (cf.  pg.  305). 

Die  Darstellung  von  Klein  bezieht  sich  nicht  nur  auf  das  Grenz- 
kreis- und  Hauptkreistheorem  sondern  zugleich  auf  das  pg.  47  erwähnte 

*)  Klein,  „Neue  Beiträge  zur  Eiemann' sehen  Functionentheorie" ,  Math.  Ann., 
Bd.  21  (pg.  211),  datiert  2.  Oct.  1882;  Poincare,  „Sur  les  groupes  des  equutions 
lineaires",  Act.  math.,  Bd.  4  (pg.  233  und  276),  datiert  20.  Oct.  1883. 
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allgemeinere  Theorem,   welches   bei  Gruppen   auftritt,   die    durch  Com- 
position  („Ineinanderschiebung")  beliebiger  Hauptkreisgruppen  auftreten. 

Wegen  der  Beziehung  der  Continua  B,^  und  B^-  auf  einander  setzt 
Klein  die  zwar  nicht  bewiesene,  aber  ihm  unzweifelhaft  erscheinende 
Annahme  voraus,  dass  diese  Beziehung  eine  „analytische"  sei.  Die  als 
reelle  Grössen  gewählten  Moduln  der  Riemann'schen  Fläche  sollen  also 
{2n  +  6^  —  6)  reelle  analytische  Functionen  der  Gruppeninvarianten  sein. 

Hieraus  ergiebt  sich  zunächst  wegen  der  Beziehung  zwischen  B 
und  By  in  der  Umgebung  einzelner  Stellen:  Wird  in  einem  gerade  be- 
trachteten Punkte  von  B^  die  Functionaldeterminante  jener  (2ti-\-6p — 6) 
Functionen  weder  0  noch  cx),  so  bildet  sich  die  Umgebung  dieses 
Punktes  gerade  genau  auf  die  volle  Umgebung  des  entsprechenden 
Punktes  in  B^  ab.  Dass  von  dieser  Art  unsere  Beziehung  von  B  auf 
By:  aber  überall  sein  muss,  ergiebt  sich  aus  dem  Eindeutigkeitssatze. 
Wäre  nämlich  z.  B.  die  volle  Umgebung  eines  Punktes  in  B,  auf  einen 
Theil  der  Umgebung  des  entsprechenden  Punktes  in  B^  abgebildet,  so 
müssten  daselbst  wegen  des  Stetigkeitssatzes  nothwendig  Punkte  in  B, 
auffindbar  sein,  deren  jeder  mehr  als  einen  Punkt  in  B^  liefern  würde. 
Man  veranschauliche  sich  den  niedersten  Fall:  Zieht  sich  bei  stetiger 
Abbildung  einer  Ebene  auf  eine  andere  die  volle  Umgebung  eines 
Punktes  der  ersten  Ebene  auf  einen  Theil  der  Umgebung  des  ent- 
sprechenden Punktes  der  anderen  Ebene  also  einen  Winkel  <  2.-T  zu- 
sammen, so  werden  die  Punkte  auf  den  Schenkeln  des  Winkels  zu 
Paaren  dem  gleichen  Punkte  der  ersten  Ebene  entsprechen. 

Weiter  verwertet  Klein  einen  bekannten  Satz  von  Weierstrass 
über  die  Erreichung  von  Grenzwerten  durch  analytische  Functionen. 
Beschreiben  wir  im  Continuum  B^  einen  Weg  nach  einem  gewissen 
Punkte  „Fq",  so  wird  diesem  Wege  ein  stetiges  Abbild  in  By  gegen- 
überstehen, welches  sich  der  Grenze  Fq  entsprechend  einem  gewissen 
Grenzpunkte  „F^"  annähert.  Aus  dem  Weierstrass'schen  Satze  folgert 
Klein,  dass  diese  Grenze  auch  thatsächlich  eiTeicht  wird. 

Bei  der  weiteren  Durchführung  des  Continuitätsbeweises  geht  nun 
Klein  zunächst  von  der  Annahme  aus,  dass  bei  der  Übertragung  von 
B,^  auf  B^  noch  gewisse  Gebietstheile  in  B^  übrig  bleiben,  denen  keine 
Punkte  in  B^  entsprechen.  Klein  betrachtet  daraufhin  den  Rand  eines 
solchen  Gebietes  und  leitet  aus  dessen  angenommener  Existenz  einen 
Widerspruch  her.  Erstlich  nämlich  ist  der  einzelne  Randpunkt  nach 
der  zuletzt  angegebenen  Überlegung  bei  der  Abbildung  von  B,  auf  B^ 
stets  erreichbar.  Dann  aber  ist  er  eben  auch  überschreitbar  zufolge 
des  Princips  der  Abbildung  der  Umgebung  einer  Stelle  von  B  auf  die 
volle  Umgebung  der  correspondierenden   Stelle  in  B^.     Mittelst  dieser 
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Überlegung,  welche  auch  bereits  bei  einem  bekannten  Beweise  des 
Fundamentaltheorems  der  Algebra  zur  Verwendung  kommt,  folgt  so- 
mit die  Unmöglichkeit  frei  bleibender  Gebietstheile  in  B.*j.  Vielmehr 
sind  B  und  B .  gegenseitig  eindeutig  auf  einander  bezogen,  womit  das 
Eundamentaltheorem  bewiesen  sein  würde. 

Poincare's  Continuitätsbeweis  arbeitet  im  Grunde  mit  denselben 
Überlegungen.  Indessen  erhebt  Poincare  gegen  die  Darstellung  Klein's 
in  einem  allerdings  sehr  wesentlichen  Punkte,  der  die  Gestalt  der  beiden 
häufig  genannten  Bereiche  B  betrifft,  Einwendungen.  Wir  haben  zum 
Zwecke  des  besseren  Anschlusses  an  die  yoraufgehenden  Paragraphen 
den  Bericht  über  den  Continuitätsbeweis  Klein's  an  das  Continuum  der 
Gruppen  B^  angeschlossen.  Thatsächlich  liegt  der  Darstellung  Klein's, 
wie  bereits  mehrfach  erwähnt  wurde,  nicht  das  Continuum  der  Gruppen, 
sondern  das  etwa  B  zu  nennende  Continuum  der  Polyfjone  P  zu  Grunde, 
dem  da.s  Continuum  B/  der  zerschnittenen  Kiemann'schen  Flächen 
gegenüber  steht.  Das  Continuum  B  ist  nun  aber  ein  offenes;  denn  wir 
stellten  dasselbe  z.  B.  im  Grenzkreisfalle  des  Charakters  (p,  n)  oben 
(pg.  303  tf.)  als  (2n-\-Qp  —  6)  -  dimensionaleu  Würfel  dar.  Gegen  den 
Rand  des  Würfels  hin  drängen  sich  die  Discontinuitätsbereiche  der  zu- 
gehörigen Modulgrappe  immer  dichter  zusammen  und  die  Polygone  P 
selbst  nehmen  dabei  eine  mehr  und  mehr  verzerrte  Gestalt  an**).  Auch 
beim  Continuum  B^  der  zerschnittenen  Flächen  müssen  gegen  den 
Rand*  desselben  hin  entsprechende  Verzerrungen  des  Querj^chnittsystemes 
eintreten.  Bei  den  hier  in  Betracht  kommenden  schwierigen  Verhält- 
nissen den  Schluss  zu  ziehen,  dass  der  Würfelrand  des  B^  sich  auch 
wirklich  auf  den  eben  gemeinten  Kand  des  Bereiches  B^  überträgt, 
würde  allerdings  berechtigten  Bedenken  unterliegen. 

Den  Übergang  von  den  Continuen  B  der  Polygone  zu  denjenigen 
B  der  Gruppen  vollzogen  zu  haben,  ist  der  grosse  und  w^esentliche 
Fortschritt  Poincare's.  In  sachlicher  Hinsicht  ist  hierbei  übrigens  zu 
bemerken,  dass  Poincare  seine  ausführliche  Untersuchung  auf  den  Grcnz- 
lireisfall  beschränkt***).  Dies  hat  die  nicht  unwesentliche  Erleichterung 


*)  Bei  dieser  Überlegung  finden  freilich  die  Randpunkte  der  bei  Klein  vor- 
liegenden ungeschlossenen  Mannigfaltigkeiten  keine  ausreichende  Beachtung.  Siehe 
■den  im  Texte  sogleich  zu  besprechenden  Einwurf  Poincare's  gegen  die  von 
Klein  gelieferte  Darstellung  des  Continuitätsbeweises. 

**)  Man  erinnere  sich  der  Verhältnisse  der  in  der  Theorie  der  elliptischen 
Functionen  auftretenden  Modulgruppe,  sowie  der  bei  den  Periodenjjarallelogrammen 
gegen  den  Rand  des  Dreiecksnetzes  hin  auftretenden  Verzerrungen. 

***)   Siehe  jedoch   wegen   des  Hauptkreistheorems   die  Behauptung  Poincare's 
am  Schlüsse  seiner  Abhandlung,  a.  a.  0.,  pg.  311. 
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zur  Folge,  dass  diejenigen  Grenzfälle,  welche  durch  Unendlichwerden 
hyperbolischer  Eckeninvarianten  eintreten,  ausgeschlossen  bleiben.  Zwei- 
tens ist  in  formeller  Hinsicht  nachzutragen,  dass  Poincare  das  Grenz- 
kreistheorem in  etwas  anderer  gleich  näher  zu  bezeichnender  Gestalt 
ausspricht. 

Man  erinnere  sich  nämlich  daran,  dass  die  einzelne  polymorphe 
Function  g  auf  einer  Riemann'schen  Fläche  nach  Gleichung  (1)  pg.  234 
die  Ditferentialgleichung  3""'  Ordnung: 

(1)  [tl=2B{s,z) 

befriedigt,  wobei  wir  die  Riemann'sche  Fläche  über  der  ^-Ebene  durch 
die  algebraische  Relation: 

(2)  G(s,  2)^0 

zwischen  s  und  0  gegeben  denken.  An  Stelle  der  Gleichung  (1)  können 
wir   auch   die   lineare   Differentialgleichung   2'®''  Ordnung   für   die   nach 

(3)  pg.  118  aus  i,  zu  bildenden  „polymorphen  Formen  Z  nuUter  Dimen- 
sion" treten  lassen,  welche  sich  zufolge  der  Rechnung  pg.  118  u.  f.  in 
der  Gestalt: 

(3)  ^  +  E(s,^)Z=0 

darstellt.  An  Stelle  der  (n  -\-^p  —  3)  „complexen"  Moduln  der  signierten 
Riemann'schen  Fläche  treten  dann  die  (ßp  —  3)  Moduln  der  Relation  (2) 
und  die  n  singulären  Stellen  der  Differentialgleichung  (3).  Das  Grenz- 
kreistheorem läuft  aber  darauf  hinaus,  dass  bei  beliebig  gegebener 
Relation  (2)  des  Geschlechtes  ^j  und  willkürlich  auf  der  zugehörigen 
Riemann'schen  Fläche  fixierten  n  singulären  Punkten  nach  Vorschrift 
einer  diesen  singulären  Punkten  zugehörigen  „Signatur"  (jp,  w;  l^,...,l^ 
(wie  wir  unter  Benutzung  unserer  Sprechweise  kurz  sagen  können) 
immer  eine  und  nur  eine  Ditferentialgleichung  (3)  existiert,  deren 
Integralquotient  t,  die  geeignet  zerschnittene  Fläche  auf  ein  Grenzkreis- 
polygon jener  Signatur  abbildet. 

Im  einzelneu  Continuum  B^  Yon  Grenzkreisgruppen  meinte  nun 
Poincare,  wie  schon  oben  mehrfach  (z,  B.  pg.  305)  erwähnt  wurde,  eine 
geschlossene  Mannigfaltigkeit  zu  erkennen.  Für  das  gegenüberstehende 
Continuum  B^  der  signierten  Riemann'schen  Flächen  müsste  alsdann 
die  gleiche  Eigenschaft  erkennbar  sein.  Hierüber  spricht  sich  Poincare 
a.  a.  0.,  pg.  277,  näher  aus.  An  die  Grenze  des  Bereiches  B^  können 
wir  erstens  dadurch  gelangen,  dass  zwei  unter  den  n  Punkten  e  coinci- 
dieren,  zweitens  dadurch,  dass  eine  Herabminderung  des  Geschlechtes  p 
der  Riemann'schen  Fläche  um  eine  Einheit  durch  Verschmelzen  zweier 

Fricke-Klein,  Automorphe  Functionen.   II.  27 
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Verzweig  ngspunkte  eintritt*).  Im  ersteren  Falle  geben  die  beiden 
coincidierenden  Punkte  e  einen  einzigen  solchen  Punkt  von  parabolischem 
Character  (cf.  pg.  363),  so  dass  sich  n  um  eine  Einheit  vermindert. 
Gestalten  wir  aber  die  Riemann'sche  Fläche  nach  den  pg.  392  ent- 
wickelten Principien  von  Lüroth  und  Clebsch  und  bringen  zwei  Ver- 
zweigungspunkte, welche  dieselben  beiden  Blätter  verbinden,  zum  Ver- 
Bchmelzen,  so  wird  der  Zusammenhang  der  Blätter  an  der  Verschmel- 
zungsstelle aufhören,  doch  treten  daselbst  in  den  beiden  Blättern  zwei 
neue  Punkte  e  von  parabolischem  Character  auf**),  so  dass  im  Grenz- 
faU  die  Signatur  {p—\,  w+2:  l^,  l^,  .  .  .,  ^„^.2)  vorliegt.  In  beiden 
Fällen  erniedrigt  sich,  wie  man  leicht  feststellt,  die  Dimensionenanzahl 
des  Grenzcontinuums  gegenüber  derjenigen  von  B.  um  zwei  Einheiten. 
Hieraus  zieht  Poincare  auf  Grund  der  Annahme,  bei  einer  m-dimen- 
sionalen  ungeschlossenen  Mannigfaltigkeit  müsse  der  Rand  notwendig 
(w  —  l)-dimen8ional  sein,  alsdann  die  Folgerung,  daß  das  Flächen- 
continuum  B^  ein  geschlossenes  sei***).  Auf  dieser  Grundlage  entwickelt 
alsdann  Poincare  den  Continuitätsbeweis  im  wesentlichen  durch  die 
schon  am  Anfang  des  Paragraphen  skizzierte  Überlegung. 

Auch  die  Poincare 'sehe  Darstellung  des  Continuitätsbeweises  ist 
von  Bedenken  nicht  frei.  Was  erstlich  den  funktionentheoretischen 
Character  der  Abhängigkeit  unserer  beiden  Mannigfaltigkeiten  B^  und 
By  von  einander  angeht,  so  liegt  der  Poincare'schen  Überlegung  augen- 
scheinlich die  Voraussetzung  zu  Grunde,  daß  diese  Abhängigkeit  eine 
analytische  sei.  Indessen  ist  diese  Voraussetzung  nirgends  ausdrücklich 
bewiesen  oder  auch  nur  ausgesprochen.  Was  Poincare  a.  a.  0.  in  den 
§§  3  und  4  entwickelt,  ist  allgemeinf)  nicht  zureichend. 

Ein  weiteres  Bedenken  liegt  bei  der  Annahme  vor,  den  Rand  einer 

*)  Poincare  selbst  vollzieht  übrigens  die  Herabminderung  des  Geschlechtes 
durch  Einführung  eines  „neuen  Doppelpunktes"  bei  der  „Curve"  G{s,z)  =  0. 

**)  Vgl.  oben,  pg.  333,  die  ausführliche  Darlegung  der  Verhältnisse  am  Poly- 
gone P  des  Geschlechtes  ^^  =  1 ,  die  (zufolge  des  Princips  der  Composition)  all- 
gemeine Bedeutung  besitzt. 

***)    Die    gleiche    Schlussweise    verwendet   Poincare    übrigens   auch  bei    den 
Gruppencontinuen  (cf.  pg.  382  und  38.5 1. 

t)  In  §  3  wird  eine  lineare  Differentialgleichung  m*"'  Ordnung  mit  rationalen 
Coefficienten  betrachtet  und  der  Beweis  geführt,  dass  die  Invarianten  der  Sub- 
stitutionen eines  zugehörigen  Integralsystems  gay\ze  Funktionen  der  Coefficienten 
der  DiflFerentialgleichung  sind;  §  4  beschränkt  sich  auf  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  und  zeigt  die  Eindeutigkeit  der  Coefficienten  dieser  Differential- 
gleichung in  gewissen  a.  a.  0.  näher  erklärten  Invarianten  der  Substitutionen  eines 
Integralsystems.  Diese  Entwicklungen  beziehen  sich  nur  noch  auf  den  Grenzkreis- 
fall des  Charakters  (0,  n\  so  dass  nur  in  diesem  Falle  der  analytische  Charakter 
der  fraglichen  Abhängigkeit  als  durch  Poincare  erbracht  anzusehen  ist. 
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begrenzten  w-dimensionalen  Mannigfaltigkeit  sei  allemal  (ni  —  l)-dimen- 
sional.  Dies  ist  freilich  von  Riemann  und  Betti  gelegentlich  behauptet 
worden;  indessen  zeigt  die  Mengenlehre,  dass  schon  die  hier  in  Frage 
kommenden  Dimensionsbegriffe  durchaus  der  Klärung  bedürfen,*)  Falls 
man  den  analytischen  Character  der  Abhängigkeit  zwischen  B  und  Bf 
dahin  gestellt  sein  läßt,  hat  man  sich  auch  bei  der  Übertragung  von 
B  auf  By  lediglich  auf  die  allgemeinen  Sätze  der  Mengenlehre  zu 
stützen.  Es  handelt  sich  hierbei  in  erster  Linie  um  die  Theoreme  über 
die  Invarianz  der  Dimensionenamahl**).  In  letzterer  Hinsicht  hat 
neuestens  L.  E.  I.  Brouwer  drei  Sätze***)  aufgestellt,  welche  einen  sehr 
wesentlichen  Fortschritt  im  Ausbau  dieses  Teiles  der  Mengenlehre  be- 
deuten. Zu  den  unter  dem  Texte  genannten  Sätzen  müssten  alsdann, 
falls  die  Überlegungen  des  Continuitätsbeweises  abgesehen  von  der 
Frage  der  Geschlossenheit  unserer  Mannigfaltigkeiten  und  unabhängig 
von  der  Möglichkeit  der  analytischen  Abhängigkeit  einwurfsfrei  zu  Ende 
geführt  werden  sollen,  noch  noch  zwei  weitere  Sätze  treten,  deren 
erster  dem  oben  genannten  Weierstrass'schen  Theorem  entsprechen 
würde,  während  der  zweite  zu  zeigen  hätte,  dass  die  Umgebung  einer 
Stelle  in  B^  sich  auch  wirklich  auf  die  volle  Umgebung  der  entsprechen- 
den Stelle  in  B^  überträgt  (cf  die  für  zweidimensionale  Mannigfaltig- 
keiten oben,  pg.  409,  skizzierte  Überlegung). 

Wenn  bei  dieser  Sachlage  die  allgemeine  Durchführung  des  Con- 
tinuitätsbeweises in  einer  völlig  befriedigenden  Gestalt  zur  Zeit  noch 
wenig  aussichtsreich  erscheint,  so  werden  wir  doch  versuchen  dürfen, 
wenigstens  in  leicht  übersehbaren  Specialfällen  niederer  Charactere  den 
fraglichen  Beweis  zur  wirklichen  Durchführung  zu  bringen.  Bei  diesem 
Unternehmen  wollen   wir  von   der  Frage,    ob   die  Beziehung   der  Con- 


*)  Siehe  hierzu  den  der  Deutschen  Mathematiker- Vereinigung  erstatteten  Be- 
richt von  A.  Schön  flies,  „Die  Entwicklung  der  Lehre  von  den  Punktmannigfaltig- 
keiten", II.  Teil  (1908),  Kap.  IV  und  V,  speciell  Kap.  IV,  §  6. 
**)  Siehe  Schönflies,  a.  a.  0.,  insbesondere  §  6. 

•**)  Der  Verf.  dankt  einer  brieflichen  Mittheilung  des  Herrn  Brouwer  die 
Kenntnis  dieser  drei  Sätze: 

I.    „Eine    n-dimensionale    Mannigfaltigkeit    kann    nicht    das    ein  -  eindeutige 
stetige  Bild  einer  Mannigfaltigkeit  höherer  Ditnensionenzahl  enthalten." 

II.  „In  einer  w-dimensionalen  Mannigfaltigkeit  erfüllt  das  ein- eindeutige  und 
stetige  Bild  einer  Mannigfaltigkeit  gleicher  Dimensionenzahl  einen  gewissen  Be- 
reich überall  dicht. '''^ 

III.  „In  einer  w-dimensionalen  Mannigfaltigkeit  ist  das  ein -eindeutige  und 
stetige  Bild  einer  Mannigfaltigkeit  geringerer  Dimensionenzahl  eine  nirgends  dichte 
Punktmenge." 

Herr  Brouwer  hat  diese  Sätze  in  einer  demnächst  iii  den  Mathem.  Annalen 
erscheinenden  Arbeit  bewiesen. 

27* 
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tinua  B  und  B^  auf  einander  eine  analytische  ist  oder  nicht,  Abstand 
nehmen  und  uns  lediglich  auf  den  Stetigkeits-  und  Eindeutigkeitssatz 
stützen. 

§  21.    Dur chf ü h mng  des  Continuitätsbeweises  bei  der 
Signatur  (O,  3,1^,  l^. 

Sieht  man  von  den  cjclischen  hyperbolischen  Gruppen*)  ab  (die 
man,  wenn  man  will,  den  Hauptkreisgruppen  zurechnen  kann),  so  giebt 
es  nur  einen  einzigen  Fall  mit  eindimensionalen  Continuen  B^  und  B^, 
nämlich  denjenigen  der  Signatur  (0,3;  l^,!^)- 

Beim  Character  (0,  3)  reduciert  sich  die  Modulgruppe  auf  die 
identische  Transformation,  so  dass  das  Gruppencontinuum  B^^  mit  dem 
Polygoncontinuum  identisch  ist.  Letzteres  stellten  wir  oben  (pg.  290) 
unter  Benutzung  der  Gestalt  t  für  die  hyperbolische  Eckeninvariante 
durch  die  mittelst  der  Ungleichung  0  ^  ^  ^  1  erklärte  Gerade  der 
Länge  1  dar.  Das  gegenüberstehende  Continuum  B^  stellten  wir  nach 
pg.  398  durch  einfache  ^-Ebenen  dar,  in  denen  die  reelle  Äxe  als 
Symmetrielinie  galt,  Avährend  die  positive  ^f- Halbebene  mit  zwei  be- 
liebigen Punkten  e^,  e^,  die  negative  Halbebene  mit  den  symmetrischen 
Punkten  e^,  e^  signiert  waren. 

Indessen  ist  hier  eine  etwas  andere  Auswahl  der  Riemann'schen 
Flächen  zweckmässig.  Jede  unserer  Gruppen  (wie  überhaupt  jede 
Gruppe  des  Characters  (0,  3))  gestattet  Erweiterung  durch  Spiegelungen 
auf   eine    Gruppe   zweiter  Art,    deren  Discontinuitätsbereich   das  „Ele- 


Fig.  80. 


mentardreieck"  der  Signatm*  (0,  3;  ?i,  l^)  ist.  Fügen  wir  auch  noch  die 
Spiegelung  an  der  reellen  ^-Axe  hinzu,  so  entspringt  eine  F,  deren  Dis- 
continuitätsbereich das  in  Fig.  79  dargestellte  Viereck  ist.  Um  Ver- 
wechselungen mit  den  Punkten  e  der  5 -Ebenen  zu  vermeiden,  haben 
wir  die  Ecken  dieses  Vierecks,  wie  Fig.  79  zeigt,  e^,  e^,  fg,  a^  genannt. 
Der  ersten  der  beiden  hier  vollzogenen  Gruppenerweiterungen  ent- 


*)  Das  Fundamentaltheorem  behauptet  in  diesem  Falle  die  Abbildbarkeit 
jeder  zweiblättrigen  Riemann'sche  Fläche  mit  vier  Verzweigungspunkten  auf  einen 
Ejreisring.  Die  Richtigkeit  des  Satzes  geht  bereits  aus  der  Theorie  der  elliptischen 
Functionen  hervor,  kann  aber  natürlich  auch  nach  Art  des  Textes  durch  eine 
Continuitätsbetrachtung  dargethan  werden. 
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spricht  die  Spiegelung  der  vorbetrachteten  ^- Ebene  am  Kreise  durch 
die  vier  Punkte  e^,  e.^,  e^,  e^,  der  zweiten  Erweiterung  aber  die  Spiege- 
lung an  der  reellen  z-Kxe.  Führen  wir  als  automorphe  Function 
z  =  (f(X)  eine  solche  ein,  welche  das  Viereck  der  Fig.  79  auf  die 
positive  ^- Halbebene  abbildet,  so  mögen  den  vier  Ecken  e^,  e^,  fg,  e^ 
die  nunmehr  durch  e^,  e.2,  e^,  e^  zu  bezeichnenden  Punkte  der  reellen 
^;-Axe  entsprechen  (cf.  Fig.  80).  Die  zuerst  betrachtete  ^-Ebene  lagert 
dann  über  der  neuen  als  zweiblättrige  Fläche  mit  den  Verzweigungs- 
punkten e.^,  e^,  und  sie  ist  an  den  Stellen  e^,  e^  in  beiden  Blättern 
signiert.  Indem  wir  für  das  lineare  Continuum  By  lieber  diese  zwei- 
blättrigen Flächen  als  Repräsentanten  wählen,  erklären  wir  im  Anschluss 
an  die  eben  definierten  Punkte  e  als  zugehörigen  Modul  das  Doppel- 
verhältniss: 

(1)  i  =  (e,  —  ei)(e3  — ej 

^  (^1  —  e,)  (fj  —  e^)  ■ 

Dieser  Modul  ist  reell  und  hat,  um  das  ganze  Continuum  B^  zu  be- 
schreiben, das  Intervall  0  ^  A  ^  1  zu  durchlaufen. 

Die  Übergänge  zu  ^  =  0  und  ^  =  1  mögen  die  Grenzwerte : 

lim  X  =  Aq,          lim  1  =  A^ 

t  =  o  t  =  i 

ergeben.  Die  Gerade  B^  überträgt  sich  dann  stetig  und  umkehrbar 
eindeutig  (zufolge  unserer  beiden  öfter  genannten  Theoreme)  auf  die 
durch  Xq  und  2^  eingegrenzte  Strecke  von  By.  Die  Zugehörigkeit  der 
Grenzwerte  Xq,  X^  zum  Abbilde,  sowie  diese  Werte  selber  sind  aber 
erst  noch  näher  festzustellen. 

Den  Grenzfall  ^  =  0  konnten  wir  in  drei  verschiedenen  Weisen 
erzielen,  erstens  durch  Verschmelzen  von  £3  und  s^  zu  einem  para- 
bolischen Punkte  unter  Zerfall  des  Polygons  in  zwei  Grenzkreispolygone, 
zweitens  durch  Verschmelzen  von  Sj^  und  s^  ^'^^  einer  parabolischen 
Spitze  ohne  Zerfall  des  Polygons,  drittens  durch  Ausartung  des  Polygons 
in  eine  Linie  (gleichzeitiger  Zusammenfall  von  £3  und  s^,  sowie  von 
Si  und  £3)- 

Sehen  wir  vom  letzten  Falle  (wegen  Versagens  der  Poincare'schen 
Reihen)  ab,  so  wird  zufolge  des  Stetigkeitssatzes  in  jedem  der  beiden 
anderen  Fälle  die  Function  z  =  g)(^)  gleichmässig  stetig  in  diejenige 
des  Grenzfalles  übergehen.  Das  eine  Mal  kommt  unter  Zusammen- 
rücken der  Verzweigungspunkte  e^,  e^  Zerfall  der  Fläche  in  zwei  ge- 
trennte Blätter,  das  andere  Mal  kommen  in  jedem  Blatte  die  beiden 
signierten  Stellen  e^,  e^  zum  Zusammenfall.  Auch  die  Äquivalenz  je 
zweier  solcher  Flächen,  welche  diesen  Grenzfällen  nahe  sind  (siehe  die 
betreffenden  Erörterungen   am  Polygon   pg.  361),  ist  sofort  erkennbar. 
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Ist   nämlich    e^  sehr  nahe  an  e^  herangerückt,    so   kann  mau   mittelst 
einer  Transformation: 


— — i-  =  m i. 

mit  ausreichend  kleinem  ft  zu  einer  /-Ebene  übergehen,  in  welcher 
sich  63  von  e^  wieder  entfernt  hat,  während  nun  e^  dem  Punkte  e^ 
nahe  gekommen  ist. 

Jeder  der  beiden  Grenzfälle  (sowohl  e^=e^  als  auch  62=^1)  liefert 
nun  zufolge  (1)  den  Wert  l^  =  0.  Wir  dürfen  übrigens,  so  oft  wir  ivie 
hier  mittelst  einer  unter  den  möglichen  Grensgestalten  des  Polygons  die 
zugehörigen  Moduln  der  Riemann' sehen  Fläche  schon  vollständig  he- 
stimmen  können,  unsere  Betrachtung  auf  diese  eine  Grenzgestalt  ein- 
schränJcen. 

Diesem  Principe  folgend  wollen  wir  im  anderen  Grenzfalle  t  =  1 
unter  den  möglichen  (und  durchweg  nicht  ausartenden)  Grenzpolygonen 
das  bei  Coincidenz  von  s^  mit  £3  eintretende  bevorzugen;  es  liegt  dann 
Erniedrigung  der  Gruppe  auf  eine  cjclische  Gruppe  von  elliptischer 
oder  parabolischer  Art  vor  (je  nachdem  l^  endlich  ist  oder  nicht). 
Für  die "  Grenzfunction  z  =  q)(^)  liegt  e^^e^  vor,  so  dass  der  Grenz- 
wert l^  =  1  ist  und  gleichfalls  erreicht  wird. 

Hiemach  sind  die  beiden  Continua  B^  und  B^  gegenseitig  eindeutig 
auf  einander  bezogen;  und  also  ist  das  Fundamentaltheorem  für  die 
Signatur  (0,  3;  l^,  l.^)  bewiesen. 

§  28.    Durchführung  des  Continuitätsbe weises  bei  der  Signatur 

(0,3;  l^). 

Es  giebt  im  Ganzen  drei  Fälle  mit  zweidimensionalen  Continuen 
B^  und  B^,  den  Signaturen  (0,  3;  l^,  (1,1;  l^  und  (0,  4;  \,  L,  /g,  l^) 
entsprechend,  von  denen  die  erste  zu  einem  Hauptkreis-  und  die  beiden 
anderen  je  zu  einem  Grenzkreistheorem  führen. 

Auch  bei  der  Signatur  (0,  3;  l^),  die  wir  zuerst  betrachten,  ist  das 
Gruppencontinuum  B  mit  dem  Polygoncontinuum  identisch  und  wird 
wie  dieses  mittelst  der  beiden  den  hyperbolischen  Eckeninvarianten  j^,  j^ 
entsprechenden  Grössen  t^^,  t^,  welche  den  Bedingungen: 

(1)  O^^i^l,     0^^2^1 

unterliegen,  durch  die  Fläche  eines  Quadrates  dargestellt. 

Für  die  Riemann'schen  Flächen  können  wir  statt  der  pg.  400  vor- 
gesehenen transcendenten  Moduln  |cjj  und  Ui  =  —p^oi^  im  vorliegenden 
Specialfalle  besser  algebraische  Moduln  gebrauchen.     Die  einzelne  hier- 
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her  gehörende  Riemann'sche  Fläche  gestattet  nämlich  zwei  verschiedene 
symmetrische  Umformungen  in  sich  mit  je  zwei  Symmetrielinien,  wie 
man  sich  dies  in  der  Ebene  des  Integrals  erster 
Gattung  u  an  dem  entsprechend  untergetheilten  Peri- 
odenrechteck der  Fig.  81  klar  machen  wolle.  Man 
führe   nun  die  Function  2  so  ein,  dass  sie  das  Theil- 


rechteck  mit  den  Ecken  u  =  0, 


«2       "l  4-  <»2 


auf  die 


2  '       2      '2 
positive  if- Halbebene  überträgt.     Die  repräsentierende 

Riemann'sche   Fläche   überlagert   dann   diese   ^-Ebene 
doppelt  und  hat  die  vier  in  Fig.  82  mit  e^,  .  .  .,  e^,  be- 
zeichneten Verzweigungspunkte,  während  sie  bei  e^  in    L 
beiden  Blättern  signiert  ist. 

Die  einzelne  unserer  Gruppen  JT  ist  ihrerseits  entsprechend  zwei- 
mal durch  Spiegelungen  erweiterungsfähig,  und  zwar  handelt  es  sich 
hier  um  dieselben  Erweiterungen,  die  bereits  an  der  Gruppe  des  vorigen 


rig.  81. 


Fig.  82. 


Fig.  83. 


Paragraphen  (pg.  414)  bezeichnet  wurden.  Der  Discontinuitätsbereich 
der  schliesslich  entspringenden  F  hat  die  Gestalt  des  Fünfecks  der 
Fig.  83,  dessen  durch  ^  =  (jp(^)  geliefertes  Abbild  dann  unmittelbar  die 
positive  ^;-Halbebene  der  Fig.  82  ist.  Die  Ecken  a^,  .  .  .,  f^  entsprechen 
den  Punkten  e^,  .  .  .,  Cj  der  reellen  ^-Axe. 

Wir  gelangen  nun  zur  übersichtlichsten  Darstellung  des  vorliegen- 
den Continuums  B^,  wenn  wir  die  beiden  algebraischen  Moduln  in  Ge- 
stalt der  Doppel  Verhältnisse: 


(Ci— ej)(e,— O 


^        («i— e^)  (e^— e^)  '       '^        (ej  — ej  (Cg— e^) 

einführen.  Schliessen  wir  vorerst  die  Grenzfälle  aus,  so  wird  X^  im 
Intervall  0  <  Ag  <  1  willkürlich  wählbar  sein  und  nach  Auswahl  das 
Quadrupel  e^,  e^,  e^,  e^  im  Wesentlichen  (d.  h.  von  linearer  Trans- 
formation abgesehen)  fixieren.  Der  Punkt  e^  ist  dann  noch  im  Intervall 
Cj  <  Cg  <  ßg  willkürlich  beweglich,  was  zur  Folge  hat,  dass  X^  unab- 
hängig von  ^2  ^^^  Intervall  0  <  X^  <  1  zu  beschreiben  hat.  Unter 
Hereinnähme  der  GrenzfäUe  sind  also  A^  und  X^  in  den  Intervallen: 
(3)  0£X^£1,     0^X^£1 
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willkürlich  beweglich,   so  dass  wir    auch  das  Continuum  B^  durch  die 
Fläche  eines  Quadrates  dargestellt  finden. 

Bei   der  Abbildung   des  Quadrates  B^  auf  das    Quadrat   B^   sollen 
die  Randpunkte  von  B    zunächst  betrachtet  werden. 

Längs  der  Seite  ^^  =  0  wird  die  Eckeninvariante  j^  =  2,  also  para- 
bolisch. Nach  dem  Princip  von  pg.  416  über  die  Bevorzugung  eitler 
Grenzgestalt  des  Polygons  (unter  den  verschiedenen  Möglichkeiten), 
falls  die  bevorzugte  Gestalt  bereits  die  Moduln  zu  bestimmen  gestattet, 
wollen  wir  die  Ecken  s^f  h  ^^  einer  parabolischen  Spitze  verschmelzen 
und  gelangen  somit  zum  linearen  Continuum  der  Signatur  (0,  3;  Z^,  oo), 
das  wir  in  §  27  behandelten.  Auf  der  Riemann'schen  Fläche  kommen 
unter  Coincidenz  der  Verzweigungspunkte  ßg  ^^^  ^a  ^^^  beiden  Blätter 
hier  ausser  Zusammenhang,  indem  sie  an  der  Coincidenzstelle  mit  zwei 
neuen  Punkten  e  signiert  erscheinen.  Wir  erhalten  A^  =  0  und  finden 
nach  dem  Ergebnis  von  §  27,  pg.  416,  das  fragliche  Continuum  ^^=0, 
O^^g^l  eindeutig  stetig  auf  die  Seite  A^  =  0,  O^Ag^l  des  Qua- 
drates Bf  in  der  Art  abgebildet,  dass  (2=  0  den  Endpunkt  Ag  =  0  (mit 
der  Gruppe  der  Signatur  (0,  3;  l^,  00,  00))  liefert,  der  Punkt  (^=1  aber 
den  Endpunkt  Ag  =  1.  Und  zwar  dürfen  und  wollen  wir  im  letzteren 
Punkte  als  Grenzfall  die  cyclische  parabolische  Gnippe  wählen,  welche 
bei  gleichzeitiger  Coincidenz  von  e^  mit  £3  und  «^  mit  £5  entsteht. 

Wir  reihen  hieran  gleich  die  Besprechung  der  Seite  t.2  =  1,  welche 
den  Grenzübergang  lim  jg  =  00  erfordert.  Diesen  vollziehen  wir  am 
Polygon  der  Fig.  83  in  der  Weise,  dass  wir  den  Eckpunkt  s^^  (natür- 
lich ohne  den  Winkel  daselbst  zu  ändern)  an  den  Punkt  s^  heran- 
rücken lassen.  Es  entspringt  die  cyclische  hyperbolische  Gruppe  der 
Invariante  j^  bezw.  tj^.  Die  Functionen  des  Grenzfalls  liefern  eine  un- 
signierte  orthosymmetrische  Fläche  des  Geschlechtes  p  =  1,  welche  aus 
Fig.  82  dadurch  entsteht,  dass  die  Punkte  e^  der  beiden  Blätter  an  den 
Verzweigungspunkt  e^  heranrücken.  Dabei  wird  Ag  =  1 ,  und  Aj^  ist  der 
Modul  dieser  Fläche.  Dass  sich  aber  die  Quadratseite  t^^  1  hierbei 
gerade  eindeutig  und  stetig  auf  die  ganze  Quadratseite  Ag  ==  1  (unter 
Einschluss  der  Endpunkte)  abbildet,  ist  der  Inhalt  des  zu  Anfang  von 
§  27,  pg.  414,  erwähnten  bereits  in  der  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen bewiesenen  Fundamentaltheorems. 

Am  Ende  ^^=  0  der  Geraden  (2=  ^  ist  der  parabolische  GrenzfaU 
coincidierender  Punkte  «g,  £3  wählbar,  den  wir  auch  am  Ende  t2=  l 
der  Geraden  ^^  =  0  erreicht  hatten.  An  dieser  Stelle  liegt  also  Con- 
tinuität  der  ausgewählten  Grenzpolygone  und  gleichfalls  der  entsprechen- 
den Flächen  vor.  Das  andere  Ende  ^^^  =  1  der  Geraden  ^2=1  erreichen 
wir,  indem  wir  (nach  der  schon  vollzogenen  Coincidenz  von  e^  mit  fj) 
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die  Punkte  £3  und  b^  an  irgend  einer  Stelle  des  Segmentes  s^,  e^  der 
reellen  i;-Axe,  etwa  in  der  Mitte  desselben,  zusammenfallen  lassen. 

Genau  entsprechende  Betraclitungen  gelten  für  die  Seiten  ^2  =^  ^ 
(Coincidenz  von  e^  und  e^)  und  ^1  =  1  (Coincidenz  von  e^  mit  e^).  Man 
beachte  dabei  insbesondere  die  Continuität  der  gewählten  Grenzpolygone 
in  den  Ecken  ^1=  0,  t^=0  (Gruppe  der  Signatur  (0,  3;  l^,  00,  00))  und 
<2  =  0,  ^1=1  (gleichzeitige  Coincidenz  von  e^  mit  £5  und  e^  mit  s^). 
Am  Ende  ^2  =  ^  der  Quadratseite  ^j^  =  1  lassen  wir,  nachdem  s^  mit  e^ 
bereits  zusammen  gefallen  war,  die  Punkte  £3  und  e^  in  der  Mitte  des 
Segmentes  s^,  £5  der  reellen  ^-Axe  coincidieren.  Dies  ist  aber  nicht 
das  Grenzpolygon,  welches  wir  an  der  fraglichen  Ecke  längs  (2=  1 
erreichten:  Hier  ist  also  die  Continuität  der  Grenspolygone  unterbrochen; 
sie  lässt  sich  auch  nicht  durch  andere  Auswahlen  der  Grenzpohjgone  längs 
der  Seite)!  ti=l  und  f 2  =  ^^  herstellen. 

Zur  näheren  Untersuchung  der  fraglichen  Ecke  wollen  wir  unter- 
scheiden, in  welcher  Richtung  vom  Quadrate  B^  aus  wir  uns  derselben 
annähern,  indem  wir  etwa  den  zwischen  0  und  +  00  gelegenen  Grenz- 
wert: 


lim  ^.'  =  lim  , 

3i  1  —  <s 


fixieren.  In  der  Grenze  selbst  soUen,  wie  soeben,  die  Punkte  £3  und  s^ 
in  der  Mitte  des  Segmentes  £3,  £5  zu- 
sammenfallen. Es  entspringt  dann  als 
Grenzpolygon  das  Dreieck  £j,  e^,  e^  der 
Fig.  84,  in  welcher  nach  Festlegung  der 
Punkte  £0,  £5  die  Ecke  s^  auf  einem 
Kreise  K  durch  £2  und  £g  liegt,  der  im 
übrigen  durch  den  Polygonwinkel  bei  £j 
bestimmt  ist.  Der  Punkt  s^  beschreibt 
nun  diesen  Kreis  K  von  £3  bis  £5  gerade  stetig  und  vollständig,  wenn 
der  Grenzwert  (4)  das  durch: 

(5)  0  <  lim  4^  <  +  00 

erklärte  Continuum  durchläuft.  Die  beiden  Endwerte  0  und  +  oo 
liefern  aber  gerade  die  beiden  bisher  in  der  Ecke  ^1  =  1 ,  t^=  \  an- 
getroffenen Grenzpolygone  (Coincidenz  von  e^  mit  e^  bezw.  von  s^  mit  £5). 
Zwischen  ihnen  stellen  wir  jetzt  die  Continuität  her,  indem  wir  das 
lineare  Continuum  der  eben  besprochenen  Dreiecke  £j,  £3,  £5  einschalten. 
Der  Anschaulichkeit  halber  setzen  wir: 


(6) 


U 


2  —  i.  —  L 
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und  deuten  t^  als  dritte  rechtwinklige  Coordinate  neben  t^  und  t^. 
Die  in  (6)  rechts  stehende  Function  von  t^  und  t^  ist  im  Quadrat  B  , 
abgesehen  Ton  der  Ecke  ti=  1,  t.2=lf  eindeutig,  wird  aber  in  jener 
Ecke  derart  stetig  vieldeutig,  dass  das  in  (5)  gegebene  Intervall  der 
Grenzwerte  (4)  auf  das  Intervall  1  ^  ^3  ^  0  eindeutig  und  stetig  ab- 
gebildet wird.  Die  Relation  (6)  deuten  wir  im  Räume  der  t  als  „Fara- 
boloid"'^  dem  Quadrat  B^  entspricht  auf  letzterem  ein  von  drei  Geraden 
und  zwei  Hyperbelstücken  eingegrenztes  Fünfeck,  das  B  '  heissen  möge. 
B^'  ist  auf  das  Quadrat  B  im  Allgemeinen  eindeutig  bezogen,  auf  die 
Ecke  ^1=1,  t^=^  jedoch  in  der  Art  unendlich  vieldeutig,  dass  die 
verschiedenen  Richtungen  aus  dem  Quadrat  gegen  diese  Ecke  eindeutig 
und  stetig  der  Fünfeckseite  ^^=  1,  ^2=  1,  0  ^  ^3  ^  1  zugeordnet  sind. 
Dem  Rande  des  Fünfecks  B  '  haben  wir  nun  ein  geschlossenes  Conti- 
nuum  von  Grenzpolygonen  zugeordnet. 

Wie    gestalten    sich    demgegenüber    die   Verhältnisse   an   der   ent- 
sprechenden Ecke  X^  =  1 ,  Xg  =  1  des  Quadrates  B.? 


Fig.  85. 

Wir  hatten  hier  längs  der  Quadratseiten  zunächst  zwei  Grenzfälle 
erreicht,  die  wir  kurz  durch  die  sofort  verständlichen  Figuren  85  kenn- 
zeichnen können.  Zur  Herstellung  der  Continuität  schalten  wir  zwischen 
ihnen  (indem  wir  etwa  e^=  e^  in  der  Mitte  der  Strecke  e^,  e^  fest- 
halten) aUe  die  Flächen  ein,  welche  bei  stetiger  Wanderung  der  SteUe 
e^  von  63  nach  e-^  (durch  das  Unendliche)  eintreten.  Zur  Darstellung 
dieses  Continuums  bedienen  wir  uns  des  Doppelverhältnisses: 

^^  ''  {e-e,){e-e,)' 

welches  entsprechend  von  0  bis  1   zu   wachsen  hat.     Dasselbe  ist  mit 

l^,  Ag  durch: 

(8)  X         ^'"^  ^ 


verknüpft,  so  dass  auch  hier  das  Continuum  der  Richtungen  aus  dem 
Quadrate  B^  gegen  die  fragliche  Ecke  hin  dem  Intervalle  0  ^  A3  ^  1 
stetig  und  eindeutig  entspricht.     Aus  (8)  folgt: 

(9)  2,^2^3- A,-;.3-f  1  =  0, 

eine  Relation,   die   wir   unter  Deutung  von  A3   als  einer  dritten  recht- 


n,  1.  Continuitätsbetrachtungen  im  Gebiete  der  Hauptkreisgruppen.       421 

winkligen  Coordinate  durch  eine  Fläche  dritten  Grades  interpretieren. 
Auf  ihr  projiciert  sich  das  Viereck  B^  wiederum  auf  ein  Fünfeck,  das 
jetzt  von  fünf  Geraden  begrenzt  erscheint.  Wir  nennen  dasselbe  B^' 
und  können  wegen  seiner  Beziehung  auf  das  Quadrat  B^  Wort  für 
Wort  dasselbe  wiederholen,  was  oben  bei  B^  und  B/  ausgesprochen 
wurde. 

Es  folo-t  nun  bereits  aus  dem  Existenzsatze  der  automorphen 
Functionen  ohne  Zuhilfenahme  eines  Fundamentaltheorems,  dass  die 
fünfte  Seite  des  Fünfecks  B/  derjenigen  des  Fünfecks  B/  eindeutig  und 
stetig  zugeordnet  ist.  Das  einzelne  Dreieck  s^,  s^,  £5  (cf.  Fig.  84)  trans- 
formiere man  zunächst  so,  dass  £2  iiach  g  =  —  1 ,  £5  nach  ^  =  +  1  und 
£j  auf  die  imaginäre  ^Axe  zu  liegen  kommt.  Die  Coineidenzstelle  von 
£3  und  s^  liegt  dann  im  Allgemeinen  nicht  mehr  in  der  Mitte  des 
Segmentes  s^,  £5;  vielmehr  werden  wir  gerade  das  durch  die  fünfte 
Seite  von  B  '  dargestellte  Continuum  gewinnen,  indem  wir  die  Stelle 
£3  =  £^  das  Segment  s^,  £5  von  £3  bis  £5  beschreiben  lassen. 

Die  Abbildung  des  Dreiecks  £1,  £3,  £5  auf  die  ^-Halbebene  richten 
wir  entsprechend  so  ein,  dass  gg  =  —  1 ,  65  =  +  1  und  e^  =  00  wird. 
Das  Segment  £3,  £5  ist  dann  eindeutig  und  stetig  auf  die  Strecke  der 
reellen  ^-Axe  von  —  1  bis  -f  1  abgebildet,  und  der  wandernden  Stelle 
£3  =  £^  entsprechend  beschreibt  ihr  Abbild  e^  =  e^  jene  Strecke  von 
^  =  _  1  bis  ^^  =  +-  1.  Das  Doppel  Verhältnis  A3  durchläuft  hierbei  ge- 
rade sein  Intervall  von  1  bis  0,  und  damit  wird  in  der  That  die 
fünfte  Seite  von  B^  beschrieben. 

Der  bisherigen  Überlegung  zufolge  ist  der  geschlossene  Band  des 
Fünfecks  B,'  eindeutig  und  stetig  auf  den  geschlossenen  Band  von  B/ 
abgebildet . 

Zur  Erledigung  des  Fünfeckinneren  knüpfen  wir  etwa  an  diejenige 
Geradenschaar  auf  dem  Paraboloidstück  B/  an,  welche  durch  die 
Ebenen  t^  =  Const.  ausgeschnitten  wird.  Wir  beschreiben  diese  Schaar, 
indem  wir  ihren  „Parameter"  t^  von  0  bis  1  wachsen  lassen;  dabei 
liefern  die  Extremwerte  2^3  =  0  und  ^3=1  zwei  Seiten  des  Fünfecks  B/ 
selbst. 

Die  einzelne  dieser  Geraden  überträgt  sich  eindeutig  und  stetig 
auf  eine  Curve  des  Bereiches  B/,  welche  zwei  Randpunkte  von  B/ 
verbindet  und  sich  selbst  weder  überkreuzt  noch  berührt  (Eindeutig- 
keitssatz). Die  ganze  Schaar  der  Geraden  von  B^'  liefert  auf  B/  eine 
Schaar  von  Curven,  von  denen  keine  zwei  einen  Punkt  gemein  haben 
können  (Eindeutigkeitssatz).  Die  beiden  Extremcurven  (für  ^3  =  0  und 
^3  =  1)  sind,  wie  wir  schon  wissen,  Seiten  des  Fünfecks  B/,  welche 
den  correspondierenden  Seiten  von  B/  homolog  sind.     Im  Innern  von 
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B/  aber  kann  keine  von  Curven  unbedeckte  Lücke  übrig  bleiben;  denn 
aus  der  Existenz  einer  solchen  Lücke  würden  wir  sofort  einen  Wider- 
spruch gegen  den  Stetigkeitssatz  folgern:  Somit  sind  die  Bereiche  B  ' 
und  By  gegenseitig  eindeutig  (unter  Einschluss  ihrer  Ränder)  auf  ein- 
ander bezogen,  und  das  Fundamentaltheorem  ist  für  die  Signatur  (0,  3;  l^ 
'bewiesen. 


§  29.    Durchführung  des  Continuitätsbe weises  bei  der  Signatur 

(1,  1;  h). 

Besonders  einfach  gestaltet  sich  der  Continuitätsbeweis  im  Falle 
der  Signatur  (1,1;  l-^).  Das  Gruppencontiuuum  B  wurde  hier  durch 
das  in  Fig.  47,  pg.  329,  scharf  umrandete  Doppeldreieck  geliefert  und 
stellte  vermöge  der  Zuordnung  der  Randcurven  dieses  Doppeldreiecks 
ein  Continuum  vom  Zusammenhange  der  Kugelfläche  dar,  sofern  wir 
die  Gnippe  der  Signatur  (0,  3;  l^,  oo,  oo),  welche  der  einen  Ecke  des 
Doppeldreiecks  angehörte,  dem  Continuum  zurechneten. 

Als  Modul  der  zugehörigen  Riemann'schen  Flächen  wollten  wir 
(cf.  pg.  395)  den  Periodenquotienten  a  wählen,  so  dass  das  vorliegende 
Continuum  B^  etwa  durch  das  in  Fig.  86  stark 
umrandete  Doppeldreieck  der  ra-Halbebene  darstell- 
bar ist;  die  Lage  dieses  Bereiches  in  der  Halbebene 
ist  durch  einige  Werte  a  characterisiert. 

Wir  machten  nun  bereits  pg.  330  darauf  auf- 
merksam, dass  das  Dreiecksnetz  der  Flächenschale 
Og  genau  dieselbe  Structur  zeigt  wie  das  Dreieck- 
netz der  G3- Halbebene.  Die  Sachlage  ist  nun  ein- 
fach die,  dass  das  DopiJeldreiecJc  B^  der  Fig.  47, 
pg.  329,  auf  das  Boppeldreieck  B^:  der  Fig.  86  um- 
Jcehrhar  eindeutig  und  stetig  bezogen  ist,  woraus  dann 
sofort  eine  entsprechende  Beziebung  zwischen  der  Flächenschale  Og  und 
der  03-Halbebene  entspringt. 

Um  dies  Ergebniss  zu  gewinnen,  haben  wir  die  Perioden  co^,  a^ 
des  Litegrals  erster  Gattung  derart  einzufübren,  dass  die  Erzeugenden 
V^  und  V^  von  F  folgende  Transformationen  von  u  liefern: 

(1)  (FJ       u  =  u  +  cOi,  (FJ       tt'=  ?(  +  Wg. 

Aus    der    Relation    F^FjF^=  1    oder    Vb=  {Vc^J'^    folgt    dann    als 
Wirkung  von  F^  auf  u: 

(2)  (Fj)       u'=  u  —  co^—  C0.2     oder     u  =  u  -{-  Og, 
falls  wir  gJo  durch  die  Gleichung  cj^  -j-  cDj  +  03  =  0  erklären. 


Fig. 
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Wir  übertragen  jetzt  zunächst  den  Rand  des  schraffierten  Elementar- 
dreiecks der  Fig.  47  auf  die  Halbebene  des  nunmehr  erklärten  Quotienten 
C3  der  Perioden  «j,  a^.  Die  von  der  Symmetrielinie  x^z  auf  der 
Curve  K^  (cf.  Fig.  47)  ausgeschnittene  Ecke  jenes  Dreiecks  lieferte  als 
Discontinuitätsbereich  der  Gruppe  F  ein  Viereck  der  Erzeugenden  V^ 
und  F„  welches  (in  der  Sprechweise  von  pg.  331)  sowohl  „Mittellinien-" 
als  „D^iagoualsymmetrie"  aufweist.  Diese  Symmetrieen  übertragen  sich 
beide  auf  das  Periodenparallelogramm  der  m- Ebene,  so  dass  letzteres 
ein  Quadrat  ist.  Wir  haben  somit  den  „harmonischen"  Fall  des  ellip- 
tischen Gebildes  (cf.  „Mod."  I,  pg.  10  u.  f.),  und  die  Orientierung  der 
Erzeugenden  F,  und  F„  gegen  einander  (siehe  z.  B.  Fig.  48,  pg.  331) 
ergiebt  für  den  Periodenquotienten  den  Wert  co  =  +  i. 

Von  hier  verfolgen  wir  die  Seite  K^  des  Bereiches  B,^  bis  zu  der 
bei  y  =  2  auf  dem  Rande  der  Schale  %  gelegenen  Spitze.  Nach  pg.  328 
(wo  sich  freilich  die  Discussion  nicht  auf  die  Curve  K^,  sondern  auf 
K^  bezieht)  liefern  alle  Punkte  der  Curve  K^,  deren  Gleichung 

war,  Vierecke  der  Erzeugenden  F„,  F,  mit  Mittelliniensymmetrie.  Die 
zuo-ehörigen  Periodenparallelograrame  sind  somit  Rechtecke  und  o  wird 
rein  imaginär;  und  zwar  folgt  aus  der  für  B^  zutreffenden  Bedingung 
x<2  oder  j^<Jc  für  das  Periodenrechteck  logl  <  i'^'il  ^^^  ^^^^  l«!  >  1- 
Haben  wir  die  am  Rande  von  Og  gelegene  Spitze  von  B,^  längs  der 
Seite  Äg  erreicht,  so  ist  die  Herabminderung  auf  die  Signatur  (0,  3; 
l^,  oo,  oo)  eingetreten,  und  also  ist  co  =  +  ^oo  erreicht.  Unsere  übliche 
Überlegung  ergiebt,  dass  die  fragliche  Seite  des  Bereiches  B,^  sich  um- 
kehrbar eindeutig  und  stetig  auf  die  imaginäre  ö-Axe  von  gx  = -{- i 
bis  o>=-|-ioü,  d.  h.  also  auf  die  homologe  Seite  des  Bereiches  B^ 
überträgt. 

Man  wird  diese  Betrachtung  sehr  leicht  fortsetzen.    Gehen  wir  von 
der   schon    auf  co  =  i   übertragenen  Ecke   des  Bereiches    B^  längs   der 
Symmetrielinie   x  =  2  weiter,   so   ge- 
langen   wir   zu   Vierecken    mit   „Dia- 
gonalsymmetrie";   Ja=jc    ^^^    somit 
die    Folge    l«i|  ==  icogl,    so    dass    wir 
uns    mit    w    auf    dem    Einheitskreise 
der    Halbebene    bewegen.     Der   End- 
punkt  X  =  y  =  s    der  jetzt    beschrie-  Y 
benen  Seite  von  B^  liefert  für  F  ein                               ^'«-  ^^■ 
Polygon,  welches  sowohl  als  Viereck  der  Erzeugenden  F„,  F,  Diagonal- 
symmetrie besitzt,  wie  auch  als  Viereck  der  Erzeugenden  F„,  V^  und 
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als  Viereck  der  Erzeugenden  F^,  V^.  Trägt  man  alle  Symmetrielinien 
ein,  so  entspringt  eine  Zerlegung  etwa  des  hier  stets  bevorzugten  Vier- 
ecks   der   Erzeugenden  F^,  F    in    12    abwechselnd    symmetrische    und 


congruente  Dreiecke   der  Winkel 


,  wie  dies  in  Fig.  87,  p.  423, 


u,+ w^ 


2  '    3  '   6ii' 

zum  Ausdruck  kommt.    Die  Symmetrieen  übertragen  sich  sämmtlich  auf 

die  M-Ebene;  hier  kommt  also  das  Perioden- 
parallelogramm der  Fig.  88  mit  dem  „äqui- 
anharmonischen"  Falle,   d.  h.   mit 

«=       ^ • 

Die  durch  x  ^  z  dargestellte  Seite  von  B,^ 

überträgt    sich    somit   eindeutig   stetig    auf 

^8-  ^^-  die  homologe  Seite  von  B^. 

Endlich   bietet   auch    die   dritte   durch   y  =  z   gegebene    Seite   des 

schraffierten  Theiles  von  B^  keine  Schwierigkeit.    Hier  folgt    03  =|a)jj, 

woraus  sich  ergiebt,  dass  der  reelle  Bestandtheil  von  ca  gleich  —  -  ist. 

Die  Abbildung  auf  die  homologe  Seite  des  schraffierten  Theiles  von  B^ 
wird  man  leicht  weiter  vollziehen. 

Berufen  wir  uns  jetzt  auf  die  Zusammenordnung  der  Randcurven 
von  B  und  derjenigen  von  By  vermöge  der  Transformationen  T^  und 
T^,  so  erledigen  sich  die  Reste  der  Ränder  uuserer  beiden  Bereiche 
ohne  weiteres:  Der  gescJdossene  Band  des  Doppeldreiecks  B^  überträgt 
sich  urrikehrhar  eindeutig  und  stetig  auf  denjenigen  des  Doppeldreiecks  By. 

Um  endlich  das  Innere  von  B^  zu  erledigen,  bedecken  wir  dieses 
Doppeldreieck  einfach  und  lückenlos  mit  irgend  einer  zweckmässig  ge- 
wählten Curvenschar.  Wir  können  hierzu  etwa  die  Curven  ziveiten 
Grades  wählen,  welche  wir  pg.  320  mittelst  der  Ebenen  z  —  2Xt  =  0 
auf  der  Flächenschale  <^^  ausschnitten.  Die  Übertragung  dieser  Schar 
auf  By  vollzieht  man  Wort  für  Wort  genau  so  wie  die  entsprechende 
Maassregel  in  dem  pg.  421  besprochenen  Falle.  Wir  finden  die  beiden 
Doppeldreiecke  B  und  B^  umkehrbar  eindeutig  einander  zugeordnet,  wo- 
mit das  Fundamentaltheorcm  für  die  Signatur  (1,1;  ?i)  bewiesen  ist. 

Auf  den  dritten  Fall  ziveidimensionaler  Bereiche  B^  und  B^,  der 
Signatur  (0,  4;  l^^,  l^,  l^,  ?J  zugehörend,  wollen  wir  deshalb  nicht  näher 
eingehen,  weil  sich  die  Betrachtung  genau  nach  dem  Vorbilde  der  so- 
eben zu  Ende  geführten  gestalten  lässt.  Der  Bereich  B^  lässt  sich, 
sofern  wir  von  den  Specialfällen  gleicher  Eckeninvarianten  absehen, 
durch  das  Doppeldreieck  der  Fig.  62,  pg.  355,  darstellen.  Als  Modul 
der  Riemanu'scheu  Flächen  benutzen  wir  entweder  das  Doppelverhältnis 
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(«1— «s)(«*— «4) 

oder,  was  sich  wegen  der  Analogie  zum  Voraufgehenden  vielleicht  noch 
mehr  empfiehlt,  den  Periodenquotienten  »  für  eine  zweiblättrige  Fläche 
über  der  ^- Ebene,  welche  an  den  vier  signierten  Stellen  e^,  e^,  e^,  e^ 
verzweigt  ist.  Im  ersteren  Falle  ist  die  Ebene  der  complexen  Variaheien  l 
das  Gegenbild  des  Continuums  B^,  im  letzteren  Falle  das  zur  „3Iodul- 
function"  X((a)  gehörende  DoppeldreiecJc  der  WinJcel  0  in  der  oj-Halbebene 
(cf.  Fig.  67  in  „Mod."  I,  pg.  276).  Der  Leser  wird  leicht  selbständig 
beweisen,  dass  dieses  Doppeldreiedc  auf  dasjenige  der  Fig.  62,  pg.  355, 
ein-eindeutig  bezogen  ist,  womit  das  Fundamentaltheorem  im  Falle  der 
Signatur  (0,  4;  l^,  /g,  l^,  l^  bewiesen  ist*). 


§  30.  Durckführung  des  Continuitätsbeweises  bei  der  Signatur  (0,  3). 

Es  giebt  im  Ganzen  drei  Signaturen  mit  dreidimensionalen  Conti- 
nuis  B^  und  B^,  nämlich  (0,  3j,  (1,  1),  (0,  4;  l^,  l^,  l^).  In  den  beiden 
ersten  Fällen,  bei  denen  eine  Signierung  mit  Punkten  e  nicht  vorliegt, 
ist  das  Geschlecht  der  Riemann'schen  Flächen  iJ  =  2-,  es  handelt  sich 
um  die  beiden  Arten  orthosymmetrischer  Flächen  dieses  Geschlechtes, 
welche  wir  pg.  401  besprachen.  Im  dritten  Falle  ist  das  Geschlecht 
der  Riemann'schen  Fläche  i^  =  0.  Alle  drei  Fälle  liefern  Hauptkreis- 
theoreme. 

Bei  der  Signatur  (0,  3)   ist  das  Gruppencontinuum    B^  wieder  mit 
dem  Polygoncontinuum  identisch  und  also  wie  letzteres  mittelst  der  in 
die   Gestalt  t  umgesetzten   Eckeninvarianten  j   durch  den   Würfel  dar- 
stellbar, welcher  den  Ungleichungen: 
(1)  O^^i^l,     O^^^^l,     0^^3^1 

entspricht.  Die  einzelne  Gruppe  gestattet  hier,  wie  immer  beim  Character 
(0,  3j,  zwei  Erweiterungen  durch  Spiege- 
lungen, deren  eine  die  Halbierung  des 
Doppeldreiecks  (in  der  projeetiven  Ebene) 
bewirkt,  während  die  zweite  die  Spiege- 
lung an  der  reellen  ^Axe  ist.  Als  Dis- 
continuitätsb ereich  der  schliesslich  ent- 
springenden Gruppe  zweiter  Art  benutzen 
wir  das  in  Fig.  89  dargestellte  Kreisbogenpolygon. 

Bei  den  orthosymmetrischen  Flächen  des  Geschlechtes  p  =  2 
handelt  es  sich  um  diejenige  mit  sechs  reellen  Verzweigungspunkten,  von 


Fig.  89. 


*)  Eine   eingehendere  Darstellung  findet  man  im  Abschnitt  IV  der  zweiten 
pg.  286  genannten  Arbeit  des  Verf. 
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denen  wir  bereits  pg.  401  feststellten,  dass  die  einzelne  Fläche  in  zwei 
Arten  orthosymmetrisch  mit  drei  Übergangslinien  ist.  Es  sind  dies  die 
beiden  symmetrischen  Umformungen,  welche  den  beiden  Erweiterungen 
der  Gruppe  durch  Spiegelungen  entsprechen.  Der  symmetrischen  Unter- 
theiluug  des  Discontinuitätsbereiches  der  Gruppe  entspricht  die  Zer- 
schneidung der  Riemann'schen 
Fläche  (cf  Fig.  90)  längs  der 
reellen  Axe  (der  sechs  hier 
angeordneten  Symmetrielinien) 
in  vier  Halbblätter.  Wir  setzen 
^i8-  90-  das    positive    obere    Halbblatt 

dem  Polygon  der  Fig.  89  entsprechend,  wobei  die  Punkte  e^,  e^,  ... 
den  Ecken  e^,  £2,  .  ■  •  correspondieren  sollen. 

Zur  Darstellung  des  Continuums  B^-  benutzen  wir  als  Moduln  die 
drei  Doppel  Verhältnisse: 
/oN       3   _  {ei—  eg)  (63—  eg)  .    ^   {e^—  ej  {e^—  e,)  _  («s— «e)  i^i— «*) 

Jeder  dieser  drei  Werte  ist  auf  das  Intervall  0  ^  2  ^  1  beschränkt. 
Zugleich  sind  die  drei  Werte  A  unabhängig  von  einander  in  diesem 
Intervall  wählbar  und  liefern  nach  getroffener  Auswahl  im  Wesent- 
lichen (d.  i.  für  den  invarianten  Standpunkt)  nur  ein  System  von  Punkten 

Schliessen  wir  nämlich  zunächst  die  Grenzfälle    A  =  0   und   1  =  1 
aus,  so  ist  es  statthaft: 

6^=0,     64=1,     e6=cx) 

zu  setzen.     Dann  aber  folgt  aus  (li: 

/■Q\  p   _  ;   p         p   _  j  -  1       }    —  ^1  '^s ^3 ^—  (^1  ^3  +  1) ^3  +  1 

{Ö)  62  —  ^-1  ^3 ?        65  —  >^3       }        ^2—       X^  ^3  «3 *—  i\  4-^13)^3+1      • 

Die  zweite  dieser  Gleichungen  bestimmt  e-^\  zufolge  der  ersten  ist  durch 
den  Wert  X^  festgelegt,  in  welchem  Verhältniss  der  Punkt  e^  die  Strecke 
von  e^  bis  e^  theilt.  Endlich  aber  ist  durch  Hinzunahme  des  Wertes  2g 
der  Punkt  e^  aus  der  dritten  Gleichung  (3)  wegen  seiner  Lage  zwi- 
schen 0  und  1  eindeutig  bestimmt.  Findet  man  diese  Bestimmung 
von  ^3   unanschaulich,    so   rechne   man   diese   dritte  Gleichung  in: 

{1  -  X,)  {!-).,) e^ 


1-A«  = 


(1-^1 63)  (1—^3  es) 


um  und  überzeuge  sich,  dass  X^  stetig  und  ohne  Umkehr  von  1  bis  0 
abnimmt,  falls  e^  stetig  von  e^  =  0  bis  e^=  1  wandert.  Unter  Herein- 
nahme der  Grenzwerte  der  X  können  wir  feststellen:  Bas  Continuum  By 
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unserer  orfhosymniärischen  Flächen  des  Geschlechtes  p  =  2   können  wir 
unter  Einscliluss  der  Gren^ fälle  mittelst  des  durch  die  Bedingungen: 

(4)  0£X,£1,     0£L^£1,     0^l^£l 
erklärten   Würfels  darstellen. 

Die  Abbildung  des  Würfels  B^  auf  den  Würfel  B^  beginnen  wir 
mit  der  Discussion  der  sechs  Randflächen  des  ersteren. 

Die  drei  erzeugenden  Spiegelungen,  welche  die  zum  Polygon  der 
Fig.  89  gehörende  T  (nebeii_^'=  ^)^at,  seien,  wie  in  der  Figur  selbst 
schon  angedeutet  wurde,  V^,  V ^,  Fg.  Aus  ihnen  gewinnen  wir  die 
Erzeugenden  der  ursprünglichen  F  in  der  Form: 

(5)  Vr-V,V„     V,=  V,V„     F3=F,F,. 

Den  Grenzübergang  lim  ^3=0  für  die  Invariante  von  F3  können  und 
wollen  wir  durch  Verschmelzen  der  Punkte  £5  und  e^  zu  einer  para- 
bolischen Spitze  voOziehen.  Auf  der  Riemann'schen  Fläche  kommen 
die  Verzweigungspunkte  65  und  e^  zur  Coincidenz;  es  tritt  Herabminde- 
rung auf  p  =  1  ein,  und  an  der  Coincidenzstelle  liegen  in  beiden 
Blättern  Punkte  e,  die  den  beiden  parabolischen  Zipfeln  des  Grenz- 
poljgons  correspondieren.  Hier  sind  wir  zu  der  im  vorletzten  Para- 
graphen (pg.  416  0'.)  behandelten  Signatur  (0,3;  00)  zurückgelangt. 
Der  Modul  I3  ist  gleich  0  geworden;  und  man  überzeugt  sich  leicht, 
dass  die  Coordinaten  t^,  t^  im  Quadrate  ^3=0,  sowie  die  A^,  lg  im 
Quadrate  I3  =  0  genau  diejenigen  sind,  mit  denen  wir  a,  a.  0.  arbeiteten. 
Aus  dem  damaligen  Ergebniss  folgt  jetzt  sofort:  Bie  quadratische 
Seitenfläche  t^  =  0  vom  Würfel  B^  ist  auf  die  homologe  Fläche  A3  =  0 
von  Bj.  umkehrbar  eindeutig  und  stetig  belogen,  wobei  die  Ecken  und 
Seiten  des  einen  Quadrates  den  homologen  Ecken  und  Seiten  des  anderen 
entsprechen. 

Coordiniert  mit  ^3=0  sind  die  Randflächen  1^  =  0  und  t^  =  0. 
Auch  sie  erscheinen  demnach  umkehrbar  eindeutig  und  stetig  auf  die 
homologen  Handflächen  von  By  bezogen. 

Der  Ebene  ^3=1  wollen  wir  uns  senkrecht  und  also  etwa  bei 
Constanten  t^,  t^  annähern,  wobei  wir  zwei  verschiedene  Grenzpolygone 
herstellen  wollen. 

Indem  wir  nämlich  unter  F  eine  hyperbolische  Substitution  der 
Fixpunkte  s^,  «3  (cf  Fig.  89)  verstehen,  welche  die  ^  Ebene  von  fg 
nach  £3  verschiebt,  und  mit  a  einen  stetig  variabelen  Parameter  be- 
zeichnen, woUen  wir  erstlich  bei  festbleibenden  Kreisen  von  Fg  und  F3 
den  Symmetriekreis  von  F^  durch  V"  transformieren.  Die  neuen  er- 
zeugenden Spiegelungen  sind: 

^.F,F-,    F,,    F3: 
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Die  Substitution  V^  bleibt  unverändert,  V^  behält  ihre  Invariante  ^gi 
da  V^^V''V^V~"  gilt,  während  t^  mit  6  stetig  veränderlich  wird  und 
für  (J  =  +  oo  die  Grenze  ^3=1   erreicht. 

Das  Grenzpolygon  liefert  die  cyclische  hyperbolische  Gruppe  der 
Invariante  t^ .  Das  Geschlecht  der  Riemann'schen  Pläche  reduciert  sich 
unter  Coincidenz  der  Verzweigungspunkte  ^3,  e^,  65  auf  /)  =  1.  Der 
Modul  der  Fläche  ist  A^;  dagegen  ist  /g  =  1  geworden,  während  X^  eine 
unbestimmte  Gestalt  annimmt.  Nach  dem  Fundamentaltheoreme  über 
die  cyclischen  hyperbolischen  Gruppen  ist  das  lineare  Continuum 
0  <  ^1  ^  l  auf  das  durch  0  ^  2^  ^  1  dargestellte  umkehrbar  eindeutig 
und  stetig  bezogen;  wir  denken  diese  Beziehung  durch  die  Gleichung 
yl,.-=  i/'(i'i)  dargestellt. 

Zur  Bestimmung  des  Verhaltens  von  2,  bilden  wir  eine  zweite  Ge- 
stalt für  das  Grenzpolygon.  Jetzt  mögen  die  Symraetriekreise  von  V^ 
und  F3  unverändert  bleiben,  während  derjenige  von  Fg  durch  V'" 
ti-ansformiert  werden    möge;    die   erzeugenden  Spiegelungen  sind  dann: 

Das  Grenzpolygon  liefert  nun  die  cyclische  hyperbolische  Gruppe  der 
Invariante  t^\  und  eine  analoge  Betrachtung  wie  soeben  ergiebt  ^•^^'^(t^, 
unter  t^  dieselbe  Abhängigkeit  verstanden,  wie  vorhin.  Somit  hat  sich 
ergeben :  Die  guadratische  Handfläche  t^=  1  von  B^  ist  umJceJirhar  ein- 
deutig und  stetig  auf  die  homologe  Piand fläche  l^  ==  1  von  B^  bezogen, 
wobei  homologe  Seiten  und  Ecken  einander  entsprechen;  die  Beziehung 
hat  hier  den  einfachen  durcli: 

zum  Ausdruck  kommenden  Character,  demzii folge  Parallele  zu  den  Seiten 
des  einen  Quadrates  eben  solche  im  anderen  Quadrate  liefern. 

Eine  analoge  Betrachtung  mit  dem  entsprechenden  Ergebniss  wird 
man  sofort  für  die  coordinierten  Seitentiäehen  t2^=  1  und  ^1  =  1  durch- 
führen. 

Nach  Erledigung  der  Randflächen  legen  wir  durch  das  Innere  von 
B  die  Schnittebene  t^=r,  unter  t  irgend  einen  Wert  zwischen  0  und  1 
verstanden.  Den  quadratischen  Schnitt  wollen  wir  in  den  Würfel  B^ 
übertragen,  wobei  es  sich  um  nichts  weiter  als  eine  Wiederholung  des 
Continuitätsbeweises  der  Signatur  (0,  3;  l^)  handelt.  Zuvörderst  bilde 
man  die  beiden  Seiten  t^  =  0  und  t.^  =  0  unseres  durch  t^=  t  gegebenen 
Quadrates  (gemäss  der  Randflächenzuordnung)  auf  zwei  in  den  Rand- 
flächen A^  =  0  bezw.  Ag  =  0  von  B^  gelegene  Curven  ab,  welche  in  der 
Kante  X^  =  0,  A^  =  0  von  einem  gemeinsamen,  dem  Polygone  der 
Signatur  (0,  3;  00,  00)  und  der  Invariante  t^  =  r  entsprechenden  Punkte 
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auslaufen  und  in  den  Kanten  X^=l,  ^2=0  bezw.  2^=0,  A,  =  1  i^ 
der  gleiclien  Höhe  l^=  il;{x)  endigen.  Die  beiden  anderen  Seiten  des 
abzubildenden  Quadrates  übertragen  sich  in  den  homologen  Randflächen 
von  B .  einfach  auf  zwei  Gerade  in  der  gleichen  Höhe  1^=  ^  [r). 

Bei  der  Übertragung  der  Quadratfläche  stellt  sich  gegen  die  Ecke 
tj^=l,  ^2=  1  lii^  dieselbe  Complication  ein,  welcher  wir  pg.  419  an 
der  entsprechenden  Stelle  begegneten.  Auch  hier  heben  wir  dieselbe, 
indem  wir  die  verschiedenen  Grenzwerte: 

lim  ^  =  lim  ,  ~/ 

Ji  1  —  fa 

und  damit  die  verschiedenen  Richtungen  unterscheiden,  unter  denen 
wir  uns  der  fraglichen  Ecke  annähern  können.  Wir  finden  durch  die 
übliche  Schluss weise:  Das  unseren  Würfel  B^  in  der  Höhe  to^=x  durch- 
setzende Quadrat  überträgt  sich  umliehrhar  eindeutig  und  stetig  auf  die 
Fläche  eines  Durchschnitts  durch  den  Würfel  By,  welches  längs  des 
Randes  von  B^  in  das  schon  bezeichnete  Viereck  eingespannt  ist. 

Nun  bleibt  weiter  nichts  übrig,  als  den  Parameter  t  von  0  bis  1 
wachsen  zu  lassen  und  solchergestalt  den  ganzen  Würfel  B^  lückenlos 
und  einfach  mit  einer  Ebenenschaar  auszufüllen.  Bei  der  Übertragung 
derselben  auf  den  Würfel  B^  hat  man  sich  wieder  auf  die  beiden 
Sätze  der  Stetigkeit  und  Eindeutigkeit  zu  stützen  und  im  Übrigen  nur 
zu  beachten,  dass  die  beiden  Grenzfälle  t  =  0  und  t  =  1,  wie  wir 
schon  wissen,  die  Randflächen  A3  =  0  und  L^=  1  von  B^  liefern:  Die 
leiden  Würfel  B^  und  B^  sind  urnhehrhar  eindeutig  und  stetig  auf  ein- 
ander bezogen,  womit  das  Fundamentaltheorem  für  die  Signatur  (0,  3) 
thatsächlich  bewiesen  ist. 


§  31.    Darstellung  der  dreidimensionalen  Continua  B^  und  By 
bei  der  Signatur  (1, 1). 

Das  dreidimensionale  Gruppencontinuum  B,^,  welches  bei  der 
Signatur  (1,  1)  auftritt,  stellen  wir  nach  dem  am  Schlüsse  des  §  12, 
pg.  330,  gewonnenen  Resultate  durch  ein  daselbst  näher  characterisiertes 
Hexaeder  dar,  welches  durch  drei  Ebenen,  zwei  Flächen  zweiten  Grades 
(Hyperboloide  H^  und  H^)  und  eine  Fläche  dritten  Grades  (dem  para- 
bolischen Grenzfalle  entsprechend)  eingegrenzt  wurde. 

Das  gegenüberstehende  Continuum  B^  umfasst  die  orthosymmetri- 
schen  Flächen  des  Geschlechtes  p  =  '2,  welche  als  zweihlättrige  Flächen 
über  der  z -Ebene  mit  sechs  zu  Paaren  bezüglich  der  reellen  z-Axe  sym- 
metrisch liegenden  Verzweigungspunkten  darstellbar  sind  (cf  pg.  401).  Die 
Verzweigungspunkte  der  positiven  2-Halbebene  mögen  bei  z  =  v^^v^,  v.^ 

28* 
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gelegen  sein.  Die  hier  vorliegende  Function  2  =  (p(^)  kann  man  auch 
als  Hauptfunction  derjenigen  Gruppe  des  Geschlechtes  p  =  0  von  der 
Signatur  (0,  4;  2,  2,  2)  auffassen,  deren  in  der  projectiven  Ebene  ge- 
legenes Polygon  durch  Fig.  42,  pg.  316,  gegeben  ist.  Die  Stellen  v^, 
v^,  ^3  entsprechen  dann  den  a.  a.  0.  mit  e^',  e.^,  e^  bezeichneten  Punkten. 
B^  ist  demnach  einfach  das  Continuum  der  mit  drei  Punkten  t\,  Vg,  v^ 
signierten  Halhebenen,  wobei  alle  diejenif/en  signierten  Halbeboien  als 
nicht  verschieden  gelten,  ivelche  im  Sinne  unserer  in  I,pg.26ff.,  be- 
gründeten hyperbolischen  Maassbestimmung  congruent  sind. 

Um  demnach  die  3Ioduln  in  invarianter  Weise  einzuführen,  ziehen 
wir   durch  je   zwei   unter   den  drei  Punkten 
v-  einen  zur  reellen  ^-Axe  orthogonalen  Halb- 
kreis   und    bezeichnen    die    auf   der    reellen 
U3  ü),  tit   lOj  Axe  gelegenen  Fusspunkte  dieser  Halbkreise 

Fig-  91-  in  der   in  Fig.  91    angegebenen  Weise.     Als 

Moduln  könnten  wir  dann  die  drei  Doppelverhältnisse  benutzen: 

(«1  —  «ä)  (Vs  —  Wi) 


w 


(1) 


j     ^  (U3  —  Vi)iVi—Ws) 
'^  («3  —  «2)  (^'1  —  «'s)   ' 


die  sämmtlich  dem  Intervall  0  ^  /  ^  1  angehören,  und  deren  negativ 
genommene  Logarithmen  die  Entfernungen  der  drei  Punkte  v  von  ein- 
ander im  Sinne  der  hyperbolischen  Maassbestimmung  augeben  würden*). 
Der  Vergleich  der  beiden  Continua  B,^  und  By  wird  sich  noch 
etwas  durchsichtiger  gestalten  lassen,  wenn  wir  an  Stelle  der  /j,  A«,  Äg 
die  drei  Moduln: 

(2)  ^■"=^•1  +  1;'     h-^;  +  i,     ^'c=h+Y, 

treten  lassen,  deren  Bezeichnung  im  Anschluss  an  diejenige  der  Gruppen- 
invarianten 7'^,  jf^,  j^  gewählt  wurde.  Die  Moduln  (2)  erscheinen  wegen 
0  ^  k-  ^  1  den  Bedingungen : 

(3)  '^<K<+'^,    2  £).,£+ oc,     2£).,<i-oo 

unterworfen.  Mit  den  2^,  A^,  l^  sind  übrigens  die  ).y,  2,,  A3  wegen 
0  ^  A-^  1  eindeutig  bestimmt. 

Bei  Angabe   von   A^    ist   die  „Entfernung"   der   beiden   Punkte    v.^ 
und  Tg  (im  Sinne  der  hyperbolischen  Maassbestimmung  1  fixiert.    Legen 


*)    Die  im  Teste   gewählte  Darstellung   des  Continuums   B,-  versagt   nur   im 
„parabolischen"  Grenzfalle,  -«-orauf  wir  später  zurückkommen. 
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wir  etwa  r^  nach  ^  =  /  und  Tg  zwischen  0  und  i  auf  die  imaginäre 
^-Axe,  so  ist  einfach  Tg  =  il^.  Durch  Angabe  von  X^  wird  weiter  der 
Punkt  i\  auf  die  Peripherie  eines  „Kreises"  um  i^  =  i  beschränkt;  die 
Gleichung  dieses  Kreises  entwickelt  man  aus  der  dritten  Gleichung  (1) 
und  findet,  falls  man  £  =  x  -{■  iy  schreibt: 

x^^y'-l,y+  1=0. 

Entsprechend  beschränkt  die  Angabe  von  A^  unseren  Punkt  i\  auf  die 
Peripherie  des  „Kreises"  um  ^3: 

x^Jry'-hKy +  1:^-0. 

Damit  diese  beiden  Kreise  überhaupt  einander  treffen,  ist  die  Bedingung 
zu  fordern: 

(4)  V+V+V-^a^.^'c-^^0. 

Gilt  die  Ungleichung  (4),  so  haben  wir  zwei  Punkte  i\,  welche  be- 
züglich des  zur  reellen  ^-Axe  orthogonalen  Kreises  durch  v^  und  v^ 
(imaginären  ^•-Axe  bei  der  obigen  Auswahl  der  Stellen  v.^,  v.^  sym- 
metrisch liegen.  Gilt  aber  die  Gleichung  (4),  so  haben  wir  nur  einen 
Punkt  i\,  der  auf  jenem  Kreise  durch  i\  und  v.^  selber  gelegen  ist. 
In  diesem  Falle  zeigt  die  Riemann'sche  Fläche  eine  weitere  Symmetrie, 
insofern  sie  durch  die  Spiegelung  am  Kreise  durch  die  Punkte  i\,  v.-,, 
i'g  in  sich  selbst  übergeht. 

Es  ist  bislang  noch  nicht  darüber  entschieden,  in  welcher  Anord- 
nung wir  die  drei  Verzweigungspunkte  der  positiven  ^'-Halbebene  mit 
^1,  v^,  rg  bezeichnen  woUen.  Liegt  nicht  gerade  der  eben  genannte 
symmetrische  Fall  vor,  bilden  also  die  Punkte  i\,  i\,  r.^  wie  in  Fig.  91 
ein  eigentliches  Kreisbogendreieck  der  ^- Halbebene,  so  möge  die  Be- 
zeichnung der  Ecken  etwa  so  getroffen  sein,  dass  die  Punkte  i\,  v^,  v.^ 
auf  dem  Rande  jenes  Dreiecks  stets  wie  in  Fig  91  auf  einander  folgen. 
Im  Falle  der  Ungleichung  (4)  ist  dann  unter  den  beiden  vorhin  ge- 
fundenen Punkten  i\  immer  einer  ausgezeichnet,  so  dass  ein  zulässiges 
Wertsystem  X^,  X^,  X^  die  Punkte  i\^  v^,  v^  eindeutig  bestimmt. 

Indem  wir  das  Gleichheitszeichen  in  (4)  vor  der  Hand  auch  weiter 
ausschliessen,  ist  aber  jetzt  noch  eine  cyclische  Permutation  der  Be- 
zeichnungen i\,  ^2,  i'g  zulässig.  Wir  verfügen  über  letztere  so,  dass  A^, 
nicht  grösser  als  X,^  und  auch  nicht  grösser  als  X^  ausfällt: 

(5)  K^K      ^a^K, 

womit  wir  in  Übereinstimmung  mit  unserer  beim  Gruppencontinuum 
eingehaltenen  Bedingung  J^^  ^J^,,  ^^^j^  bleiben. 

Ein  Zusatz  ist  jetzt  nur  noch  im  symmetrischen  Falle,  d.  h.  beim 
Gleichheitszeichen  in  (4)  nöthig,  wo  die  drei  Punkte  i\^  i\,  v^  auf  einem 
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zur  reellen  Axe  orthogonalen  Kreise  liegen.  Die  Forderung  (5),  an  der 
wir  festhalten,  heisst,  dass  die  „Entfernuug-'  der  Punkte  v^  und  r^  nicht 
grösser  sei,  als  die  der  Punkte  v^  und  v^,  und  auch  nicht  grösser  als 
die  der  Punkte  v^  und  V2.     Dieser  Forderung  können  wir,  wie  Fig.  92 

zeigt,  noch  in  zwei  Arten  genügen;  und  der 
Übergang  von  der  einen  zur  anderen  Art  kommt 
auf  einen  Austausch  der  Werthe  A^  und  X^  hin- 
aus. Im  Falle  des  Gleichheitszeichens  in  (4) 
werden  somit  die  beiden  Werthsysteme  X^,  A^, 
Fig.  92.  ;.,.  und  A^'=;.^^,  ).f'=/.^,  V=^  dieselbe  Fläche 

liefern. 
Das  gewonnene  Ergebniss  kleiden  wir  in  geometrische  Gestalt,  in- 
dem  wir  die  2^,  A^,  l^  als  rechtwinklige  Coordinaten  deuten  oder  besser 
statt   ihrer   gleich   homogene    Coordinaten  ^,  ?;,  ^,  t   mittelst   der   Pro- 
portion: 

(6)  A„:A,:/,:l  =  ^7?:e:r 

einführen.  Zufolge  der  Bedingungen  (3)  befinden  wir  uns  alsdann  in 
dem  durch: 

(7)  |-2t^0,     r,-2r>0,     t-2t^0,     t>0 

eingegrenzten  Tetraeder.  Die  Gleichung  (4)  aljer  liefert  uns  in  der 
Gestalt: 

(8)  i^'-\-rj'-+t')r-irr,-^r'=0 

eine  Fläche  dritten  Grades,  die  wir  im  Gegensatze  zu  der  Og  des  Randes 
von  B,^  etwa  durch  F^  bezeichnen.  Die  Gestalt  der  F^  stellt  man 
leicht  nach  den  auch  bei  der  Og  befolgten  Überlegungen  dar  (siehe 
z.  B.  pag.  320 ff.).  AVir  merken  an:  Die  F._^  hat  im  Tetraedereckpunkt 
^  =  2t,  ij  =  2t,  ^  =  2t  einen  Knotenpunkt  und  berührt  die  hier  zu- 
sammenlaufenden Tetraederflächen  in  den  Mittellinien  r]  =  ^  bezw.  J;  =  ^ 
und  I  =  ?;.  Im  Übrigen  erscheint  die  F^  längs  der  Ebene  t  =  0  in 
das  Dreieck  ^»^^=0  eingespannt  und  hängt  sackartig  im  fraglichen 
Tetraeder  mit  einer  Zuspitzung  gegen  den  genannten  Knotenpunkt. 

Indem  wir  uns  jetzt  noch  der  Forderungen  (5)  und  der  an  Fig.  92 
angeschlossenen  Überlegung  erinnern,  haben  wir  als  Ergebniss:  Unter 
Flächencontinuum  B^  findet  im  Piaiime  der  t,  r,,  t.  x  als  Gegenbild  ein 
Tetraeder,  hegrenzt  durch  eine  Schale  der  Fläche  F^  durch  die  beiden 
Ebenen  ^  —  rj  =  0  und  |  —  ^  =  0  souie  endlich  die  Ebene  x  =  0;  die 
beiden  Tetraederflächen  5  —  ?;  =  0  und  i  —  ^  =  0  sind  auf  einander  be- 
zogen, insofern  homologe  Punkte  derselben  die  gleiche  Fläche  über  der 
z-Ebene  liefern  (cyclisclte  Permutation  der  Bezeichnungen  v-J;  desgleichen 
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sind  die  beiden  durch  die  Stjmmetrielinie  i]  =  t  abgetrennten  Hälften  der 
Tetraederfläclie  F^  einander  zugeordnet  (cf.  Fig.  92),  während  allein  die 
vierte  Tetraederfläche  t  =  0  ungedecU  bleibt.  Die  Ebene  ^  =  g  ist  eine 
Symmetrieebene  des  Tetraeders  B^.  Zwei  bezüglicb  derselben  sym- 
metrische Punkte  von  B^  ergeben  zwei  Riemann'scbe  Flächen,  von 
denen  die  eine  durch  Umlegung  (etwa  durch  die  Spiegelung  /==  —  z 
an  der  imaginären  z-Axe)  in  die  andere  übergeht*).  AVir  dürfen  diese 
beiden  Flächen  nicht  als  äquivalent  ansehen;  denn  dies  haben  wir  ent- 
sprechend auch  bei  unseren  Gruppen   F  nicht  gethan. 

§  32.    Durchführung  des  Continuitätsbe weises  bei  der  Signatur  (1,  1). 

Es  ist  nun  der  Beweis  zu  führen,  dass  das  Hexaeder  B,^  und  das 
Tetraeder  B^  auf  einander  umkehrbar  eindeutig  bezogen  sind.  Der 
Bereich  B  wird  durch  seine  Symmetrieebene  y  =  s  in  zwei  symmetrische 
Hälften  zerlegt,  von  denen  wir  die  durch  y '^  2  characterisierte  etwa 
durch  B  ^°^  bezeichnen.  Entsprechend  wird  auch  das  Tetraeder  B^ 
durch  die  Symmetrieebene  i]  =  t,  in  zwei  symmetrische  Hälften  zerlegt, 
deren  eine  B/^>  das  Abbild  von  B,/*^)  enthält.  Wir  nehmen  an,  dass 
B  (°)  durch  ?j  ^  g  bezeichnet  ist;  dies  ist  nöthigenfalls  dadurch  erreich- 
bar, dass  wir  bei  der  Vertheilung  der  Bezeichnungen  v^,  v^,  v^  auf  die 
Verzweigungspunkte  eine  Perrautation  von  v^  und  v^  vornehmen.  Unser 
Beweis  wird  sich  jetzt  darauf  beschränken  können  zu  zeigen,  dass  das 
Pentaeder  B,/°)  und  das  Tetraeder  B/^^  umkehrbar  eindeutig  einander 
entsprechen,  da  für  die  anderen  Hälften  unserer  Bereiche  B^  und  B^ 
alsdann  dasselbe  sofort  aus  Symmetriegründen  folgt. 

Wir  haben  nun  oben  (pg.  334  if.)  dem  geschlossenen  Rande  des 
Pentaeders  B  ^°)  ein  durchweg  continuierliches  geschlossenes  System 
von  Grenzpolygonen  zugeordnet.  Hierbei  hatten  wir  insbesondere  an 
der  in  der  Ebene  t  =  0  gelegenen  Kante  a;  =  0  zu  unterscheiden,  in 
welcher  Richtung  wir  aus  dem  Bereiche  B,/*^)  an  den  einzelnen  Kanten- 
punkt herangehen  wollten.  Darüber  hinaus  war  im  Mittelpunkte 
y  =  z  jener  Kante  bei  den  tangential  zur  Ebene  x  =  2t  einmündenden 
Bahnen  sogar  noch  zu  unterscheiden,  in  welcher  unter  den  unendlich 
vielen  B,  durchsetzenden  Flächen  Og  wir  jenen  Punkt  erreichen  wollten. 

Die  Übertragung  der  so  mit  Grenzpolygouen  versehenen  Rand- 
punkte des  Pentaeders  B^W  auf  das  Tetraeder  B/*"  ist  zwar  etwas  um- 
ständlich, findet  aber  keine  grundsätzliche  Schwierigkeit:     Wir  finden 

*)  Hierbei  ist  bestimmungsgemäss  ein  Austausch  der  Bezeichnungen  v^  und  v^ 
vorzunehmen,  was  Austausch  von  -l^  und  i,.  bewirkt,  also  in  der  That  die  Trans- 
formation 1'=^,  r]'=  J,  ^=17,  T'=r  liefert. 
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als  Abbild  des  Pentaederrandes  gerade  den  gesummten  Band  des  Tetra- 
eders Bj-^^\  Im  Einzelnen  entsprechen  einander  die  verschiedenen  Rand- 
stücke, wie  folgende  Tabelle  aussagt: 


Pentaeder  B ,/°)  Tetraeder  B/°^ 


Fläche  03 

Fläche  X2  —  2%jt  =  0 
Ebene  x  =  z 
Ebene  y  ==  z 
Ebene  t  =  0 


Eckpunkt  I  =  2t,  r]  =  2x,  ^  =  2x 
Fläche  F^ 
Ebene  |  =  ^ 
Ebene  ?;  =  t, 
Ebene  t  =  0 


Für  je  zwei  solchergestalt  einander  zugeordnete  Grenzmannigfaltig- 
keiten ist  der  Continuitätsbeweis  im  Einzelnen  durchzuführen,  was 
nirgends  auf  Schwierigkeiten  stösst.  Wir  wollen  dies  hier  nicht  alles 
bis  ins  Einzelne  darstellen  und  beschränken  uns  auf  folgende  An- 
gaben: 

Erstlich  liefert  die  Fläche  Og  die  parabolischen  Grenzfälle,  d.  h. 
also  das  zweidimensionale  Contiuuum  der  Signatur  (1,1;  oo).  Die 
Moduln  2,,  /.^,  Ag  versagen  hier,  wie  schon  pg.  396  bemerkt  wurde*); 
sie  nehmen  übereinstimmend  den  Wert  2  an.  Man  könnte  sich  da- 
durch helfen,  dass  man  die  oc-  Richtungen  unterscheiden,  unter  denen 
man  vom  Pentaeder  B^'-°^  aus  an  den  Eckpunkt  2^=2,  >.j=2,  A^=2 
(Knotenpunkt  der  F^)  herangehen  kann.  Rechnerisch  ist  dies  in  der 
Art  zu  vollziehen,  dass  man  etwa: 

a„-2):(A,-2):(A-2)  =  X:r:Z 

setzt  und  dann  der  Anschaulichkeit  halber  die  X,  Y,  Z  als  homogene 
Coordinaten  in  der  Ebene  deutet.     Die  Bedingung  (4)   pg.  431   liefert: 

(1)  X-+  Y'+ Z'-2YZ-2ZX-2XY^i), 

so  dass  wir  auf  die  Fläche  der  durch  die  „Gleichung"  (1)  dargestellten 
„Ellipse"  beschränkt  sind.  Jedoch  kommt  von  dieser  Fläche  wegen  (5) 
pg.  431  auch  nur  das  durch  X  ^  Y,  X  ^  Z  bezeichnete  Drittel  zur 
Geltung,  von  welchem  dann  wieder  nur  die  eine  durch  die  Symmetrie- 
linie Y  =  Z  abgetrennte  Hälfte  zu  B^^")  gehört.  Die  Gültigkeit  des 
Fundamentaltheorems    für   das   hier   vorliegende   zweidimensionale    Con- 


*)  Die  zweiblättrige  Kiemann'sche  Fläche  über  der  ^-Ebene  hat  man  hier 
so  zu  wählen,  dass  nicht  die  reelle  z-Axe,  sondern  ein  eigentlicher  Kreis  die 
Symmetrielinie  darstellt.  Dieser  Kreis  ist  alsdann  auf  einen  Punkt  zusammen  zu 
ziehen,  wobei  er  neben  den  restierenden  Vi,v^,Vg  einen  vierten  Verzweigungs- 
punkt liefert,  der  dem  parabolischen  Zipfel  des  Grenzpolygons  entspricht. 
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tinuum  geht  dann  aber  bereits  aus  §  29,  pg.  422  ff.,  beryor,  wo  ja  der 
Fall  der  Signatur  (1,1;  oo)  mit  eingeschlossen  war*). 

Die  Fläche  xz  —  2yt  =  0  lieferte  uns  in  der  projectiven  Ebene 
Vierecke  der  Erzeugenden  F„,  V^  mit  Mittelliuiensvmmetrie,  die  in  der 
J:-Halbebene  die  in  Fig.  93  characterisierte  Polygongestalt  ergeben.    Die 


b         d  d'        b'        ^^•^'  ^'<> 

Fig.  93.  i"ig-  kl- 

eine Hälfte,  etwa  das  Polygon  d,  h,  f/,  h',  d',  ej,  c^',  ergiebt  ein  Halb- 
blatt der  Iliemann'schen  Fläche,  wie  es  Fig.  94  darstellt.  Die  Sym- 
metrie bleibt  hier  erhalten,  und  also  kommen  wir  in  der  That  zur 
Fläche  Fg.  Der  zutreffenden  Ungleichung  j^^j,  entspricht  hier  l^t 
Gilt  dabei  die  Gleichung,  d.  h.  befinden  wir  uns  auf  dem  Rande  x^  z 
unserer  Fläche  xz  —  2yt  =  0,  so  gewinnt  unser  Polygon  neben  der 
Mittelliniensymmetrie  auch  noch  die  Diagonalsymmetrie,  und  ins- 
besondere wird  das  Polygon  d,h,  f/,  €.^,.e^  sich  selbst  symmetrisch 
bezüglich  eines  Kreises,  der  von  e/  nach  der  „Mitte''  des  Segmentes 
d,  h  zieht.  Wir  erkennen,  dass  die  Kante  x  -^  z,  xz  —  2yt  =  0  das 
lineare  Continuum  der  Signatur  (0,  3;  2,  4)  liefert,  für  welches  unser 
Fundamentaltheorem  in  §  27,  pg.  414  ff.,  bewiesen  wurde. 


Flg.  95. 


Gehen  wir  über  die  fragliche  Kante  hinüber  zur  Ebene  x  =  z,  so 
bleibt  hinfort  nur  noch  die  Diagonalsymmetrie  bestehen,  und  unser 
Polygon  gewinnt  in  der  ^Halbebene  den  in  Fig.  95  dargestellten  Typus. 


*)    Man    vgl.    die    erschöpfende    Darstellung  in    Abschnitt   III    der    zweiten 
pg.  286  genannten  Arbeit  des  Verf. 
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Die  etwa  ausserhalb  des  Sjmmetriehalbkreises  d,  e^,  b  gelegene  Hälfte 
ergiebt  das  in  Fig.  96  skizzierte  Halbblatt  der  Riemann'schen  Fläche. 
Die  hier  entsprechend  zu  Tage  tretende  Symmetrie  ergiebt  )._^  =  1^  und 
also,  wie  wir  behaupteten,  die  Ebene  |  =  ^  Die  sich  anreihende  Kante 
x  =  y  =  z  liefert  Polygone  mit  dreifacher  Diagonalsymmetrie;  ihr  Typus 


Fig  97. 

ist  durch  Fig.  97  gegeben,  das  entsprechende  Halbblatt  der  Fläche  ist 
in  Fig.  98  skizziert.  Wir  kommen  zum  linearen  Continuum  der  Sig- 
natur (0,  3;  2,  3),  für  welches  das  Fundamentaltheorem  gleichfalls 
schon  in  §  27,  pg.  414  ff.,  bewiesen  ist. 

Die  sich  anschliessende  Ebene  y  =  z  liefert  in  der  projectiven 
Ebene  Vierecke  der  Erzeugenden  F^,  F^  mit  Diagonalsyrametrie.  Fig.  99 
stellt  den  hier  eintretenden  Polygoutypus  dar,  der  uns  eben  wegen  der 
Symmetrie  2^=^^  und  also  r]  =  t,  liefert.  Besouders  interessiert  das 
lineare  Continuum  der  Grenzgebilde,  welches  dem  Übergang  zum  Punkte 

X  =  0,  t  =  0,  y  =  2  entspricht.  Da 
zieht  sich  das  in  Fig.  99  mit  a,  d 
bezeichnete  Segment  der  reellen  ^- 
Axe  auf  einen  Punkt  zusammen,  in 
welchem  die  Punkte  ej,  e^'  zu  eine 
parabolischen  Spitze  verschmelzen. 
Wir  kommen  zum  linearen  Conti- 
^^^  ^^-  nuum  der  Signatur  (0.3;  2,  oo),  das 

wir  auch  von  der  Fläche  xz  —  2yt  =  0  und  also  von  Fig.  93  aus  durch 
Verschmelzen  der  Punkte  e.^,  e.^'  zu  einer  parabolischen  Spitze  erreichen. 
Am  Pentaeder  B,^*"^  hatten  wir  zur  Darstellung  dieses  Continuums  die 
verschiedenen  Flächen  Og  heranzuziehen,  welche  tangential  gegen  die 
Ebene  x  —  2t  =  ()  an  der  fraglichen  Stelle  einmünden.  Am  Tetraeder 
Bi")  handelt  es  sich  einfach  um  die  Kante  rj  =  t.  der  Fläche  F^:  auf 
der  Riemann'schen  Fläche  sind  die  Verzweigungspunkte  r,  und  i\  zur 
Coincidenz  gekommen,  haben  sich  dadurch  aufcjehoben  und  liefern  in 
jedem  Blatte  einen  Punkt  e.  Das  Fundamentaltheorem  ist  auch  für 
dieses  Continuum  bereits  in  §  27,  pg.  414  ff.,  bewiesen. 

Es  würde   übrig  bleiben,  nun   auch  die  Ebenen  ^  =  0  und  r  =  0^ 
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sowie  ihre  Kanten  entsprechend  zu  betrachten.    Hier  aber  kommen  wir 

zu    besonders    einfachen   Verhältnissen    (cf.   pg.  335)    und    beschränken 

uns  auf  folgende  kurze  Andeutungen.    Nähern  wir  uns  der  Fläche  if  =  0 

etwa  dadurcli  an,    dass  wir  in 

Fig.  99  alle  vier  durch  T'^  und 

F^einander  zugewiesenen  Kreise 

auf    Punkte    zusammenziehen, 

so  wird  im  Grenzfall  die  Gruppe 

r  nur  noch  aus  der  identischen 

Substitution   1  bestehen;  denn 

das    Polygon    überspannt    die 

ganze  ^-Ebene.     An    der   Rie- 

mann'schen    Fläche     sind    die 

Verzweigungspunkte  Vo  und  v^,  sowie  auch  v^  und  v.^  auf  der  reellen 

Axe   zum   Zusammenfall  gekommen.     Unsere  Grenzfunetion  ^  aber  ist 

einfach   durch : 

z  —  v,        /S—CiY 


Fig.  100. 


(I^-)' 


gegeben.  Wir  gelangen  zur  Ebene  t  =  0  und  können  sogar  ein  ein- 
deutiges Entsprechen  dieser  Ebenen  von  elementarem  Character  er- 
kennen, indem  wir  die  Untersuchung  fortführen  und  auch  noch  die 
beiden  anderen  Arten  des  hier  möglichen  Grenzüberganges  betrachten, 
bei  denen  je  einer  der  Punkte  e/,  e.^'  im  „Innern"  der  ^- Halbebene  ge- 
halten werden. 

Weiter  haben  wir  nun  auch  für  die  anderen  zuvor  betrachteten 
Randflächen  unserer  Bereiche  B/*^)  und  B^^*^)  die  Continuitätsbetrachtung 
zur  völligen  Durchführung  zu  bringen.  Man  wird  die  einzelne  Rand- 
fläche von  Bj,(°)  hierbei  in  üblicher  Weise  mit  einer  Curvenschaar  ein- 
fach und  vollständicr  überziehen  und  wird  solche  Schaaren  immer  zweck- 
massig  durch  die  Schaar  unserer  Flächen  Og  vom  dritten  Grade: 

ausschneiden,  wobei  der  Parameter  J3  von  —2  bis  —00  abzunehmen  hat. 
Nach  Absolvierung  dieser  einzelnen  Betrachtungen  erfüllt  man  das 
Innere  des  Pentaeders  einfach  und  vollständig  mit  den  Flächen  Og 
dieser  Schaar  und  discutiert  die  Abbildung  auf  das  Tetraeder  B^^")  immer 
unter  Benutzung  des  Eindeutigkeits-  und  des  Stetigkeitssatzes.  Man 
gelaugt  zu  dem  Ergebniss,  dass  die  Bereiche  B^^°'  und  B^^")  und  dem- 
nach auch  das  Hexaeder  B  und  das  Tetraeder  B^  umkehrbar  eindeutig 
und  stetig  auf  einander  bezogen  sind,  ivomit  das  Fundamentaltheorem  für 
die  Signatur  (1,  1)  bewiesen  ist. 
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Der  dritte  Fall  von  Continuen  B^^  und  By,  die  dreidimensional 
sind,  war  derjenige  der  Signatur  (0,  4;  l^,  l.^,  l^)-  Die  Theorie  derselben 
gestaltet  sich  genau  wie  diejenige  des  eben  zu  Ende  geführten  Falles 
der  Signatur  (1,  1);  nur  ist  diese  Theorie,  wenigstens  wenn  keine  zwei 
unter  den  Zahlen  I^,  l^,  I.^  einander  gleich  sind,  insofern  noch  einfacher, 
als  die  Ungleichungen  x  ^y,  x  ^z  und  die  entsprechenden  |  ^  ^, 
^^^  in  Fortfall  kommen.  B^*  setzt  sich  nach  pg.  3ööff.  aus  zwei 
neben  einander  liegenden  Pentaedern  zusammen,  deren  eines  durch  eine 
Fläche  03  (dem  parabolischen  Grenzfalle  entsprechend),  die  drei  Flächen 
H^,  H^,  H^  von  pg.  352  und  die  Fläche  ^  =  0  begrenzt  wird.  B^ 
ist  einfach  das  Continuum  der  mit  drei  Funkten  c\,  e^,  e^  signierten 
Halbebenen,  wobei  die  Bezeichnungen  dieser  Punkte  e^  nicht  permutabel 
sind.  Also  ist  B.  das  „Dieder",  welches  durch  unsere  Fläche  F^  und 
die  Ebene  t  =  0  eingegrenzt  ist.  Die  Durchführung  des  Continuitäts- 
beweises  unterlassen  wir  hier,  da  sie  in  der  That  gegenüber  der  vor- 
aufgehenden Entwicklung  nichts  Neues  mehr  zu  bringen  im  Stande  ist. 


Die  Entwicklungen  des  vorstehenden  Kapitels  bestätigen  die  pg.  285 
gemachte  Behauptung,  dass  die  Schwierigkeit  des  Continuitätsbeweises 
in  dem  Umstände  begründet  ist,  dass  man  die  Continua,  von  denen 
etwas  bewiesen  werden  soll,  nicht  ausreichend  zu  übersehen  im  Stande 
ist.  In  den  zuletzt  betrachteten  Specialfällen,  bei  denen  wir  einen  ab- 
geschlossenen Überblick  über  die  Continua  besassen,  führt  das  Schluss- 
verfahren des  Continuitätsbeweises  verhältnismässig  leicht  zum  Ziele, 
während  im  allgemeinen  Falle  die  endgültige  Durchführung  dieses  Be- 
weises vor  allem  an  dem  Umstände  scheiterte,  dass  es  uns  an  Mitteln 
für  eine  durchsichtige  Darstellung  des  Continuums  B^  der  Riemann'schen 
Flächen  fehlte. 

Diese  Sachlage  begründet  die  grosse  Bedeutung  der  im  nächsten 
Kapitel  zu  besprechenden  direkten  Beweismethoden  unserer  Fundamental- 
theoreme. Sobald  diese  Theoreme  auch  im  allgemeinen  Falle  einen 
einwurfsfreien  Beweis  gefunden  haben,  werden  wir  berechtigt  sein,  zur 
erschöpfenden  Darstellung  auch  der  Continua  algehraiscJter  Gebilde  an 
Stelle  der  uns  fehlenden  Moduln  durchweg  unsere  Invarianten  j  der  Poly- 
gonen zu  benutzen. 


Zweites  Kapitel. 

Beweis  des  Hauptkreis-  uud  des  Grenzkreistlieorems. 

Die  beiden  Theoreme,  welche  auf  die  Fundamentalprobleme  I  und  II 
pg.  45  f.  antworteten,  hatten  wir  bereits  im  voraufgehenden  Kapitel 
mit  den  Namen  des  „Grenzkreistheorems"  und  des  „Hauptkreistheorems" 
belegt.  Das  Problem  III  pg.  46  knüpfte  an  eine  beliebige  Riemann'sche 
Fläche  mit  einem  Geschlechte  ^  >  1  an,  auf  der  ein  System  von  p  sich 
nicht  treffenden  Rückkehi:schnitten  gezogen  war*).  Das  zugehörige 
Fundamentaltheorem  behauptet  dann  die  Abbildbarkeit  der  zerschnittenen 
Fläche  durch  eine  polymorphe  Funktion  l  =  f{z)  auf  einen  von  2p  ge- 
schlossenen Randkurven  begrenzten  Bereich  von  der  pg.  35  unter  /3  be- 
zeichneten Art**).  .  Um  auch  für  dieses  Theorem  eine  kurze  und  sach- 
liche Benennung  zu  besitzen,  empfiehlt  sich  der  Name  „BücTihehrschnitt- 
theorem". 

Bei  den  weiterhin  zu  entwickelnden  direkten  Beweisen  dieser  Fun- 
damentaltheoreme können  die  beiden  ersten,  also  das  Grenzkreis-  und 
das  Hauptkreistheorem,  zusammen  behandelt  werden,  was  im  vorliegen- 
den Kapitel  geschehen  soll.  Der  Beweis  des  Rückkehrschnitttheorems, 
der  bedeutend  schwieriger  ist  und  noch  weitergehende  Vorbereitungen 
verlangt,  soU  im  dritten  Kapitel  folgen. 

Einige  geschichtliche  Mittheilungen  über  die  direkten  Beweis- 
methoden aller  drei  Theoreme  mögen  hier  zunächst  voranstehen***). 


*)  Für  p  =  l    ist   das   Problem  III   bereits   durch   einen  wohlbekannten   Satz 
aus  der  Theorie  der  doppeltperiodischen  Functionen  beantwortet. 

**)  Es   handelt  sich  um   diejenige  Art  automorpher  Functionen,    der  die  in 
I  pg.  104  genannten  Untersuchungen  von  Schottky  gewidmet  sind. 

***)  Im  Gegensatz  zur  Continuitätsmethode  des  vorigen  Kapitels  werden  die 
fraglichen  Beweise  als  „directe"  bezeichnet,  insofern  sie  unmittelbar  auf  der  ein- 
zelnen vorgelegten  Riemann'schen  Fläche  die  Existenz  der  postulierten  polymorphen 
Function  darthun. 

Fricke-Klein,  Automorphe  Functionen.  U.  ;;.  29 
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§  1.  Geschichtliche  Mittheilungen  über  die  direkten  Beweismethoden 
der  Pundamentaltheoreme. 

Es  existieren  zwei  direkte  Beweisansätze  für  die  Fundamental- 
theoreme, welche  auf  Ideen  von  H.  A.  Schwarz  beruhen,  und  von 
denen  der  erste  Ansatz  seiner  Natur  nach  auf  die  Fälle  mit  Haupt-  bzw. 
Grenzkreis  eingeschränkt  und  bisher  sogar  nur  für  das  Grenzkreistheorem 
durchgeführt  ist.  Wir  beschränken  demnach  die  zunächst  folgenden  An- 
gaben  auf  dies  Theorem.  Der  Beweisansatz  knüpft  an  die  hyperbolische 
Massbestimmung  an,  welche  in  I  pg.  26 ff.  für  die  Fläche  des  Grenz- 
kreises zu  Grunde  gelegt  wurde.  Im  Sinne  dieser  Massbestimmung 
lieferten  die  Substitutionen  der  einzelnen  in  Betracht  kommenden 
Gruppe  r  congruente  Verschiebungen  der  „hyperbolischen  Ebene"  in 
sich,  deren  „unendlich  ferne  Punkte"  in  bekannter  Weise  von  der  Peri- 
pherie des  Grenzkreises  geliefert  wurden. 

Das  „hyperbolische  Bogenelement"  da  haben  wir  in  Formel  (5) 
pg.  171  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Grenzkreis  in  der  Ebene 
der  Variabeleu  ^  =  ^  -|-  iri  der  Kreis  des  Radius  1  um  g  =  0  sei,  in 
der  Form  dargestellt: 

Möge  nun  zunächst  irgend  ein  Polygon  vom  Character  {p,  w)  vor- 
liegen, so  können  wir  dasselbe  mittelst  einer  zugehörigen  automorphen 
Function  z  =  (p(t,)  auf  eine  Riemann'sche  Fläche  F  über  der  Ebene 
von  z  =  X  ■\-  iy  conform  abbilden.  Ist  alsdann  ds  =\dz\  das  dem  d6 
entsprechende  Bogendifferential  auf  der  Fläche  F,  so  dürfen  wir  wegen 
der  Conformität  der  Abbildung: 

(2)  d6=  Q-    dz 

setzen,  wo  Q  nur  von  der  Stelle  und  nicht  von  den  Richtungen  der 
Bogendifferentiale  abhängt.  Betrachten  wir  Q  =  Q{x,  y)  auf  der  Rie- 
mann'schen  Fläche,  so  ist  diese  Function  bei  Fortsetzung  über  die 
Fläche  wegen  des  zu  Grunde  liegenden  automorphen  Characters  auf  F 
eindeutig.  Dabei  ist  diese  reelle  Function  Q{x,y)  auf  F  im  Allgemeinen 
endlich,  stetig  und  >0;  Ausnahmen  von  leicht  bestimmbarem  Charakter 
finden  nur  statt  an  den  n  Stellen  e.^,  ß^,  ■  .  .,  e^  von  F,  die  von  den 
festen  Polygonecken  herrühren,  in  den  Punkten  z  =  oo  und  in  den  Ver- 
zweigungspunkten. 

Bei  der  näheren  Untersuchung  dieser  Ausnahmestellen  ergiebt  sich, 
dass  auch  noch  die  Function: 

(3)  u{x,y)  =  2\ogQ{x,y), 
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wobei  der  reelle  Wert  des  Logarithmus  gemeint  ist,  auf  F  eindeutig 
und  im  Allgemeinen  endlich  und  stetig  ist  mit  Ausnahme  allein  jener  drei 
eben  genannten  Arten  von  Funkten,  in  denen  u  in  leicht  angebbarer  Weise 
logarithmisch  unendlich  wird.  Für  diese  Function  u{x,  y)  gelingt  es  nun, 
aus  den  Relationen  (1)  und  (2)  vermöge  einer  hier  nicht  anzugebenden 
Zwischenrechnung  die  Bifferentialrelation: 

(4)  r^ + p; = 8^" 

zu  entwickeln. 

Diese  letztere  Thatsache  ist  von  anderer  Seite  her  unmittelbar  ver- 
ständlich. In  I  pg.  30  fF.  wurde  dargelegt,  dass  die  Verhältnisse  der 
hyperbolischen  Maassbestimmung  auf  einer  Fläche  von  constantem  nega- 
tiven Krämmungsmaasse  elementar  reaUsierbar  sind,  wobei  dann  z.  B. 
die  verschiedenen  Polygone  des  auf  jene  Fläche  übertragenen  Netzes 
in  elementarem  Sinne  congruent  ausfallen.  Man  findet  in  Bianchi's 
„Vorlesungen  über  Differentialgeometrie"  die  Abbildung  der  Fläche  des 
Hauptkreises  auf  eine  sogenannte  „pseudosphärische  Fläche^'  (Fläche  von 
constantem  negativen  Krümmungsmaasse)  ausführlich  dargestellt*).  Aus 
den  allgemeinen  Formeln  der  Krümmungstheorie**)  ergeben  sich  nun 
für  die  conforme  Abbildung  unserer  Riemann'schen  Fläche  F  über  der 
Ebene  2  =  x  +  iy  folgende  Regeln:  Ist  dö  das  Bogendiiferential  auf 
der  pseudosphärischen  Fläche,  so  hat  man  erstlich: 

(5)  dö^  Q{x,  y)  ■  Ydx^-fdy^', 

und  andererseits  berechnet  sich  das  constante  Krümmungsmaß  K  aus 
der  Relation: 

Dies  sind  nun,  wenn  wir  ^=  —  4  setzen,  unmittelbar  unsere  Formeln  (2) 
und  (4).  Es  handelt  sich  demnach  in  unserem  Falle  um  eine  conforme 
Abbildung  unserer  Fläche  F  auf  eine  pseudosphärische  Fläche  des  Krüm- 
mungsmaasses  K  =  —  -i . 

Denken  wir  F  etwa  durch  ein  canonisches  Schnittsystem  der  üb- 
lichen Gestalt  (cf.  I,  p.  183)  in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche 
verwandelt,  so  wissen  wir,  dass  dieselbe  ein  Polygon  der  bekannten  Art, 
d.  h.  also  einen  einfach  bedeckten  oder,  wie  wir  weiterhin  kurz  sao-en 
wollen,  einen  „schlichten"  Bereich  auf  der  pseudosphärischen  Fläche 
liefert.    Auch  wird  die  Fortsetzung  über  Periodenwege  der  unzerschnit- 


*)  Cf.  Kap.  XVI  der  ersten  Auflage  der  deutschen  Bearbeitung  (Leipzig,  1899). 
**)  Cf.  Bianchi,  a.  a.  0.  §  35,  36  und  37,  pg.  66 ff. 
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tenen  Fläche  oder  Umläufe  um  Punkte  c  hin  zu  congruenten,  neben- 
gelagerten Bereichen  hinführen.  Grundlegend  ist  nun  die  Erkenntniss, 
dass  diese  beiden  Eigenschaftexi  der  Abbildung  unserer  Fläche  F  auf  die 
pseudosphärische  Fläche  auch  unmittelbar  auf  Grund  der  vorstehenden 
Formeln  aus  den  Eigenschaften  der  Function  u{x,y)  geschlossen  werden 
lönnen. 

Auf  diesem  Umstände  beruht  die  Idee  der  hier  in  liede  stehenden 
Beweismethode  des  Grenzkreistheorems.  Ist  eine  beliebige  Riemann'scJie 
Fläche  F  gegeben,  und  sind  auf  derselben  n  Stellen  e^,  c^,  . . .,  e„,  denen 
n  ganze  Zahlen  li,  l^}  ■  ■  ■}  In  ^^  bekannter  Art  zugeordnet  sind,  mar- 
kiert, so  fragen  wir  nach  der  Existenz  einer  auf  der  FläcJie  F  eindeutigen 
Lösung  u  der  Differentialgleichung  (4),  die  in  den  n  PunJden  e-,  den 
Verziveigungspunkten  und  den  Funkten  z  =  oo  das  Verhalten  unserer 
oben  betrachteten  Function  u{x,y)  besitzt  und  übrigens  auf  F  allenthalben 
endlich  und  stetig  ist.  Wenn  wir  alsdann  irgend  einem  ersten  Bogen- 
differential  |  dz  \  von  F  ein  beliebig  gelegenes  und  gerichtetes  Bogen- 
differential: 

dö  =  e^  ■    dz 

der  pseudosphärischeu  Fläche  zuordnen,  so  ist  bei  Fortsetzung  von 
hier  aus  die  ganze  Abbildung  der  Fläche  F  auf  die  Pseudosphäre  ein- 
deutig bestimmt  und  hat,  wie  bemerkt,  die  Eigenschaften,  welche  das 
Grenzkreistheorem  behauptet. 

Der  Beweis  des  Grenzkreistheorems  ist  auf  diese  Weise  zurück- 
geführt auf  den  Existenzbeweis  einer  mit  gewissen  Eigenschaften  aus- 
gestatteten Lösung  u  der  Differentialgifeichung  (4)  auf  unserer  willkür- 
lich gewählten  Fläche  F.  Auf  Veranlassung  von  H.  A.  Schwarz,  der 
übrigens  die  Grundgedanken  der  vorstehenden  Entwicklung  nur  münd- 
lich verschiedenen  Matiiematikern  mitgeteilt  hatte,  stellte  die  Göttinger 
Gesellschaft  der  Wissenschaften  im  December  1889  die  Erbringung  jenes 
Existenzbeweises  der  Lösung  u  als  Preisaufgabe  für  das  Jahr  1891. 

Die  weitere  Entwickelung  ist  dann  die  gewesen,  dass  dieser  Existenz- 
beweis der  Lösung  u  durch  E.  Picard  in  einer  grösseren  Reihe  von  Ab- 
handlungen*) thatsächlich  geliefert  ist.  In  den  Grundgedanken  schliessen 
sich   die  Picard'schen  Überleguno-en    an    die    bekannten  Methoden  von 


*)  Die  ersten  Mittheilungen  sind  in  den  Compt.  Reud.  vom  23.  Sept.  1889  und 
13.  Juni  1890  gemacht;  unter  den  ausführlichen  Darstellungen  sind  vornehmlich 
die  beiden  Arbeiten  zu  nennen:  „De  l'equation  Ju  =  ke'^  sur  une  surface  de 
Biemann  fermee'^,  Joum.  de  Math.  (4*  serie),  Bd.  9  (1893)  und  „De  Vintegration  de 
l'equation  z/jt  =  e"  sur  une  surface  de  Rieniann  fermee'\  Crelle's  Journ.  Bd.  180, 
pg.  243  (1904). 
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Schwarz  und  Neumann  zur  Lösung  der  Laplace'schen  Differential- 
gleichung yJu  =  0  an.  Es  wird  zuvörderst  die  „Randwertaufgabe"  der 
Differentialgleichung  (4)  für  ausreichend  klein  gewählte  Bereiche  gelöst. 
Sodann  wird  der  Übergang  zu  grösseren  Bereichen  sowie  endlich  zur 
geschlossenen  Fläche  durch  Zusammenfügung  der  Theilbereiche  mittelst 
alternierenden  Verfahrens  gewonnen.  Beim  letzten  Schritte,  d.  h.  beim 
Übergang  zur  geschlossenen  Fläche  stellten  sich  anfangs  Schwierig- 
keiten ein,  die  erst  später  überwunden  wurden. 

Übrigens  setzt  Picard  bei  seinen  genannten  Untersuchungen  vor- 
aus, dass  die  ii  ganzen  Zahlen  /j,  l^,  .  .  .,  l^  durch Aveg  endlich  sind, 
was  darauf  hinausläuft,  dass  die  Punkte  c^,  e.,,  .  .  .,  e^^  säramtlich  ellip- 
tischen Character  bekommen.  Poincare  ist  es  in  einer  großen  Arbeit 
aus  dem  Jahre  1898*)  gelungen,  die  Untersuchung  auch  auf  den  Fall 
auszudehnen,  dass  die  Punkte  e  beliebig  von  elliptischem  oder  parabo- 
lischem Charakter  sind.  — 

Der  zweite  Beweisansatz  für  die  Fundamentaltheoreme,  der  von 
dem  vorstehend  bezeichneten  gänzlich  verschieden  ist,  zeichnet  sich  in 
hohem  Maasse  durch  Yerallgemeinerungsfähigkeit  aus.  Auch  diesen 
Ansatz  verdankt  man  mündlichen  Anregungen  von  Schwarz,  welcher 
seine  bezüglichen  Ideen  Ostern  1882  Klein  und  ein  Jahr  später 
Poincare  mitteilte.  Im  Anschluss  an  den  Grenzkreisfall  können  wir 
eine  erste  Vorstellung  der  fraglichen  Beweismethode  etwa  folgender- 
maassen  skizzieren. 

Es  sei  irgend  ein  Grenzkreispolygon  P  gegeben,  das  wir  mittelst 
einer  zugehörigen  automorphen  Function  z-=(p{t,)  auf  eine  Kiemann'sche 
Fläche  F  abbilden.  Die  letztere  können  und  wollen  wir  auch  dadurch 
erklären,  dass  wir  eine  zweite  geeignet  gewählte  algebraische  Function  w 
derselben  einführen,  die  mit  z  durch  die  algebraische  Gleichung: 

(7)  G(tv,  2)  =  0 

verbunden  erscheint,  wobei  alsdann  diese  Gleichung  von  sich  aus  zur 
Fläche  F  hinführt  und  also  als  Ersatz  der  Fläche  dienen  kann. 

Wir  ziehen  nun  weiter  das  zu  P  gehörende,  die  Fläche  des  Grenz- 
kreises schlicht  bedeckende  Netz  N  der  Polygone  heran  und  bilden 
dieses  mittelst  der  Funktion  2  =  g)(^)  ab:  Es  entspringt  eine  aus  unend- 
lich vielen  über  einander  gescJtichteten  Exemplaren  der  Fläche  F  bestehende 
zusammenhängende  Riemannsche  Fläche,  die  wir  mit  i^«.  hezeiclmen  und 
als  „Vberlagerungstläclie'^  von  F  benennen  wollen.  Dabei  hängen  die  ver- 
schiedenen Exemplare  der  Fläche  F  unter  einander  genau  so  zusammen, 

*)  .,.,Les  fonctions  fuchsiennes  et  Veq^uation  z/M  =  e"",  Jomn.  de  Math.  (5"  serie), 
Bd.  4,  pg.  137 ff. 
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wie  ihre  Originale,  nämlich  die  Polygone  des  Netzes  N]  denn  es  ist  ja 
die  Überlagerungsfläche  F^  umkehrbar  eindeutig,  stetig  und  conform 
auf  das  Netz  N  und  damit  auf  die  Fläche  des  Grenzkreises  bezogen.  Ins- 
besondere aber  folgt:  Entsprechend  der  Bauart  des  l^etzes  N  stellt  die 
Überlagerungsfläche  einen  „einfach  zusammenhängenden^'  Bereich  dar,  inner- 
halb dessen  jede  geschlossene  Curve  stetig  und  ohne  Zerreissen  auf  einen 
Punkt  zusammengezogen  -wer den  l'ann. 

Nun  begründen  folgende  zwei  Ideen  unseren  neuen  Beweisansatz: 
Ist  irgend  eine  mit  n  Punkten  e  und  zugehörigen  ganzen  Zahlen  l  aus- 
gestattete Riemann'sche  Fläche  F  gegeben,  so  können  wir  für  dieselbe  in 
ganz  entsprechender  Art  eine  eindeutig  bestimmte  Uberlagerungsfläche  F„ 
herstellen.  Die  Lösung  dieser  Aufgabe,  welche  auf  Betrachtungen  der 
„Analysis  situs"  beruht,  hat  in  der  That,  wie  wir  noch  sehen  werden, 
durchaus  keine  besondere  Schwierigkeit.  Und  nun  ist  die  zweite  Idee  von 
Schwarz,  dass  man  versuchen  soll,  diese  „einfach  zusammenhängende",  un- 
endlich-blättrige Fläche  Fco  conform  auf  die  schlichte  Fläche  eines  Kreises  in 
derselben  Art  abzubilden,  ivie  man  diese  Abbildung  für  endlich-blättrige, 
einfach  zusammenhängende  Flächen  mit  einem  etwa  analytisch  voraus- 
gesetzten Bande  zu  leisten  im  Stande  ist.  Hinterher  ist  dann  noch  nach- 
zuweisen, dass  die  neben  einander  lagernden  Abbilder  der  verschiedenen 
Exemplare  der  Fläche  F  allemal  kreisverwandt  sind,  sowie  dass  die 
Abbildung  im  wesentlichen  nur  in  einer  Weise  voUzogeu  werden  kann. 
Beides  ist  wenigstens  in  dem  hier  zunächst  allein  betrachteten  Grenz- 
kreisfalle  nicht  schwierig. 

Diese  Schwarz'sche  Anregung  hat  nun  zunächst  Poiucare  auf- 
genommen und  sogar  in  sehr  bemerkenswerter  Weise  verallgemeinert*). 
Poincare  hat  nämlich  bemerkt,  dass  es  ohne  Vermehrung  der  eigent- 
lichen Schwierigkeiten  der  Untersuchung  möglich  ist,  die  algebraische 
Relation  (7)  durch  eine  beliebige  analytische  zu  ersetzen,  wobei  alsdann 
(sofern  eben  nicht  der  algebraische  Fall  vorliegt)  die  über  der  ^- Ebene 
gelegene  Fläche  F  der  analytischen  Function  w{z)  selbst  bereits  un- 
endlich vielblättrig  ist.  Freilich  waren  die  damaligen  Betrachtungen 
Poincare's,  welche  die  Möglichkeit  der  Abbildung  der  Überlagerungs- 
fläche auf  die  schlichte  Fläche  eines  Kreises  dartun  sollten,  nur  erst 
vorläufige.  Sowohl  nach  Seiten  der  Voraussetzungen  lagen  der  Ent- 
wickelung  beschränkende  Annahmen  zu  Grunde,  wie  auch  andererseits 
nach  Seite  der  Ergebnisse  nicht  alles  Erwünschte  erreicht  wurde.  In 
letzterer   Hinsicht  fand   sich,    dass    der    schlichte   Bildbereich   zwar   im 


*)  Siehe  die  Note  ,ßur  un  theoreme  de  la  theorie  generale  des  fonetions''.  Bull, 
de  la  soc.  mathem.  de  France  vom  18.  Mai  1883,  Bd.  11  (pg.  112ff.). 
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Innern  des  Grenzkreises  liegt,  nicht  aber,  dass  er  notwendig  die  Fläche 
dieses  Kreises  voll  bedecke*). 

Erst  seit  1900  stellen  sich  einige  Fortschritte  ein,  welche  sich 
theils  auf  einzelne  Punkte  der  allgemeinen  Poincare'schen  Überlegung 
von  1883  beziehen,  theils  Specialfälle  betreffen**).  Dann  aber  haben 
im  Jahre  1907  fast  gleichzeitig  und  unabhängig  von  einander  Poincare 
selbst  und  P.  Koebe  das  unser  Grenzkreisproblem  umfassende,  auf  be- 
liebige analytische  Relationen  (7)  sich  beziehende  Problem  allgemein 
und  vollständig  gelöst***). 

Die  gebräuchlich  gewordene  Bezeichnimg  „üniformisierung"  analy- 
tischer Functionen  oder  analytischer  Curven  bringt  zum  Ausdruck,  dass 
in  der  polymorphen  Function  ^[2)  umgekehrt  sowohl  2  als  auch  w  ein- 
deutige automorphe  Functionen  werden f). 

Hiermit  war  also  zugleich  für  unser  „Grenzkreistheorem"  ein 
zweiter  direkter  Beweis  gegeben,  der,  wie  man  sagen  kann,  die  „Me- 
thode der  LberlagerungsfläcJie"  befolgt.  Bereits  kurze  Zeit  vorher  war 
es  Koebe  gelungen,  mittelst  der  gleichen  Methode  das  „Hauptkreis- 
theorem" zu  beweisen  yf).  Im  Zusammenhange  hat  Koebe  beide  TheOf- 
reme  ausführlich  behandelt  in  der  Abhandlung  „Über  die  TJniformisie- 
rung  der  algebraischen  Curven^  /.",  welche  F.  Klein  zu  seinem  sech- 
zigsten Geburtstage  zugeeignet  worden  ist  ff f). 

Die  Methode  der  Überlagerungsfläche  erwies  sich  aber  noch  als 
weiter  tragend.  In  der  That  ist  es  Koebe  in  einer  allerdings  weit 
schwierigeren  Untersuchung  gelungen,  mittelst  dieser  Methode  auch  das 


*)  Man  vergl.  auch  den  Abschnitt  „Uniformisierung  analytischer  Beziehungen 
mittelst  automorjjher  Functionen"  in  Hilberfs  Pariser  Vortrag  „Mathematische 
Probleme",  Gott.  Nachr.  von  1900,  pg.  253  ff. 

**)  Man  sehe  Osgood,  „On  the  existence  of  the  Greens  fonction  for  the  mof<t 
general  simply  connected  plan  region",  Amer.  M.  S.  Transact.,  Bd.  1,  pg.  310  (1900), 
Broden,  „Bemerkungen  über  die  Uniformisierung  analytischer  Functionen",  Lund 
(Berling'sche  Druckerei,  1905),  sowie  die  Arbeiten  von  Johansson,  „Lber  die  Uni- 
formisierung Biemann' scher  Flächen  mit  endlicher  Anzahl  von  Windungspunkten" , 
Act.  soc.  Fenn.,  Bd.  33  (1906),  „Ein  Satz  über  die  conforme  Abbildung  einfach  zu- 
sammenhängender Flächen  auf  den  Einheitskreis^ ,  Math.  Ann.,  Bd.  62,  pg.  177  (1906). 
***)  Poincard,  „Sur  Vuniformisation  des  fonetions  analytiques" ,  Act.  math., 
Bd.  31,  pg.  Iff.;  Koebe,  „Über  die  Uniformisierung  beliebiger  analytischer  Curven''', 
Gott.  Nachr.  von  1907,  p.  191  ff. 

t)  Siehe  übrigens  betreffs  der  Bedeutung  von  ^  als  „uniformisierender  Varia- 
helen'-'  die  Ausführungen  von  pg.  40  ff. 

tt)  „Über  die   Uniformisierung  reeller  algebraischer  Curven''\  Gott.  Nachr.  von 
1907,  pg.  171  ff. 

ttt)  Math.  Ann.,  Bd.  67,  pg.   143  (1909). 
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„Rückkehrschnitttheorem"  zu  beweisen*).  Bei  diesem  Theoreme  hat 
Koebe  dann  noch  eine  zweite  auf  einem  „iterierenden  Verfahren"  be- 
ruhende Methode  entwickelt,  durch  deren  Vertiefung  es  ihm  sotjar  ore- 
lungen  ist,  jenes  allgemeine  von  Klein  aufgestellte  Fundamental- 
theorem zu  beweisen,  das  wir  pg.  47  (am  Schlüsse  des  §  11) 
nannten**).  In  ausführlicher  Weise  hat  Koebe  einen  ersten  Theil  seiner 
hierher  gehörigen  Untersuchungen  in  der  Abhandlung:  „Über  die  Uni- 
formisierung  der  algebraischen  Curven,  IJ"***)  dargestellt. 

Auf  Grund  der  so  erfolgreichen  Arbeiten  Koebe's  besitzen  wir 
also  für  die  drei  öfter  genannten  Theoreme  direkte  Beweise  nach  ein- 
heitlicher Methode,  eben  derjenigen  der  „Überlagerungsfläche''.  Daher 
wird  es  zur  Erledigung  des  durch  Aufstellung  der  drei  Probleme  I, 
II  und  III  pg.  45  u.  f.  aufgenommenen  Programms  für  uns  das  zweck- 
mässigste  sein,  der  weiter  folgenden  ausführlichen  Darstellung  der 
direkten  Beweise  unserer  Theoreme  im  Anschluss  an  Koebe  die  „Me- 
thode der  Überlagerungsfläche"  zu  Grunde  zu  legen.  Es  soll  dies 
in  der  Weise  geschehen,  dass  wir  im  vorliegenden  Kapitel  das  Haupt- 
kreis-  und  das  Grenzkreistheorem,  im  folgenden  aber  das  Rückkehr- 
schnitttheorem erledigen.  In  den  nächsten  vier  Paragraphen  folgen  zu- 
nächst vorbereitende  Entwickelungen  allgemeinerer  Art. 

§  2.   Sätze  über  logarithmische  Potentiale  und  Green'sche  Functionen. 

In  „Mod."  I  pg.  504  haben  wir  die  zu  einer  Riemann'schen  Fläche 
gehörenden  „logarithmischen  Potentiale"  (dortselbst  kurz  ,,Potentiale" 
genannt)  betrachtet.  Aus  der  Theorie  dieser  Potentiale  haben  wir  eine 
Reihe  allgemeiner  Sätze  zu  benutzen,  die  zur  Vermeidung  künftiger 
Unterbrechungen  hier  vorher  zusammengestellt  werden  sollen.  Wegen 
der  Beweise  verweisen  wir  zumeist  auf  die  Originalabhandlungen,  wo- 
bei   vor   allem   die   grundlegenden   Arbeiten   von  H.  A.  Schwarzf)   in 

*)  „Über   die    Uniformisierung    der    algebraischen    Curven    durch    automorphe 
Funktionen  mit  imaginären  StibstitutionsgruppeH''\  Gott.  Nachr.  von  1909,  pg.  68  ff. 
**)  „  Über  die  Uniformisierung  der  algebraischen  Curven  durch  automorphe  Funk- 
tionen mit  imaginären  Substitutionsgruppen''''  (Fortsetzung  und  Schluss),  Gott.  Nachr. 
von  1910,  pg.  180  ff. 

*•*)  Math.  Ann.,  Bd.  69,  pg.  iff.  (1910). 
fi  „Über  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung: 

unter  vorgeschriebenen  Grenz-  und  Unstetigkeitsbeditigungen"',  Berlin.  Monatsber. 
von  1870,  pg.  767ff.;  „Zur  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung  Am  =  0", 
Grelles  Journ.,  Bd.  74,  pg.  218  ff.  (1870  und  71).  Beide  Abhandlungen  sind  abgedruckt 
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Betracht  kommen,  oder  auch  auf  die  Lehrbücher  der  Funktionentheorie. 
In  letzterer  Hinsicht  bevorzugen  wir  die  vielseitige  und  übersichtliche 
Darstellung  von  Osgood*),  der  im  13.  Kapitel  seines  unten  genannten 
Werkes  die  Theorie  des  logarithmischen  Potentials  behandelt  hat. 

Über  der  Ebene  der  complexen  Variabelen  s  =  x  -\-  iy  sei  ein  zu- 
sammenhängender Bereich  S  ausgebreitet,  der  endlich-blättrig  sein  soll, 
nur  endlich  viele  Verzweigungspunkte  und  desgleichen  nui-  endlich 
viele  Randcurven  haben  soll,  welche  letztere  den  gesamten  Rand  JR 
von  B  zusammensetzen,  .ledenfalls  ist  der  Grad  des  Zusammenhangs 
dieses  Bereiches  B  selbst  ein  endlicher.  Beliebig  viele  unter  den 
Blättern  von  B  dürfen  sich  ins  Unendliche  erstrecken  oder,  wie  wir 
sagen  wollen,  den  Punkt  2  =  ac  enthalten.  Nur  wollen  wir  zur  Ver- 
einfachung voraussetzen,  dass  der  Rand  B  nicht  gerade  durch  einen 
Punkt  ^  =  00  und  auch  nicht  durch  einen  Verzweigungspunkt  hin- 
durchlaufe. 

Unter  einem  „logarithmischen  Potential"  ä{x,y)  des  Bereiches  B 
verstehen  wir  alsdann  eine  eindeutige  reelle  Function  des  Ortes  in  B, 
welche  abgesehen  von  endlich  vielen  UnstetiglcifsjMnhten  sich  in  der  Um- 
gebung jeder  Stelle  von  B  „harmonisch"'  verhält.  Die  letztere  Eigen- 
schaft besagt,  dass  daselbst  die  Ableitungen  ,5-  ,  ^  -,  ^ -»  »  er  »  exi- 
'^  '  ^         dx  '    dy  '  ox"  '   öy^ 

stieren,  dass  u  sammt  diesen  Ableitungen,  wie  schon  allgemein  ange- 
nommen wurde,  eindeutig  sowie  endlich  und  stetig  ist,  und  dass  end- 
lich für  die  beiden  Ableitungen  zweiter  Ordnung  die  Laplace'sche 
Grleichung: 

erfüllt  ist.  An  jeder  der  endlich  vielen  Unstetigkeitsstellen  soll  aber 
eine  bestimmte  daselbst  unstetig  werdende  Funktion  G){x,y)  existieren, 
so  dass  u{x,  y)  in  der  Umgebung  jener  Stelle  die  Darstellung  gestattet: 

(2j  u{x,  y)  =  03{x,  y)  -\-  harmon.  Funct. 

Eine  zusätzliche  Erläuterung  erfordern  hierbei  nur  noch  die 
Stellen  ^  =  00  und  die  Verzweigungspunkte  des  Bereiches  B.  Die 
Umgebung  eines  Punktes  oo  und  diejenige  eines  bei  z^^  gelegenen 
v-blättrigen  Verzweigungspunktes  bilden  wir  durch: 

/  =  —        bezw. 


in  Bd.  2  von  H.  A.  Schwarz'  .gesammelten  mathematischen  Abhandlungen"'  (Ber- 
lin 1890),  auf  welche  wir  der  leichten  Zugänglichkeit  halber  weiterhin  zitieren 
werden. 

*)  „Lehrbuch  der  Funktionentheorie''' ,  Bd.  1  (Leipzig  1907i. 
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auf  die  schlichte  Umgebung  des  Nullpunktes  der  ^'-Ebene  ab.  Geht 
hierbei  u  in  u'(x',  y)  über,  so  sagen  wir,  u  verhalte  sich  in  der  Um- 
gebung jenes  besonderen  Punktes  von  B  harmonisch,  faUs  sich  ii  in 
der  Umgebung  des  Nullpunktes  der  /-Ebene  harmonisch  verhält. 

Zur  Vereinfachung  nehmen  wir  noch  an,  dass  keine  der  für  u{x,  y) 
vorgeschriebenen  Unstetigkeitsstellen  auf  dem  Rande  B,  des  Bereiches  B 
liege.  Die  Randwerthe  von  u{x,  y),  welche  wir  durch  die  Bezeichnung 
U(x,  y)  auszeichnen  wollen,  werden  dann  eine  überall  endliche  stetige 
Werthefolge  darstellen.  Es  gelte  die  Annahme,  dass  u{x,  y)  vom  Innern 
des  Bereiches  B  her   gleichmässig  stetig  in   die  Bandiverthe   U  iihergelie. 

Auch  die  ersten  Ableitungen  -^ — ,  ^  mögen  am  Rande  B  noch  exi- 
stieren und  stetig  sein;  und  desgleichen  mögen  die  Innenwerthe  dieser 
Ableitungen  gleichmässig  stetig  in  die  Randwerthe  übergehen. 

Unter  den  Sätzen  über  logarithmische  Potentiale  stellen  wir  fol- 
genden an  die  Spitze:  Vollziehen  wir  mittelst  irgend  einer  analytischen 
Function  z  =  f{z)  eine  conforme  Ähhildung  des  Bereiches  B  auf  einen 
Bereich  B'  über  der  0' -Ebene,  tvelcher  alle  vom  Bereiche  B  geforderten 
Eigenschaften  der  Gestalt  besitzt,  so  geht  u{x,y)  hierbei  wieder  in  ein 
logarithmisches  Fotential  unserer  Art  u(x',  y)  für  B'  über;  demselben 
kommt  also  gegenüber  conformer  Abbildung  der  Charakter  der  Invarianz 
zu.  Es  ist  dies  eine  Grundeigenschaft  der  logarithmischen  Potentiale, 
welche  auf  der  Natur  der  conformen  Abbildung,  und  also  rechnerisch 
auf  den  Cauchy-Riemann'schen  Differentialrelationen  beruht*). 

Eine  Reihe  weiterer  Eigenschaften  unserer  Potentiale  u  ergiebt 
sich  aus  den  wohlbekannten  Green'schen  Integralsätzen.  Wir  nennen 
zunächst  den  bekannten  auch  bereits  in  „Mod."  I  pg.  504 ff.  mehrfach 
benutzten  Satz:  Ist  B^  irgend  ein  mit  endlich  vielen  Bandkurven  aus- 
gestatteter Teilbereich  von  B  {der  auch  mit  B  selbst  identisch  sein  darf), 
in  dem  u  frei  von  Unstetigkeiten  ist  und  sich  demnach  überall  harmo- 
nisch verhält,  so  kann  u  (abgesehen  von  dem  Falle,  dass  n  in  B^ 
überall  constant  ist)  in  keinem  Jnneren"  Punkie  von  Bq  seinen  grössten 
oder  kleinsten  Werth  annehmen;  vielmehr  liegt  jeder  Innenwerth  von  u 
zivischen  den  Maximum  und  Minimum  der  Werthe  u  am  Bande  Bq  von 
Bq,  ohne  mit  einem  dieser  Extremiverthe  gleich  zu  sein.  Verhält  sich 
nämlich  u  in  der  Umgebung  eines  Punktes  z^  harmonisch,  so  beschreibe 
man  in  dieser  Umgebung  um  Zq  als  Mittelpunkt  einen  Kreis-,  alsdann 
ist  der  Werth  von  u  in  Zq  der  Mittelwerth  aller  auf  jener  Kreisperipherie 
eintretenden  Werthe  u,  woraus  der  angegebene  Satz  leicht  folgt**). 


*)  Vgl.  hierzu  Osgood  „LehrMch  nsw.''  pg.  565. 
•*)  Cf.  Osgood  „Lehrbuch  ms«'.",  pg.  544 ff. 
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Eine  Folge  des  letzten  Satzes  ist,  dass  ein  logarithmisches  Potential 
u  des  Bereiches  B  durch  seine  Randuerthe  U  und  die  Art,  ivie  u  im  Be- 
reiche B  unstetig  wird,  eindeutig  bestimmt  ist.  Gäbe  es  nämlich  noch 
ein  zweites  Potential  «^  mit  denselben  Randwerthen  U  und  der  gleichen 
Art  des  Unstetigwerdens  in  vorgeschriebenen  Punkten  von  B,  so  wäre 
die  Differenz  ( «(^  —  i()  in  B  überall  harmonisch  und  längs  des  ganzen 
Randes    B    von  B   gleich    null,    also  auch   überall    im   Innern  von  B 

gleich  null. 

Zu  den  logarithmischen  Potentialen  des  Bereiches  B  gehören  ins- 
besondere die  „G-reen' sehen  Functionen''  desselben.  Ist  z^  ein  beliebiger 
Punkt  innerhalb  B,  den  wir  weiterhin  kurz  als  „Punkt  0"  von  B  be- 
zeichnen wollen,   so   verstehen   wir  unter  r  den  absoluten  Betrag  der 

Differenz  {z  —  Zq): 

r^\z-z^\. 

Ms  die  zum  Bunlte  0  gehörende  Green' sehe  Fundion  g{x,y)  des  Bereiches 
B  bezeichnen  ivir  alsdann  ein  logarithmisches  Potential  von  B,  welches 

1.  in  der  Umgebung  der  Stelle  0  die  Darstellung  gestattet: 

(3)  9(x<y)  =  ^og{r-^)  -f  harmon.  Funct., 

2.  sonst  in  B  überall  harmonisch  ist,  und 

3.  längs  des  Bandes  R  von  B  überall  verschivindet. 

Wenn  die  Green'sche  Function  eines  Bereiches  B  mit  vorge- 
schriebener UnstetigkeitssteUe  0  überhaupt  existiert,  so  ist  dieselbe  nach 
dem  zidetzt  ausgesprochenen  Theoreme  auch  eindeutig  bestimmt. 

Besitzt  man  die  Green'sche  Function  für  einen  beliebigen  Punkt 
^^^  Xq-\-  iy^  des  Bereiches  B,  so  ist  man  im  Stande,  die  „Randtverth- 
aufgabe"  (cf.  ,Mod."  I  pg.  510)  für  diesen  Bereich  allgemein  zu  lösen. 
Ist  nämlich  u(x,y)  ein  in  B  überall  harmonisches  Potential,  so  zeigt 
man  mittelst  des  Green'schen  Satzes  die  folgende  Gleichung  für  den 
Wert  u(Xq,i/q)  von  u  an  der  fraglichen  Stelle  z^: 

(4)  <^^^y^)  =  -YnJ^%'^'^ 

wobei  das  Integral  über  den  Rand  R  von  B  in  der  für  diesen  Bereich 
positiven  Umlaufsrichtung  zu  erstrecken  ist,  U  wie  oben  die  Rand- 
werthe  von  u  bedeuten  und  mit  f  ^  der  nach  der  inneren  Normale  von 
R  genommene  Differentialquotient  unserer  zur  Stelle  Zq  gehörenden 
Green'schen  Function  gemeint  ist*). 

*)  Die  Erklärung  des  Integrals  in  (4)  rechter  Hand  findet  in  den  weiterhin 
in  Betracht  kommenden  Fällen,  wo  wir  den  Rand  B  stets  aus  endlich  vielen  Stücken 
analytischer  Curven  zusammensetzen,  keine  Schwierigkeiten. 
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Für  den  Fall,  dass  B  insbesondere  eine  schlichte  Kreisfläche  ist, 
gelingt  es  sofort,  die  zu  irgend  einem  inneren  Punkte  0  dieser  Kreis- 
fläche gehörende  Green' sehe  Function  von  B  zu  bilden.  Ist  0'  zu  0 
bezüglich  der  Kreisperipherie  B  symmetrisch  gelegen,  und  bezeichnet 
man  mit  o  und  q'  die  Entfernungen  irgend  eines   Punktes  z  =  x  -{■  iy 

der  Kreisfläche  von  0  und  0',   so  ist  der  Quotient    ^,  bekanntlich  längs 

der  Peripherie  B  konstant  und  habe  daselbst  den  Wert  Ic.  Die  zum 
Bunkte  0  gehöremle  Green  sehe  Fandion  der  Kreisflciche  ist  dann  einfach: 

(5)  fj(x, y)  =  —  log  Q  +  log  o'  +  log  k, 

und  die  Eintraytmg  dieses  Ausdruclcs  der  Green'schen  Fundion  in  die 
Formel  (4)  liefert  die  Lösung  der  Bandivertaufgahe  für  die  Kreis  fläche 
mittelst  des  Boisson' sehen  Integrals.*) 

Das  Poisson'sche  Integral  seinerseits  wird  zur  Quelle  einer  Reihe 
weiterer  wichtiger  Sätze  über  Potentiale.  Wir  nennen  z.  B.  das 
Theorem:  „Ein  logarithmisches  Botenfial  u{x,y)  unserer  Art  liat  im  Be- 
reiche B  aei)ier  Definition  partielle  Ableitungen  aller  Ordnungen,  deren 
jede  sich  wieder  harmonisch  verhält*'^).  Vor  allem  aber  kann  man  den 
Sätzen  über  das  Poisson'sche  Integral  mit  Hilfe  des  oben  aufgestellten 
Theorems  über  die  Maxima  und  Miaima  der  Potentiale  u[x,y)  den 
folgenden  weiterhin  grundlegenden  Convergenzsatz  entnehmen***): 
ConvergieH  die  unendliche  Beihe: 

(6)  Hl  +  »2  +  «3  +  «4  +   ■   •   • 

von  Botentialen  des  Bereiches  B  in  diesem  Bereiche,  seinen  Band  ein- 
geschlossen, gleichmässig ,  so  stellt  die  Summe  daselbst  wieder  ein  log- 
arithmisches Botential  unserer  Art  dar. 

Zu  den  analytischen  Functionen  des  Bereiches  B  stehen  die  Poten- 
tiale u{x,y)  in  der  in  „Mod."  I  pg.  505  ff.  aufgewiesenen  Beziehung. 
Bilden  wir  aus  dem  logarithmischen  Potentiale  u(x,y)  mittelst  des 
Integrales : 

geführt  von  irgend  einem  in  B  fest  gewählten  Anfangspunkte  bis    zur 


*)  Siehe  hierzu  namentlich  die  zweite  der  pg.  446  genannten  Abhandlungen 
von  Schwarz  in  den  „Gesammelten  mathematischen  Abhandlungen",  Bd.  2,  pg.  175ff.» 
sowie  den  Zusatz  ebenda  pg.  360.  Vgl.  auch  Osgood,  ..Lehrbuch  icstc.^\  pg.  554 
und  „Mod."  I,  pg.  513. 

**)  Cf.  Osgood,  „Lehrbuch  usiü.'-\  pg.  560. 
■***)  Siehe    wegen    des    ausführlichen  Nachweises   Osgood,    „Lehrbuch  usw.'''', 
pg.  571. 
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Stelle  s  =  x+iy,  das   zu   u{x,y)  „conjugierte  Potential"  v{x,y),  so  ist 

bekanntlich : 

(8)  fi^)  =  uix,  y)  +  iv  {x,  y) 

eine  im  Bereiche  B  erUärte  und  daselbst  eindmtig  fortsetzbare  analytische 
Function  von  z,  die  aber  natürlich,  falls  B  mehrfach  zusammenhängend 
ist  oder  Unstetigkeitspunkte  vorliegen,  keineswegs  selber  in  B  ein- 
deutig zu  sein  braucht.  Von  hier  aus  kann  man  die  Sätze  über  ana- 
lytische  Fortsetzung  rückwärts  auch  auf  die  Potentiale  u{^x,ij)  über- 
tragen; doch  kann  man  auch  eine  Lehre  von  der  „harmonischen  Fort- 
setzung" für  die  Potentiale  u(x,y)  selbständig  entwickeln,  wie  dies  z.  B. 
bei  Osgood  a.  a.  0.  pg.  575 fi'.  geschehen  ist. 

Dem  vorhin  aufgestellten  Convergenztheoreme  entspricht,  wie  wir 
noch  erwähnen,  der  bekannte  Satz,  dass  eine  gleichmässig  convergente 
Beihe  analytischer  Functionen   wieder  eine   anahßische  Funäion    liefeH. 

%  3.    Weiteres  über  die  Lösung  der  Randwerthaufgabe. 

Giebt  man  auf  dem  Rande  B  eines  Bereiches  B  unserer  Art  eine 
stetige  Folge  reeller  Werthe  U,  so  giebt  es,  wie  schon  bemerkt,  höch- 
stens eine  Function  u{x,y),  die  im  Bereiche  B  überall  eindeutig  und 
harmonisch  ist  und  stetig  in  die  aufgetragenen  Randwerthe  U  übergeht. 
Die  „Randwerthaufgabe"  verlangt,  die  Existenz  dieser  Function  u{x,y) 
nachzuweisen  und  sie  wirklich  herzustellen. 

Sind  wir  im  Besitze  der  Green'schen  Function  des  Bereiches  B 
für  einen  beliebigen  Punkt  0  desselben,  so  konnten  wir  die  Randwerth- 
aufgabe  für  diesen  Bereich  mittelst  der  Gleichung  (4)  pg.  449  lösen. 
Hieran  schloss  sich,  da  die  Green'sehe  Function  für  die  Kreisfläche 
hergestellt  werden  konnte,  die  Lösung  der  Randwerthaufgabe  für  die 
Kreisfläche  mittelst  des  Poisson'schen  Litegrals. 

Mittelbar  ist  damit  die  Randwerthaufgabe  auch  zugleich  für  alle 
diejenigen  einfach  zusammenhängenden  Bereiche  als  gelöst  anzusehen, 
welche  durch  bekannte  analytische  Functionen  eindeutig  auf  schlichte 
Kreisflächen  abgebildet  werden  können.  Hierher  gehören  z.  B.  mehr- 
fach bedeckte  Kreisscheiben  mit  einem  inneren  Windungspunkte,  wie 
wir  sie  in  „Mod."  I,  pg.  510  bei  den  Verzweigungspunkten  Riemann- 
scher  Flächen  ausgeschnitten  hatten,  auch  „Kreisscheiben"  mit  dem 
Mittelpunkte  £  =  oü,  d.  i.  ausserhalb  sehr  grosser  Kreise  verlaufende 
Theile  der  schlichten  ^--Ebene,  endlich  auch  die  oben  (pg.  9 ff.)  beim 
Existenzbeweise   der  automorphen  Functionen   benutzten   Kreissectoren. 

Hierzu  tritt  nun  weiter  die  in  „Mod.'^  I  pg.  5 14 ff.  ausführlich  be- 
sprochene bekannte  „ComhinationsmetJiode  auf  Grund  eines  alternieren- 
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den  Verfahrens"  von  Schwarz  und  Neumann.  Hat  man  zwei  Be- 
reiche B^  und  B^,  welche  sich  zum  Theil  überdecken,  und  ist  man  im 
Stande,  die  Randwerthaufgabe  für  jB^  und  B^  einzeln  zu  lösen,  so  ergiebt 
jene  Methode  die  Existenz  und  Herstellungsweise  der  Function  u{x,y)y 
welche  die  Randwerthaufgabe  für  den  aus  B^  und  i?,  durch  Verschmel- 
zung entspringenden  Bereich  löst. 

Diese  Prämissen  waren  zureichend,  um  in  „Mod."  I  pg.  508  flF.  den 
Existenzbeweis  algebraischer  Functionen  auf  beliebig  gegebener  Riemann'- 
scher  Fläche,  sowie  auch  um  im  vorliegenden  Bande  pg.  9  ff.  den  Exi- 
steuzbeweis  der  automorphen  Functionen  bei  einem  beliebigen  Discon- 
tinuitätsbereiche  der  ^-Ebene  zu  lösen.  Es  galt  einfach,  die  Riemann'sche 
Fläche  bzw.  den  Discontinuitätsbereich  mit  einer  endlichen  Anzahl 
von  schlichten  Kreisscheiben  bzw.  von  Kreisscheiben  mit  Windungs- 
punkten oder  von  Kreissectoren  nach  und  nach  vollständig  zu  be- 
decken und  das  oben  bezeichnete  combinatorische  Verfahren  bei  Zusatz 
jeder  neuen  Kreisscheibe  auszuüben. 

Für  unsere  weiteren  Zwecke  erscheint  es  wünschenswerth,  in  der 
Lösung  der  Randwerthaufgabe  noch  einen  Schritt  weiter  zu  gehen.  In 
der  That  wollen  wir  uns  jetzt  den  im  vorigen  Paragraphen  zu  Grunde 
gelegten  Bereich  B  so  denken,  dass  sein  Rand  B  aus  einer  endlichen 
Anzahl  analytischer  Curvenstücle  besteht,  von  denen  je  zwei  benachbarte 
in  einem  nicht  verschwindenden  WinXel  zusammenstossen.  Die  Lösbar- 
keit der  Randwerthaufgabe  für  Bereiche  B  dieser  allgemeinen  Gestalt 
ist  von  Schwarz  bereits  im  Jahre  1870  dargethan  worden*;.  Wir 
wollen  seine  Überlegung  hier  kurz  skizzieren. 

Ist  K  eines  dieser  Curvenstücke,  so  kleidet  sich  die  Annahme,  K 
sei  analytisch,  in  die  Gestalt,  dass  die  Coordinaten  x  und  y  der  Punkte 
von  K  mittelst  eines  reellen  Parameters  t  durch  zwei  reelle  analytische 
Functionen: 

(1)  x^(p(t),    y-=Mt) 

von  f  darstellbar  seien.  Lud  zwar  mögen  wir  K  gerade  vollständig 
beschreiben,  wenn  wir  den  Parameter  f  das  Intervall: 

(2)  cc<t<ß 

durchlaufen  lassen.  Übrigens  sollen  noch  (was  bei  den  später  zu  be- 
nutzenden Curven  K  ohne  weiteres  erfüllt  sein  wirdj  für  jeden  Punkt 


*)  Cf.  Schwarz,  „Ges.  math.  Abh.'\  Bd.  2,  pg.  löOflF.,  sowie  übrigens  auch 
Osgood,  „Lehrbuch  usic.''  pg.  608 ff. 
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^0  des  Intervalles  (2)  die  Ableitungen  der  Functionen  {1)  die  Un- 
gleicliung: 

(3)  !9''(^o)|  +  i^'(^o)l>0 
erfüllen. 

Setzen  wir  nun  für  die  Umgebung  des  eben  gedachten  Punktes 
t^  die  Taylor'schen  Entwicklungen: 

(p{t)  =  «0  +  (h{f  -  Q  +  «2(^  -  ^o)^  +  •  •  • 

t(t)  =  &o  +  hii  -  Q  +  h(i  -  Vf  +  •  ■  • 
der  Functionen  (p(t)  und  t{t)  an,  so  gewinnen  wir  in: 

(4)  2  =  x-\-iy  =  ( «0  +  i\)  +  («i  +  *"^i)(^  —  ^o)  +  (%  +  ^h)[^  —  ^o)^  H 

eine  analytische  Function  z  von  t,  welche  die  reelle  ^Axe  in  der  Um- 
gebung von  ^0  auf  das  correspondierende  Stück  der  Curve  K  abbildet. 
Durch  analytische  Fortsetzung  über  das  ganze  Intervall  (2j  hin  finden 
wir  die  durch  diese  Ungleichung  (2)  eingegrenzte  Strecke  der  reellen 
<-Axe  mittelst  der  analytischen  Function: 

(5)  s  =  <p{t)  +  i^{t) 

auf  das  Curvenstück  K  abgebildet. 

Nun  erweitert  Schwarz  diese  durch  die  Gleichung  (5)  gelieferte 
Abbildung  der  reellen  ^-Axe  auf  complexe  Werthe  von  t.  Da  für  die 
Punkte  t^  unseres  Intervalles  zufolge  (3)  die  Ableitung  {(p'(t)  +  ii>'{t)) 
nirgends  verschwindet,  so  wird  ein  längs  jener  Strecke  der  reellen 
^Axe  ausreichend  schmal  gewählter  Streifen  der  complexen  ^Ebene 
durch  die  analytische  Function  (5)  ein  ausnahmslos  conformes  Abbild 
in  der  ^-Ebene  liefern,  welches  sich  als  schmaler  Streifen  um  das  Bild 
der  reellen  ^Axe,  d.  i.  die  Curve  K,  lagert.  Wir  wollen  hierbei  die 
Anordnung  so  getrofien  annehmen,  dass  der  dem  Innern  des  Bereiches 
B  angehörende  Theil  des  Abbildes  von  dem  in  der  „positiven  Mlalb- 
ebene"  gelegenen  Theile  des  Streifens  herrührt. 

Auf  diese  Betrachtung  gründet  sich  dann  die  Lösung  der  Rand- 
werthaufgabe  für  unseren  Bereich  B.  Wir  construieren  von  einem  End- 
punkte t  =  a  und  zum  andern  t  =  ß  einen  Kreisbogen,  der  die  reelle 
^Axe  unter  von  null  verschiedenen,  aber  ausreichend  kleinen  Winkeln  rj 
erreicht  und  die  positive  MIalbebene  durchzieht.  Er  grenzt  mit  der 
öfter  genannten  Strecke  der  reellen  ^Axe  eine  schmale  „Kreissichel" 
ein,  für  welche  die  Randwerthaufgabe  lösbar  ist*j.    Die  Abbildung  dieser 


*)  In    der  That  kann  man   eine  Kreissichel   leicht    conform   auf  die  Fläche 
eines  schlichten  Vollkreises  abbilden. 
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Kreissicliel  mittelst  der  analytischen  Function  (5)  liefert  in  der  ^-Ebene 
ein  durchweg  conformes  Bild,  welches  zwar  die  Randcurve  K  mit  dem 
Bereiche  13  gemein  hat,  übrigens  aber  bei  hinreichend  klein  gewähltem 
Winkel  tj  ganz  innerhalb  Jß  verläuft.  Für  diesen  Bereich  sind  wir 
demnach  im  Stande,  die  Randwerthaufgabe  gleichfalls  zu  lösen. 

Die  weitere  Entwicklung  gründet  sich  dann  wieder  auf  die  Com- 
binationsmethode  von  Schwarz  und  Neumann.  Sind  für  zwei  an 
einer  Ecke  des  Randes  Pt  zusammenstossende  Bereiche  gedachter  Art 
die  Winkel  )]  und  r^'  so  gross,  dass  sich  die  beiden  an  diese  Ecke  heran- 
ragenden Bereiche  hier  bereits  theilweise  überdecken,  so  können  wir 
dieselben  auch  sofort  verschmelzen.  Haben  jedoch  diese  beiden  Be- 
reiche nur  erst  den  Eckpunkt  gemein,  so  müssen  wir  uns  noch  eines 
vermittelnden  Bereiches  bedienen.  Als  solchen  wählen  wir  etwa  einen 
Kreissector*),  ausgeschnitten  aus  einem  Kreise  um  die  fragliche  Ecke 
als  Mittelpunkt  5  abgesehen  von  dieser  Ecke  soll  der  Kreissector  ganz 
im  Innern  von  B  liegen  und  so  grossen  Centriwinkel  haben,  dass  er 
an  der  Ecke  beiderseits  über  die  hier  zu  verschmelzenden  Bereiche 
hinübergreift. 

Wir  verfahren  nun  in  der  vorstehend  skizzierten  Weise  mit  allen 
einzelnen  analytischen  Raudstücken  von  J3.  Die  im  Innern  unseres 
Bereiches  JB  alsdann  noch  oflPen  bleibende  Lücke  decken  wir  weiter  mit 
endlich  vielen  Kreisscheiben  ab  und  gelangen  auf  diese  Weise  schliess- 
lich zu  folgendem  Ergebnis:  Für  den  pg.  447  zu  Grunde  gelegten 
Bereich  B  können  ivir  die  Bandwerthaufgabe  lösen,  falls  der  Band  B 
desselben  aus  einer  endlichen  Anzahl  analytischer  Kurvenstücke  bezeich- 
neter Art  besteht,  ivelche  in  den  Ecken  des  Bandes  nicht  verscJnvindende 
Winkel  mit  einander  bilden*'^}. 

Die  vorstehenden  Entwicklungen  enthalten  zugleich  das  Schwarz'- 
sche  „Brincip  der  Symmetrie"  in  seiner  allgemeinen  Gestalt  (cf.  „Mod."  I 
pg.  92)  und  damit  auch  die  „analytische"  bezw.  „harmonische  Fort- 
setzung'^ der  Functionen  unseres  Bereiches  B  über  ein  analytisches  Rand- 
stück K  desselben  hinaus***),  ein  Gegenstand,  auf  den  wir  im  nächsten 
Paragraphen  nochmals  zurückkommen. 


*)  Ein  Kreissector  kann  leicht  in  der  Art  auf  einen  Halbkreis  abgebildet 
werden,  dass  die  beiden  den  Sector  begrenzenden  Radien  in  den  den  Halbkreis 
begrenzenden  Durchmesser  übergehen.  Der  Halbkreis  ist  dann  wie  vorhin  die 
Kreissichel  auf  einen  Yollkreis  abbildbar,  so  dass  die  Lösung  der  Randwerthauf- 
gabe für  den  Kreissector  keine  Schwierigkeit  hat. 

**)  Siehe  die  ausführlichere  Darstellung  bei  Osgood,  ,^LehrbucJi  t*s«p.", 
pg.  608  ft". 

***)  Man  sehe  das  Nähere  bei  Osgood,  „Lehrbtich  ti.s.iv.'',  pg.  580. 
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§  4.    Die  Green'sche  Punction  eines  einfacli  zusammeiiliängenden 

Bereiches. 

Es  sei  jetzt  der  Bereich  B  insbesondere  ein  einfach  zusammen- 
Mngender:  der  Rand  B  von  B,  der  voraussetzungsgemäss  aus  einer 
endlichen  Anzahl  analytischer  Stücke  mit  nicht-verschwindendeu  Ecken- 
winkeln zusammengesetzt  ist,  wird  demnach  jetzt  aus  einer  einzigen  in 
sich  mrücUaufenden  Linie  bestehen.  Im  Inneren  des  Bereiches  markieren 
wir  eiuen  beliebig  gewählten  Punkt  0  und  verstehen  unter  g{x,  y)  die 
zu  diesem  Punkte  als  Unstetigkeitspunkte  gehörende  Green'sche  Func- 
tion des  Bereiches  B,  deren  Existenz  und  eindeutige  Bestimmtheit  im 
vorangehenden  Paragraphen  bewiesen  wurde.  In  der  Umgebung  von  0 
gilt  nach  (3)  pg.  449  die  Darstellung: 

(^1)  g[x,y)  =  —  log  r  4-  harmon.  Funct., 

übrigens  ist  g{x,y)  innerhalb  B  allenthalben  harmonisch.  Die  Werthe 
von  g{x,y)  innerhalb  B  sind  überall  >  0,  gegen  den  Rand  B  geht 
g{x,y)  gleichmässig  stetig  in  den  Werth  0  über. 

Es  sei  jetzt  c  irgend  ein  constanter  positiver  Werth.  Dann  bilden 
alle  Punkte  des  Bereiches  B,  in  denen  g{x,  y)  diesen  Werth  c  annimmt, 
die  durch: 

(2)  (f{x,  y)  =  c 

dart^estellte  zu  c  gehörende  „Niveaucurve"  unserer  Green'schen  Function. 
Diese  Curve  ist  die  Randcurve  desjenigen  Theilbereiches  B^  von  B, 
innerhalb  dessen  die  Ungleichung  g(x,  y)>c  zutrifft.  Dieser  Theil- 
bereich  B^  lesteht  nothivendig  aus  einem  einsigen  Continuum,  in  dessen 
Inneren  der  Unstetiglceitspunkt  0  gelegen  ist.  Würde  derselbe  nämlich 
aus  mindestens  zwei  getrennten  Theilen  bestehen,  so  könnte  0  nur 
innerhalb  des  einen  unter  ihnen  liegen,  und  also  wäre  g{x,  y)  im  Innern 
des  anderen  Theiles  überall  harmonisch  und  auf  dem  Rande  desselben 
constant  gleich  c.  Nach  einem  pg.  448  genannten  Satze  wäre  demnach 
g{x,y)  auch  innerhalb  dieses  Theiles  überall  gleich  c,  und  die  harmo- 
nische Fortsetzung  unserer  Function  würde  zeigen,  dass  dieselbe  über- 
haupt constant  gleich  c  ist,  was  ausgeschlossen  ist. 

Auf  Grund  der  gleichen  Erwägung  zeigt  man  weiter:  Ber  Band  B^ 
des  Bereiches  B^  kann  nicht  in  getrennte  Theile  zerfallen;  er  ist  vielmehr 
zusammenhängend  und  grenzt  demnach  einen  „einfach"  zusatnmenhängenden 
Tiieilhereich  B^  ein.  Jedenfalls  hat  nämlich  B^  eine  äussere  Randcurve, 
jenseits  deren  man  zum  Rande  B  von  B  gelangt.  Käme  nun  noch 
eine   innere,    für  sich   geschlossene   Randcurve    hinzu,    so   würde   diese 
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wieder  einen   zu  B^   nicht    gehörenden    Bereich    eingrenzen,    innerhalb 
dessen  g{x,  y)  constant  gleich  c  wäre. 

Wir  fragen  weiter,  ob  es  möglich  ist,  dass  die  durch  (2)  gegebene 
Niveaucurve  B,^  unserer  Green  sehen  Function  g{x,y)  mehrjadie  Funkte 
aufweist.  In  einem  solchen  Punkte  würde  dann  gleichzeitiges  Ver- 
schwinden der  beiden  Ableitungen  ^  und  ■—  eintreten. 

Aus  dem  allgemeinen  Verhalten  einer  Function  von  x  und  y  in 
der  Umgebung  einer  Stelle,  in  der  sie  sich  harmonisch  verhält*),  würde 

sich    an    einer    Stelle    gleichzeitigen  Ver- 

Schwindens    der   Ableitungen   ^— ,  ^    für 

°        CT.     oy 

den  Bereich  Ji^  die  in  Fig.  101  skizzierte 
Gestalt  ergeben.  Das  Wesentliche  ist,  dass 
sich  der  durch  Schraffierung  hervorge- 
hobene Bereich  H^  mit  einer  Anzahl  von 
Spitzen  in  dem  gleichen  Blatte**)  des  Ge- 
sammtbereiches  B  an  den  fraglichen  Punkt 
heranzieht.  Handelt  es  sich  um  einen  v- 
fachen  Punkt  der  Niveaucurve,  so  zieht  sich 


Fig.  101. 


der  Bereich  B    mit  v  Ecken  der  Winkel         an  diesen  Punkt  heran  (in 

C  V 

Fig.  101  ist  V  gleich  3  genommen),  und  es  bleiben  i>  zwischenliegende  Ecken 

der  gleichen  Winkel        vom  Bereiche  B,  frei.     Die  im  Innern  des  Be- 

reiches  B^  der  Fig.  101  dicht  am  Rande  hijilaufende  punktierte  Linie 
zeigt,  wie  man  den  Rand  B^  durchlaufen  muss,  um  ihn  auch  hier  noch 
als  eine  einzige  in   sich  zurücklaufende  Linie  aufzufassen. 

Nun  zerfäUt  aber,  wie  man  sieht,  im  vorliegenden  Falle  R^  in 
mindestens  v  geschlossene  Cui'ven,  von  denen  v  mit  Ecken  an  den  frag- 
lichen Punkt  heranragen.  Zwei  von  diesen  letzteren  Curven  greifen 
wir  auf  und  nennen  sie  K^  und  K.^.  Die  geschlossene  Curve  JT^,  als 
dem  einfach  zusammenhängenden  Bereiche  B  angehörend,  theilt  diesen 
Bereich  B  in  zwei  Theilbereiche  B„'  und  B^",  von  denen  der  erstere  den 
Punkt  0  und  den  Bereich  B^  enthält,  während  B^"  der  ringförmige  Rest- 


*)  Siehe  das  Nähere  bei  Osgood,  „Lehrbuch  u.s.ic.'\  p.  578,    insbesondere 
den  Satz  4  daselbst. 

**)  Wir  nehmen  bei  der  Ausdrucksweise  des  Textes  an,  dass  an  der  Stelle,  wo 
der  mehrfache  Punkt  von  i?,,  liegt,  sich  nicht  gerade  ein  Yerzweigungspunkt  findet. 
Wie  die  Sachlage  im  letzteren  Falle  zu  verstehen  ist,  ergiebt  sich  nar-h  bekannten 
Grundsätzen,  indem  man  sich  die  Umgebung  des  Yerweigungspunktes  vorüber- 
gehend auf  einen  schlichten  Bereich  abgebildet  denkt. 
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oereich  mit  dem  äusseren  Rande  R  ist.  Jetzt  gehört  aber  ersichtlich  weiter 
die  zweite  geschlossene  Curve  K^  dem  inneren  Bereiche  jB/  an,  woraus 
wir  sofort  wie  oben  den  Sehluss  ziehen,  dass  (j{x,y)  überall  constant 
sein  müsste. 

Hiernach  ist  das  Auftreten  eines  mehrfachen  Punktes  bei  einer 
Niveaucurve  (2)  oder,  wie  wir  auch  sagen  können,  das  gleichzeitige  Ver- 
schwinden der  Ableitungen  ||,  ^^  in  B  ausgeschlossen.  Man  kann 
diese  Thatsache  auch  so  ausdrücken,  dass  der  nach  der  inneren  Normale 
einer  Niveaucurve  genommene  Differentialquotient  „  stets  >  0  ist:  Die 
Niveaucurve  (2)  ist  eine  einfach  geschlossene  iiherall  stetig  geJcrünmte  Cwrve, 
und  die  ganze  Schar  der  Niveaucurven,  welche  eintritt,  'tvenn  wir  c  von 
0  bis  oo  uachsen  lassen,  ivird  unseren  Bereich  B  einfach  und  lückenlos 
hedeclen. 

Man  stelle  nunmehr  das  zu  g{x,  y)  conjugierte  Potential: 

her,  indem  man  die  hierbei  verfügbare  willkürliche  Constante  irgendwie 

wählt.     Dann  ist: 

(4)  Z^e-'-'-"' 

eine  analytische  Function  von  z,  welche  den  einfach  zusammenhängenden 
Bereich  B  confarm  auf  die  schlichte  Fläche  des  Einheitskreises  der  Z- Ebene 
abbildet.  Dabei  entspricht  dem  Punkte  0  der  Nullpunkt  Z  =  0  und 
die  Umgebung  von  0  der  einfach  und  vollständig  bedeckten  Umgebung 
von  Z=0.  Bei  Fortführung  . der  Abbildung  von  hier  aus  kann  sich 
nach  den  obigen  Darlegungen  in  der  That  kein  innerer  Verzweigungs- 
punkt im  Abbilde  ergeben*).  Andrerseits  gelangen  wir  bei  Abbildung 
des  Bereichrandes  B,  wo  g  stetig  in  den  Werth  0  übergegangen  ist,  an 
die  Peripherie  des  Einheitskreises  der  Z- Ebene  heran.  Die  Ähhildung 
ist  eine  durch  weg  con  forme,  und  zwar  unter  Ein  sehluss  des  analytisrhen 
Bandes  B,  abgesehen  davon,  dass  die  Umgebungen  innerer  Windungspunkte 
des  Bereiches  B  schlicht  bedeckte  Abbilder  in  der  Z- Ebene  liefern,  soivie 
dass  die  Ecken  am  Bande  B  von  B  beim  Abbilde  in  Wegfall  kommen"^-*). 
Nach  den  am  Schlüsse  von  §  3,  pg.  454,  gegebenen  Andeutungen 


*)  Diese  Thatsache  folgern  wir  hier  aus  der  Gestalt  der  Niveaucurven.  Man 
kann  auch  au  den  Umstand  anknüpfen,  dass  das  Abbild  jedenfalls  in  der  Umgebung 
von  Z  =  0  einblättrig  ist,  und  dass  sich  der  Rand  des  Bereiches  B  auf  die  Peri- 
pherie des  Einheitskreises  abbildet.  Die  Unmöglichkeit  innerer  Verzweigungspunkte 
lässt  sich  hieraus  vermöge  einer  in  §  9  näher  anzugebenden  Überlegung  folgern. 
**)  Vergl.  übrigens  Osgood,  „Lehrbuch  u.s.tc.'',  pg.  594 ff. 

30* 
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ist  es  übrigens  möglich,  die  Green' sehe  Function  g{x,  y)  und  damit  die 
Function  Z{ß)  harmonisch'  heziv.  analytisch  über  das  einzelne  analytische 
Handstück  des  Bereiches  B  hinaus  foHzusetzen''^-).  Wir  wollen  dies  hier 
noch  ein  wenig  weiter  ausführen. 

Das  einzelne  analytische  Randstück  benannten  wir  pg.  452  durch  K 
und  bildeten  die  nächste  Umgebung  desselben  conform  auf  die  Ebene 
einer  Variabelen  t  ab,  welche  mit  z  durch  die  Gleichung  (5}  pg.  453 
zusammenhing.  Die  Curve  K  selbst  ging  dabei  in  das  durch  a^t^ß 
erklärte  Stück  der  reellen  ^-Axe  über.  In  dem  der  positiven  ^-Halb- 
ebene  angehörenden  Theilo  der  Umgebung  dieser  Strecke  der  reellen 
^-Axe,  unter  Einschluss  dieser  Strecke  selbst,  ist  nun  die  aus  unserer 
Grreen'schen  Function  g(x,y)  hervorgehende  complexe  Function  Qi  —  ig), 
in  Abhängigkeit  von  t  aufgefasst,  eine  analytische  Function,  welche 
länws  der  reellen  t-Axe  selbst  reelle  Werthe  annimmt.  Dann  aber  lehrt 
das  Princip  der  Symmetrie:  Die  analytische  Fortsetzung  der  Function 
(h  —  ig)  in  die  negative  ^-Halbebeue  hinein  geschieht  in  der  Weise,  dass 
diese  Function  in  Punkten,  die  heziiglich  der  reellen  t-Axe  symmetrisch  sind, 
selber  conjugiert  complexe  Werthe  annimmt. 

Diese  Betrachtung  kann  man  aber  ebenso  leicht  auch  unmittelbar 
am  Curvenstück  K  der  ^-Ebene  und  an  der  Function  Z(z)  ausführen. 
Zwei  dicht  am  Rande  K  innerhalb  und  ausserhalb  des  Bereiches  B  ge- 
legene Punkte,  die  conjugiert  complexen  Werthen  t,  also  bezüglich  der 
reellen  t-Axe  symmetrischen  Punkten  der  ^- Ebene  entsprechen,  be- 
zeichnet man  als  heziiglich  des  analytischen  Curvenstiicl'S  K  symmetrisch 
gelegen*'^).  Dann  aber  gilt  offenbar  der  Satz:  Die  Fortsetzung  der  Func- 
tion Z{z)  über  das  analytische  Bandst iick  K  hinaus  regelt  sich  in  der 
Weise,  dass  in  zwei  bezüglich  K  symmetrischen  Punkten  WeHhe  Z  mit 
gleichen  h,  aber  entgegengesetzten  g  stattfinden,  oder  dass  der  eine  Werth 
Z'  reciprok  zum  conjugiert  complexen  Werthe  Z  des  anderen  Z  ist. 

§  5.    Zwei  Theoreme  von  Koebe. 

Neben  den  bisher  entwickelten  allgemeiner  bekannten  Sätzen  über 
logarithmische  Potentiale  und  speciell  Green'sche  Functionen  benutzt 
Koebe  bei  seinen  Beweisen  des  Hauptkreis-  und  des  Grenzkreistheorems 
noch  zwei  besondere  Theoreme,  welche  er  für  den  Zweck  dieser  Beweise 
entwickelt  hat***). 

*)  Vergl.  hierzu  Osgood,  ,, Lehrbuch  u.s.iv.'\  pg.  584 tF. 

**)  Die  Symmetrie  bezüglich  eines  Kreises  ist  ein  Specialfall  dieser  allgemeinen 
Definition. 

***)  Cf.  die  oben  (pg.  445)  genannten  Arbeiten  Koebe's  in  den  Gott.  Nachr. 
von  1907,  pg.  -2031?.  und  den  Math.  Ann.  Bd.  67,  pg.  208  und  215. 
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Der  Einheitskreis  in  der  ^'- Ebene  werde  weiterhin  mit  K  bezeichnet. 
B  sei  ein  einfach  zusammenhängender  schlichter  Bereich,  der  der  Fläche 
des  Kreises  K  angehört  und  den  mit  0  zu  bezeichnenden  Nullpunkt 
der  ^-Ebene  in  seinem  Innern  enthält.  Der  Rand  R  von  B  ist  eine 
geschlossene  Curve,  welche  auch  Theile  der  Peripherie  K  selbst  ent- 
halten darf.  Der  dem  Mittelpunkte  0  nächstgelegene  Randpunkt  von  B 
habe  noch  die  Entfernung  d  von  0;  wir  wollen  sie  weiterhin  als  „Minimal- 
distanz"' des  Randes  B  vom  Mittelpunkt  0  bezeichnen. 

Vom  Bereiche  B  soll  die  Voraussetzung  gelten,  dass  die  zum  PunJcfe  0 
gehörende  Green' sehe  Function  g(x,  y)  existiere.  Wir  wollen  hier  explicite 
eine  Entwicklung  derselben  für  die  Umgebung  des  Punktes  0  ein- 
führen*). Ist  die  Zahl  z  in  Polardarstellung  z  =  re^\  so  gilt  für  g{x^  y) 
die  Reihenentwicklung: 

(1)  g{x,  y)  =  log (^y^  +  a  +  2 ,^-(aW cos Id-  +  U^^ sin kd-) , 

welche  jedenfalls  innerhalb  eines  Kreises  mit  dem  Radius  d  um  0  con- 
vergent  ist. 

Ist  die  Minimaldistanz  d  =  1,  so  heisst  das,  der  Bereich  B  sei  mit 
der  Fläche  des  Kreises  K  identisch.  Dann  gilt  einfach  g  =  log  {r~  ^), 
und  also  sind  in  der  Entwicklung  (1)  das  Absolutglied  a  sowie  alle 
weiteren  Coefficienten  a^''\  W'^  gleich  nuU.  Für  beliebige  Minimaldistanz 
<?  <C  1   ist  sicher: 

(2)  K^,!/)-log(') 

im  Bereiche  B  überall  harmonisch.  Am  Rande  R  von  B  ist  g  =  0  und 
r  ^  1,  wobei  das  Gleichheitszeichen  (wegen  d<.  1)  jedenfalls  nicht  überall 
zutrifft.  Die  Function  (2)  ist  also  längs  R  jetzt  sicher  ^  0,  wobei  auch 
hier  das  Gleichheitszeichen  nicht  beständig  gilt.  Somit  wird  nach  einem 
pg.  4:48  aufgestellten  Satze  im  Innern  von  B  stets: 

g(x,y) -log(^y^<0 

gelten.  Im  Punkte  0,  der  innerhalb  B  liegt,  hat  aber  die  Function  (2) 
zufolge  (1)  den  Werth  a.  Somit  folgt  für  das  Äbsolutglied  a  der  Bnt- 
Wickelung  (1)  unserer  Green' sehen  Function  g(x,  y)  die  Ungleichung: 

(3)  a<0, 

sobald  die  Minimaldistmiz  d  <il  ist. 

Das  erste  Theorem  von  Koebe  giebt  nun  eine  wesentliche  Ver- 
schärfung dieses  Resultates   und   kann  so  ausgesprochen  werden:    Ent- 

*)  Cf.  Osgood,  ^.Lehrbuch  u.s.w^\  pg.  573. 
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nimmt  man  eine  Zahl  D  dem  Intervall  0  <  Z)  <  1  irgendwie  und  schreibt 
für  die  Minimaldistanz  d  die  Ungleichung  d  ^  D  vor,  so  lässt  sich,  ivie 
auch  übrigens  der  Bereich  B  gestaltet  sein  mag,  eine  hestimmte  Zahl  ^  <  0 
angeben,  so  dass  das  Absolutglied  a  der  Entwicldiing  (1)  unserer  Green- 
schen  Function  g(x,  y)  der  Ungleichung: 

(4)  a<Ä 

genügt. 

Dieser  Satz  ist  beweisbar  durch  Vergleich  der  Function  gix,  y)  mit 
einer  zweiten  Green'schen  Function  G{x,y),  deren  Bereich  B'  den  Be- 
reich B  als  Theilbereich  enthält,  und  die  ihrerseits  allein  durch  die  Aus- 
wahl der  Zahl  D  bedino;t  ist.  Der  Bereich  B'  ist  zweiblättrig  und 
wird  in  folgender  Weise  gewonnen: 

Nach  der  Voraussetzung  giebt  es  mindestens  einen  llaudpunkt  von 
B,  der  den  Abstand  d  vom  Nullpunkte  0  hat.  Von  diesem  Punkte 
ziehen  wir  eine  sich  selbst  nicht  überkreuzende  Linie,  welche  nirgends 
in  das  Innere  von  B  eintritt,  zunächst  bis  zur  Peripherie  K  und  von 
dort  ausserhalb  K  etwa  geradlinig  weiter  bis  nach  z  =  oo.  Da  d  ^  1) 
ist,    so    kann    man    auf   dieser    Linie    einen    Punkt    Zq    markieren,    für 

welchen  ^^  |  =  D  gilt.  Sollte  es 
mehrere  solche  Punkte  geben,  so 
verstehen  wir  unter  Zq  den  bei  der 
Ziehung  der  Linie  zuletzt  durch- 
laufenen Punkt  dieser  Art.  Dieser 
Punkt  liegt  innerhalb  K:  derjenige 
Theil  der  gezogenen  Linie,  welcher 
von  Zq  nach  z  =  oo  verläuft,  heisse 
L  (cf.  Fig.  102). 

Man  führe  nun  die  zur  Function 
Yz  —  Zq  gehörende  zweiblättrige 
Riemann'sche  Fläche  über  der  z- 
Ebene  ein,  benutze  hierbei  die  Linie 
L,  was  statthaft  ist,  als  Verzwei- 
gungsschnitt und  stelle  sich  vor, 
dass  der  Bereich  B  im  oberen  Blatte  gelescen  sei.  Diese  Riemann'sche 
Fläche  ist  einfach  zusammenhängend.  Der  Kreis  K  liefert  auf  ihr  erst 
nach  zweimaliger  Durchlaufung  i^eine  geschlossene  Curve.  Führen  wir 
durch  beide  Blätter  längs  K  einen  Schnitt  und  nehmen  den  ausserhalb  K 
verlaufenden  Theil  der  Fläche  fort,  so  restiert  ein  gleichfalls  einfach  zu- 
sammenhängender Bereich  mit  einer  in  sich  zurücklaufenden  Randcurve. 
Aus  diesem  Bereiche  wollen  wir  nun  im  unteren  Blatte  noch  alle  durch 


Fig.  102. 
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1^1  <—D  charakterisierten  Punkte  herausnehmen,  wodurch  eine  Kreis- 
peripherie des  Radius  ^ D  um  0  im  unteren  Blatte*)  als  zweite  Rand- 

curve  auftritt.  Der  so  entspringende  zweifach  zusammenhängende  Be- 
reich sei  der  zu  construierende  Bereich  J?'.  Dieser  Bereich  JB'  ist  allein 
durch  die  geivählte  Zahl  D  und  die  Lage  des  Punktes  £q  auf  der  Peri- 
pherie des  Kreises  vom  Radius  D  um  0  bedingt;  dagegen  sind  die 
Fundianen  des  Bereiches  B'  natürlich  unabhängig  von  der  besonderen 
Führung  des  VersweigungsschniUes  L  zwischen  z^  und  K.  Offenbar  ist 
B  wieder  ein  Theilbereich  von  B',  der  vielleicht  Theile  der  Peripherie  K 
des  oberen  Blattes  mit  dem  Rande  von  B'  gemein  hat. 

Nach  den  Sätzen  von  §  3,  pg.  451  ff.  existiert  die  zum  Punkte  0 
gehörige  Green'sche  Function  G{x,  y)  des  Bereiches  B'  und  sei  in  der 
Umgebung  von  0  durch  die  daselbst  convergente  Reihe: 

(5)  G{x,  y)  =-  log  (  \^  +A+  y^r'iÄ^'^  cos  A;^  +  5(*)  sin  hd-) 

dargestellt.  Nach  den  soeben  gemachten  Angaben  wird  diese  Function 
zwar  nicht  nur  durch  den  absoluten  Betrag  Zq^  =  -Ö,  sondern  auch 
durch  die  Amplitude  von  z^^  bedingt  sein.  Aber  da  zwei  Bereiche  B' 
mit  gleichem  Zq  und  verschiedenen  Amplituden  von  Zq  im  wesentlichen 
einfach  durch  Drehung  um  0  in  einander  überführbar  sind,  so  ändern 
sich  bei  Änderung  der  Amplitude  von  Zq  nur  die  Coefficienteu  A^^\  B^'^\ 
Ä^"\  _B(2)^  ...  in  (5),  dagegen  bleibt  das  Absolutglied  Ä  unverändert:  Das 
Absolutglied  A  in  der  Entwicldung  (5j  der  G-reen' sehen  Function  G{x,  y) 
ist  eine  allein  von  der  ausgewählten  Zahl  D  abhängende  Grösse. 
Die  Function: 

(6)  G{x,  y)  4-  log  r 

ist  im  Bereiche  B'  überall  harmonisch.  Auf  der  Randkurve  K  von  B' 
verschwindet  dieselbe,  auf  der  zweiten  im  unteren  Blatte  gelegenen  Rand- 
curve  von  B'  aber  hat  sie  den  constanten  negativen  Werth: 


log(Y)<-log2, 


Demnach  ist  die  Function  (6)  im  Innern  von  B'  überall  negativ  (cf. 
pg.  448),  und  da  sie  insbesondere  im  Punkte  0  den  Werth  A  annimmt, 
so  folgt:    Die  allein  von  D  abhängende  Zahl  A  genügt  der  Ungleichung: 

(7)  A<0. 


*)  Man  beachte,    dass  kein  Punkt   des  Verzweigungsschnittes  L  vom  Mittel- 
punkte 0  eine  Entfernung  <C  D  hat. 


462     n.  Fundamentaltheoreme  über  die  Existenz  polymorpher  Functionen. 

Wir  vollzielien  nun  den  Vergleich  zwischen  gix^  y)  und  G{x,  y). 
Die  letztere  Function  ist  für  jeden  inneren  Punkt  von  B'  positiv.  Da 
B  ein  vom  Ganzen  verschiedener  Theilbereich  von  B'  ist,  so  sind  die 
auf  dem  Rande  li  von  B  eintretenden  Werthe  von  G{x,y)  noth wendig 
^  0,  wobei  das  Gleichheitszeichen  nicht  überall  gilt.  Die  für  B  erklärte 
Function: 

(8)  G{x,y)-g{x,y), 

die  in  B  überall  harmonisch  ist,  wird  demnach  längs  des  Randes  B 
gleichfalls  ^  0  sein,  unter  Ausschluss  der  beständigen  Geltung  des 
Gleichheitszeichens.    Demnach  gilt  innerhalb  B  überall: 

G{x,y)-g{x,y)>0, 

und  wir  finden  insbesondere  für  den  Punkt  0  die  Ungleichung: 

A>  a, 

womit  das  oben  aufgestellte  Theorem  bewiesen  ist. 

Aus  dem  bewiesenen  Theoreme  ziehen  wir  eine  Folgerung,  die 
später  benutzt  wird.  Es  sei  eine  dem  Intervall  0  <  £  <  1  angehörende 
Zahl  E  beliebig  klein,  aber  fest  gewählt.  Die  zu  Z)  =  1  —  £  im  Sinne 
des  bewiesenen  Theorems  gehörende  Zahl  A  heisse  speciell  a.  Jeder 
Bereich  B  mit  einer  Minimaldistanz  d  -^1  —  £  hat  alsdann  als  Absolut- 
glied in  der  Entwicklung  (1)  der  Green'schen  Function  eine  Zahl  a, 
für  welche  a  <  a  gilt.  Umgekehrt  hat  demnach  ein  Bereich,  für  den 
jenes  Absolutglied  a  dem  Intervall  «  ^  a  <  0  angehört,  nothwendig 
eine  Minimaldistanz  rf>l  — £.  Also  gilt  die  Folgerung:  Ist  e  dem 
Intervall  0  <  £  <  1  als  beliebig  Meine,  aber  feste  Zahl  entnommen,  so  gieibt 
es  eine  Zahl  a,  die  <0  ist,  so  dass  für  einen  Bereich  B,  hei  dem  das  Ab- 
solutglied a  in  der  EntivicTdung  der  Green'schen  Function  der  Ungleichung 
a^cc  genügt,  die  Minimaldistanz  d  nothicendig  die  Bedingung: 

(9)  1  -  fZ  <  £ 
befriedigt.  — 

Der  vorstehende  Satz  kommt  beim  Hauptkreistheorem  zur  Benutzung. 
Ein  mit  ihm  nahe  verwandter  Satz,  der  nun  abzuleiten  ist,  dient  ent- 
sprechend dem  Grenzkreistheorem.  Der  Bereich  B  sei,  wie  bisher, 
schlicht  und  einfach  zusammenhängend;  auch  enthalte  er  wieder  den 
Nullpunkt  0  in  seinem  Innern.  Der  Punkt  ^"=00  soll  weder  dem  Innern 
noch  dem  Rande  R  von  B  angehören;  es  soll  also  B  ein  endlicher  Be- 
reich sein.  Dabei  ist  für  die  Eigenart  des  aufzustellenden  Theorems 
sehr  bemerkenswerth,  dass  wir  übrigens  Iceine  obere  Grenze  für  die 
„Maximaldistanz"    des    Bandes    R    vom    Nullpunkte     0    vorauszusetzen 
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brauchen.  Die  einzige  jetzt  noch  hinzutretende  Forderung  ist  die,  dass 
jedenfalls  die  zum  Punkte  0  gehörende  Green'sche  Function  von  B 
existieren  soll. 

Unter  d  verstehen  wir  wie  bisher  die  „Minimaldistanz"  des  Be- 
reiches B,  d.  i.  den  kürzesten  Abstand  eines  Randpunktes  vom  Null- 
punkte 0.  Es  gilt  alsdann  folgendes  zweite  Theorem  von  Koebe: 
Wählt  man  eine  der  Bedingunr/  D  >  0  genügende  Zald  I)  beliebig  aber 
fest,  und  schreibt  man  für  die  Minimaldistanz  d  des  Bereiches  B  die  Un- 
gleichung d  ^  I)  vor,  so  giebt  es,  wie  auch  übrigens  B  vorschriftsgemäss 
gewählt  sein  mag,  eine  bestimmte  endliche  Zahl  A,  so  dass  das  Absolut- 
glied a  in  der  Entwicklung  (1)  der  Green' sehen  Function  g{x,y)  von  B 
der  Ungleichung  genügt: 
(10)  a<A. 

Der  Beweis  beruht  auf  denselben  Principien  wie  derjenige  des 
ersten  Theorems.  Wir  ziehen  von  einem  Randpurikte  des  Bereiches  B^ 
der  gerade  den  Abstand  d  von  0  hat,  eine  sich  nicht  selbst  üb  er  kreuzen  de 
und  nicht  in  das  Innere  von  B  eindringende  Linie  bis  zum  Punkte  z  =  oo. 
Da  d  ^  D  ist,  so  giebt  es  auf  dieser  Linie  mindestens  einen  Punkt  Zq 
mit  dem  Abstände  \Zq\=I)  vom  Nullpunkte  0.  Kommen  mehrere 
solche  Punkte  auf  der  Linie  vor,  so  sei  Zq  der  beim  Beschreiben  der 
Linie  zuletzt  durchlaufene  unter  ihnen.  Den  zwischen  diesem  Punkte  Zq 
und  dem  Endpunkte  z  =  oo  gelegenen  Theil  unserer  Linie  nennen  wir  L 
und  denken  diese  L"inie  L  wie  oben  wieder  als  Verzweigungsschnitt  der 
zur  Function  Yz  —  z^  gehörenden  zweiblättrigen,  einfach  zusammen- 
hängenden Riemann'schen  Fläche. 

Wir  stellen  uns  wieder  vor,  dass  der  Bereich  B  im  oberen  Blatte 
dieser  Fläche  gelegen  sei.  Aus  dem  unteren  Blatte  aber  schneiden  wir 
genau  wie  oben  die  durch  |  -^  |  <  ^B  erklärte  Kreisscheibe  aus.  Der 
Restbereich  B\  der  den  Punkt  z  =  oo  enthält,  ist  einfach  zusammen- 
hängend und  hat  den  Kreis  des  Radius  -^JD  um  0  im  unteren  Blatte 
als  Randcurve.  Die  Functionen  des  Bereiches  B'  werden  allein  durch 
die  Lage  des  Punktes  Zq  bedingt,  aber  von  der  zufälligen  Führung 
des  Verzweiguncrsschnittes  L  unabhängicr  sein.  Bilden  wir  insbesondere 
die  zum  Punkte  0  gehörende  Green'sche  Function  G(x,  y)  von  B',  so 
finden  wir  wie  vorhin,  dass  das  Absolutglied  A  in  der  Entwicklung  (5) 
derselben  nur  noch  vom  absoluten  Betrage  j  ^^  =  D  abhängt,  von  der 
Amplitude  der  complexen  Zahl  Zq  aber  unabhängig  ist. 

Der  Bereich  B  ist  ein  vom  Ganzen  verschiedener  Theü  von  B'  und 
ragt  nirgends  an  den  Rand  von  B'  heran.  Demnach  ist  die  für  B  er- 
klärte Function: 
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(11)  Gix,y)-9(x,y), 

welche  in  diesem  Bereiche  überall  harmonisch  ist,  längs  des  ganzen 
Randes  R  nothwendig  >  0.  Somit  wird  die  Function  (11)  auch  im 
inneren  Punkte  0  sicher  >  0  sein  (cf.  pg.  448),  woraus  sich  die  im 
Theoreme  behauptete  Ungleichung  ergiebt: 

Ä>  a. 

Als  Zusatz  notieren  wir:  Ist  D  y-  1,  so  gilt  für  Ä  die  Ungleichung 
^  >  0 .  Ist  nämlich  Z>  >  1 ,  so  gehören  zu  den  Bereichen  B  auch  solche, 
welche  den  Einheitskreis  der  2 -Ebene  ganz  in  ihrem  Innern  enthalten. 
In  einem  derartigen  Falle  ist  die  Function: 

(12)  g{x,  y)  +  log  r 

im  fraglichen  Kreise  überall  harmonisch  und  auf  seiner  Peripherie  stets 
>  0.  Also  gilt  für  den  Werth  a  der  Function  (12)  im  Nullpunkte 
gleichfalls  <x  >  0,  womit  aus  (10)  um  so  mehr  ^  >  0  folgt. 

Wie  oben  schliessen  wir  auch  hier  eine  Folgerung  aus  dem  zweiten 
Koebe'schen  Theoreme  an.    Wählen  wir  eine  Zahl  £  aus  dem  Intervalle 

0  <  £  <  1  beliebig  klein,   aber  fest  und   setzen  Z)  =      ,    so  gehört  zu 

diesem  D   im   Sinne   des  Theorems   eine   bestimmte   Zahl  .4  >  0.    Wir 

schreiben    -^  =  «,    so  dass  auch  a  eine   mit  e  fest  bestimmte  endliche, 

der  Bedingung  a  >  0  genügende  Zahl  ist.  Für  alle  Bereiche  B  mit 
d^D  gilt  a<  J.,  also  kann  ein  Bereich  mit  a'^A  nicht  d^D  haben. 
Wir  gewinnen  somit  die  Folgerung:  Ist  s  dem  Intervall  0  <  £  <  1  als 
beliebig  Ideine  Zahl  fest  entnommen,  so  giebt  es  eine  bestimmte  endliche, 
der  Bedingung  o;  >  0  genügende  Zahl  a  der  Art,  dass  für  alle  endlichen 
wie  oben  gewählten  Bereiche  B,  bei  denen  das  Absolutglied  a  in  der  Ent- 
wicklung (1)  der  zugehörigen  Green' sehen  Function  g{x,  y)  der  Ungleichung 

a  ^  —  genügt,  nothwendig  die  Minimaldistans  d  die  Bedingung: 

(13)  d>{ 
befriedigt. 

§  6.   Herstellung  der  Überlagerungsfläche  J^«  im  Grenzkreisfalle. 

Wir  gehen  jetzt  an  die  Grundlegung  der  „Methode  der  Überlagerungs- 
fläche", und  zwar  zunächst  für  den  GrenzkreisfaU.  Über  der  Ebene  einer 
Variabelen  2  sei  irgend  eine  geschlossene  wi- blättrige  Riemann'sche 
Fläche  F  des  Geschlechtes  i^  gegeben,  für  welche  nach  einer  bekannten 
Regel   die   Anzahl    der  Verzweigungspunkte    <  2»?  -]-  2p  —  2    ist.    Die 


II,  2,  Beweis  des  Hauptkreis-  und  des  Grenzkreistheorems.  465 

Fläche  sei  mit  7i  beliebig,  aber  fest  gewählten  Punkten  e^,  e.^,  .  .  .,  e„ 
signiert,  welchen  wir  ebenso  viele  ganze  Zahlen  /^,  l^,  .  .  .,  l^,  die  ^2 
seien  und  auch  ==  co  sein  dürfen,  /Aiordnen.  Das  Symbol  {p,  n-J^,h,...,  l„) 
nennen  wir,  wie  üblich,  die  „Signatur"  der  Fläche.  Die  Zahl  n  kann 
hierbei  auch  gleich  0  sein,  wo  alsdann  die  Signatur  (p,  0)  vorliegt. 

Man  beachte  sogleich:  Es  sind  alle  diejenigen  niederen  Signaturen 
auszuschliessen ,  hei  denen  entweder  überhaupt  hein  Grenslreistheorem  in 
Betracht  Jiommt,  oder  hei  denen  dies  Theorem  von  vornherein  feststeht.  Dies 
sind  zunächst  die  Signaturen  mit  p  =  0,  n  <,  3,  aber  auch  alle  Signa- 
turen (0,  3;  Zj,  ?2  7  ^s)-  -^^^  ^^^  niedersten  unter  ihnen  liegen  nämlich 
elliptische  oder  parabolische  Rotationsgruppen  vor;  bei  den  übrigen  be- 
achte man,  dass  hier  ja  im  Einzelfalle  (für  den  invarianten  Standpunkt) 
stets  nur  eine  Fläche  F  vorliegt,  und  dass  die  Existenz  der  unserem 
Theorem  entsprechenden  polymorphen  Function  l{z)  aus  derjenigen  der 
zugehörigen  automorphen  Function  zi^)  bereits  folgt.  Für  p==0  werden 
wir  somit  w^4  annehmen  und  auch  hier  noch  den  Specialfall  (0, 4;  2, 2, 2, 2) 
ausschliessen,  insofern  ja  letzterer  zu  einer  paraliolischen  Rotationsgruppe 
führt  und  also  für  ihn  die  Richtigkeit  des  zugehörigen  Fuudamental- 
theorems  bereits  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  folgt.  Aus 
dem  gleichen  Grunde  schliessen  wir  für  2?=  1  den  niedersten  Fall  (1,  0) 
aus.    Weitere  Ausschliessungen  finden  jedoch  nicht  statt. 

Auf  F  führe  man  ein  kanonisches  Querschnittsystem  etwa  von  der- 
jenigen übersichtlichen  Gestalt  ein,  wie  sie  dem  Satze  in  I  pg.  319  zu 
Grunde  liegt.  Es  soUeu  also  die  2p  conjugierten  Rückkehrschnitte  a.,  &,• 
von  einem  und  demselben  Punkte  der  Fläche  auslaufen,  und  von  dem 
gleichen  Punkte  soUen  auch  die  n  Schnitte  C;.  nach  den  Punkten  e^  aus- 
ziehen, wobei  die  Reihenfolge  dieser  Schnitte  der  schon  oben  benutzten 
Reihenfolge  dieser  Punkte  entspreche.  Bei  der  Ausführung  dieser 
Schnitte  woUen  wir  folgende  Vorschrift  befolgen:  Jeder  der  Schnitte 
a-,  h-,  Cf.  soll  sich  aus  endlich  vielen  analytischen  Studien,  z.  B.  aus  Ge- 
raden, aufbauen,  die  im  gemeinsamen  Ursprung  'der  Schnitte  unter  nicht 
verschivindenden  Winlceln  zusammenlaufen.  Die  Erfüllung  dieser  Vorschrift 
begegnet  keiner  Schwierigkeit. 

Die  zerschnittene  Fläche  wollen  wir  mit  F^,  ihren  Rand  mit  R^ 
bezeichnen.  F^  stellt  einen  einfach  zusammenhängenden  Bereich  dar, 
dessen  Rand  i?^  aus  den  (2w -f- 4p)  Ufern  der  (« -f  22;)  Querschnitte 
besteht.  Wir  wollen  das  einzelne  solche  Ufer,  vom  gemeinsamen  Ur- 
sprung der  Schnitte  bis  zu  einem  Punkte  e  bezw.  vom  gemeinsamen 
Ursprung  bis  zu  diesem  letzteren  zurück  reichend,  als  eine  „Seite"  des 
Randes  R^  bezeichnen. 

Bei   der  Herstellung  der   Übcrlagerungsfläche  jP«  handelt   es    sich 
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nun  nach  pg.  443  um  ein  Übereinanderschichten  unendlich  vieler 
Exemplare  der  eben  gewonnenen  Fläche  F^  und  um  Verbindung  dieser 
Exemplare  mit  einander  genau  in  der  Weise,  wie  die  unendlich  vielen 
Polygone  P  eines  Grenzkreisnetzes  iVvon  der  Signatur  (p,n'^  hfhj  •  ■  •>  K) 
mit  einander  verbimden  erscheinen. 

Um  diesen  Überlagerungsprozess  jetzt  näher  auszuführen,  greifen 
wir  irgend  ein  nicht  ausartendes  Grenzkreispolygon  P^  auf,  welches 
die  Signatur  (i?,  w;  ^i,  ^2»  •  •  •>  O  unserer  Fläche  F  hat.  Die  festen  Ecken 
von  P^  nennen  wir  der  Unterscheidung  halber  e^,  e^,  .  .  .,  £^  und  setzen 
voraus,  dass  dieselben  am  Rande  von  P^  dieselbe  Reihenfolge  darbieten, 
wie  die  ihnen  entsprechenden  Funkte  e^^,  e^,  . . .,  e^  am  Rande  von  P\.  Der 
Anschaulichkeit  halber  denken  wir  P^  in  der  projektiven  Ebene  ge- 
legen und  als  geradliniges  Polygon  von  (2n  -\-  4p)  Seiten  und  durch- 
weg konkaven  oder  doch  nicht-konvexen  Winkeln  gestaltet. 

Wir  können  nun  den  Rand  des  Polygons  P^  auf  den  gleichartigen 
Rand  des  Bereiches  F^  eindeutig  beziehen,  indem  wir  vor  allem  den 
Ecken  s^,  s^,  .  .  . ,  s^^  von  P^  die  „Ecken"  e^,  e.2,  .  ■  .,  e^^  des  Randes  von 
P\  entsprechen  lassen  und  die  zwischen  liegenden  Seiten  von  I\  sowie 
auch  die  übrigen  Seiten  von  Pj  unter  Wahrung  der  Reihenfolge,  d.  i. 
also  den  homologen  Seiten  des  Randes  von  P\  zuordnen.  Da  es  sich 
weiterhin  nur  um  Erwägungen  der  „Analysis  situs"  handelt,  so  ge- 
nügt es,  zwei  homologe  Seiten  einander  als  ganze  zuzuordnen,  ohne 
diese  Zuordnung  für  die  einzelnen  Punkte  der  Seiten  zu  specialisieren. 
Im  gleichen  Sinne  ordnen  wir  das  ganze  Polygon  P^  und  die  Fläche  F^ 
einander  zu. 

Wir  begründen  nun  einen  Annäherungsprozess  an  die  Uberlage- 
rungsfläche,  indem  wir  zunächst  in  der  projektiven  Ebene  folgende 
Construction  ausführen.  Wir  lagern  in  dem  zu  P^  gehörenden  Poly- 
gonnetze N  an  Pj  aRe  diejenigen  Polygone  an,  welche  mit  P^  minde- 
stens einen  nicht-parabolischen  Randpunkt  gemein  haben.  Anzulagern 
ist  also  jedes  längs  einer  Seite  von  P^  benachbarte  Polygon,  desgleichen 
alle  um  eine  elliptische  oder  zufällige  Ecke  von  P^  herumliegenden 
Polygone,  endlich  aber  an  einer  parabolischen  Ecke  stets  nur  die  zwei 
benachbarten  Polygone,  welche  ja  mit  P^  je  eine  Seite  gemein  haben. 
Sehen  wir  diese  beiden  Polygone  als  im  parabolischen  Eckpunkte  zu- 
sammenhängend an,  so  ist  es  ein  einfach  geschlossener  Kranz  von  Poly- 
gonen, welche  wir  angelagert  haben.  Mögen  dieselben  zusammen  mit  Pj 
einen  Bereich  bedecken,  den  wir  mit  Pg  bezeichnen  wollen. 

Vor  allen  Dingen  stellen  wir  fest,  dass  Pg  ivieder  ein  einfach  zu- 
sammenhängender Bereich  ist.  Dabei  ist  P^  ein  vom  Ganzen  verschiedener 
Theilbereich  von  Pg,  und  der  Rand  von  P^  verläuft  ganz  innerhalb  von 
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Pg;  abgesehen  von  den  etwa  auftretenden  parabolischen  Ecken,  welche 
der  Rand  von  P^  mit  dem  von  P^  gemein  hat*). 

Wir  lagern  weiter  an  P^  alle  diejenigen  Polygone  des  Netzes  N 
an,  welche  mit  diesem  Bereiche  Pg  mindestens  einen  von  einem  para- 
bolischen Punkte  verschiedenen  Randpunkt  gemeinsam  haben.  Durch 
Hinzunahme  dieser  iimgelagerten  Polygone  wird  Pg  zu  einem  aus  endlich 
vielen  Polygonen  zusammengesetzten  Bereiche  Pg  von  einfachem  Zu- 
sammenhange**) erweitert.  In  gleicher  Weise  fahren  wir  fort  und  ge- 
winnen eine  unendliche  Kette  von  einfach  zusammenhängenden  Bereichen  P^, 
P2,  P3,  .  .  .,  deren  einzelner  P,,  einen  aus  endlich  vielen  Seifen  aufgebauten 
in  sich  zurücklaufenden  Hand  besitzt.  Dabei  gilt  weiter:  Für  jedes  end- 
liehe  V  ist  P,,_i  ein  vom  Ganzen  verschiedener  Theil  von  P^,  indem  der 
Band  von  P,,_i  abgesehen  von  den  parabolischen  Ecl-pimliten,  in  denen 
P^._i  allemal  an  den  Rand  von  P,,  heranreicht,  ganz  im  Innern  von  P,, 
verläuft.  Übrigens  kann  bekanntlich  jeder  Innenpunkt  des  Netzes  N 
nach  Durchlaufung  von  nur  endlich  vielen  Polygonen  vom  Ausgangs- 
raume  P^  aus  erreicht  werden.  Also  folgt  schliesslich:  Für  jeden  inneren 
PunM  des  Netzes  N  oder  (falls  ivir  zur  t,-Ebene  zurüclxgehen)  für  jeden 
inneren  Punkt  der  Fläche  des  Grenzkreises  giebt  es  eine  endliche  Zahl  v, 
so  dass  jener  PunJd  in  P,.  und  also  auch  in  P,,  +  i,  ^,+27  •••  5'^%^^*  ist- 
Insbesondere  gilt  dies  natürlich  auch  von  den  zufälligen  und  elliptischen 
Ecken  im  Netze  N.  ivährend  der  einzelne  parabolische  Punkt  von  einem 
bestimmten  v  ah  Bandpunkt  von  P,,  wird  und  dann  dauernd  Bandpunkt 
der  folgenden  Bereiche  P,^i,  P,.  +  2}  •  •  •  ^'^^i^i-  Man  kann  das  vorliegende 
Sachverhältniss  dahin  ausdrücken,  dass  sich  unsere  Bereiche  P^,  Pg,  P3,  ... 
gleichmässig  einem  Grenzbereiche  P«,  nähern,  ivelcher  die  schlicht  bedeckte 
Fläche  der  Ellipse  der  projectiven  Ebene  beziv.  des  Grenzkreises  in  der 
t-Ebene  isf***). 

*)  Erhebt  man  den  Einwurf,  dass  am  Polygon  P^  gelegentlich  convexe  Winkel 
(Summen  je  zweier  Polygonwinkel  im  Netze  N)  auftreten  können,  und  dass  dem- 
nach der  einfache  Zusammenhang  von  P^  nicht  unmittelbar  evident  sei,  so  würden 
wir  durch  eingehendere  Winkelbetrachtungen  in  der  projectiven  Ebene  diesen  Ein- 
wurf entkräften  können.  Doch  können  wir  auch,  um  nicht  zu  weit  auf  die  Theorie 
der  Polygone  einzugehen,  folgendermaassen  verfahren:  Jedenfalls  hat  I\  eine 
äussere  Umrandung,  die  aus  endlich  vielen  Seiten  des  Netzes  N  zusammengesetzt 
erscheint;  auch  werden,  wo  etwa  zwei  benachbarte  unter  diesea  Seiten  in  einem 
parabolischen  Punkte  zusammenstossen,  nur  endlich  viele  Polygone  des  Netzes  N 
zwischen  ihnen  an  diesen  Punkt  heranragen.  Man  verstehe  nun  unter  P^  einfach 
den  Complex  der  endlich  vielen  von  diesem  äusseren  Rande  umschlossenen  Poly- 
gone des  Netzes  N.  Dieser  Bereich  P,  i^^  dann  sicher  einfach  zusammenhängend. 
**)  Siehe  nöthigenfalls  die  vorige  Fussnote. 

***)  Dieser  Angabe  liegt  die  gewöhnliche  (nicht  die  projective)  Massbestimmung 
in  der  Ebene  der  Ellipse  bezw.  der  i- Ebene  zu  Grunde. 
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Den  endlich  vielen  Polygonen,  welche  den  Complex  P,,  zusammen- 
setzen, ordnen  wir  jetzt  ebenso  viele  Exemplare  der  Fläche  F^  zu  und 
schichten  dieselben  über  einander.  Wir  heften  sodann  je  zwei  dieser 
Flächenexemplare,  die  benachbarten  Polygonen  des  Complexes  entsprechen, 
längs  der  betreffenden  (über  einander  gelegenen)  Schnittränder  („Seiten^* 
der  beiden  Exemplare  F.^_)  zusammen  und  erzeugen  in  dieser  Art  einen 
zusammenhängenden  Flächencomplex  F^.,  der  in  Ansehung  der  gegen- 
seitigen Lagen  beziehungen  der  verschiedenen  Exemplare  F^  zu  einander 
den  Bereich  P,,  zum  eindeutigen  Abbild  besitzt.  Wir  stellen  demnach 
fest:  Der  Bereich  F^  ist  einfacli  zusammen] längend,  hedecld  die  z-Ebene 
endlich-blätterig  7nit  endlicli  vielen  VerztcelgimgsinmJcten  und  besitzt  einen 
in  sich  zurücklaufenden  Rand  P,,,  der  aus  endlich  vielen  analytischen, 
Curvenstüclen  mit  nicht  verschtvindenden  Eclenwinkeln  zusammengesetzt 
erscheint.  Die  Verzweigungspunkte  rühren  theils  von  denjenigen  der  ur- 
sprünglichen Fläche  F  her,  theils  treten  sie  an  den  Stellen  e^^  beim 
Übereinanderschichten  der  Exemplare  F^  auf. 

Diese  Angaben  gelten  für  jede  endliche  ganze  Zahl  v.  Stellen  wir  jetzt 
aber  die  unbegrenzte  Kette  F^,  F^,  F^,  ...  von  berandeten  Flächen  her, 
so  lesen  wir  betreffs  der  gegenseitigen  Beziehung  derselben  aus  den 
obigen  die  P,.  angehenden  Angaben  ab:  Für  jedes  endliche  v  ist  F^,_^ 
ein  vom  Ganzen  verschiedener  Thed  des  Bereiches  F^,,  wobei  der  Band 
-Rv-i  ^"^**  -^'i-i;  abgesehen  von  den  parabolischen  Punhten  e^.,  in  denen 
allemal  F^,_i  an  den  Band  von  F^.  heranreicht,  ganz  innerhalb  von  F^ 
verläuft.  Jeder  parabolische  Punkt  Cf.  wird  demnach  dauernd  am  Rande 
unserer  Bereiche  gelegen  bleiben. 

Mit  wachsendem  v  nähern  sich  nun  die  Bereiche  P,,  mehr  und  mehr 
demjenigen  Gebilde  P^c  an,  welches  wir  als  die  für  das  Grenzkreistheorem 
zu  benutzende  „Überlagerungsfläche"  der  Biemann'sclien  Fläche  F^  be- 
zeichnen wollten  (cf.  pg.  443).  Diese  Uberlagerungsfläche,  welche  ihr 
eindeutiges  Abbild  im  ganzen  Polygonnetze  N  =  P»  findet,  ist  ein  voll- 
kommen bestimmtes  Gebilde,  insofern  jedes  ihrer  Blätter  bezw.  jedes 
ihrer  Exemplare  P^  von  der  Ausgangsfläche  F^  aus  durch  einen  be- 
stimmten endlichen  Process  zu  erreichen  ist.  Für  jedes  endliche  v  ist  F^ 
ein  vom  Ganzen  verschiedener  Bestandtheil  der  Uberlagerungsfläche  P«. 
Auf  der  anderen  Seite  giebt  es  für  jeden  Innenpunkt*)  und  für  jede 
Curve  im  Innern  von  i*«  eine  endliche  Zahl  v,  so  dass  der  Punkt  bezw. 


*)  Ein  Punkt  e^^  von  parabolischem  Charakter  liegt  zwar  von  einem  gewissen 
Index  an  auf  dem  Bande  jedes  weiteren  Bereiches  F^,  gehört  also  nicht  zu  den 
„inneren"  Punkten  der  Fläche  F^,.  Jedoch  kann  ein  solcher  Punkt  bei  der  Uber- 
legunor  des  Textes  auch  den  inneren  Punkten  zugerechnet  werden. 
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die  Curve  dem  Bereiche  F^.  angehört.  Innerhalb  F^,  also  innerhalb  F^x, 
ist  jede  geschlossene  Curve  ohne  Zerreissen  stetig  auf  einen  Punkt  zu- 
sammenziehbar:  Die  Uberlar/eningsfläche  Fo,  stellt  demgemäss  einen  ein- 
fach zusatmnenhängenden  Bereich  dar. 

§  7.   Herstellung  der  Überlagerungsfläche  _foo  im  Hauptkreisfalle. 

Es  sei  jetzt  eine  beliebige  ortJiosymmetrische  Riemann'sche  Fläche  F 
vorgelegt,  die  m- blätterig  über  der  ^-Ebene  lagere  und  das  Geschlecht  p 
besitze.  Die  Anzahl  der  Symmetrielinien  heisse  [i.  Die  Punkte  e/.,  mit 
denen  wir  F  signiert  denken,  unterliegen  hier  der  Beschränkung,  dass 
keiner  von  ihnen   auf  einer  der  (i  Symmetrielinien  liegen  darf*).     Die 

Anzahl  n  dieser  Punkte  muß  demnach  gerade  sein;  -n  von  ihnen, 
e^,  63,  .  .  .,  ex,i  liegen  in  der  einen  durch  die  u  Symmetrielinien  abge- 
theilten  Flächenhälfte,  während  der  Rest  der  Punkte  e  die  zu  ihnen 
symmetrisch  liegenden  Punkte  der  anderen  Flächenhälfte  sind.  Den 
ersteren  Punkten  ordnen  wir  die  ganzen  Zahlen  ^1,  ?2;  ■  •  •;  ^J-n  ^u,  die  ^2 
seien  oder  auch  00  bedeuten  können;  den  Punkten  e  der  anderen  Flächen- 
hälfte gehören  bezw.  dieselben  Zahlen  l  zu. 

Wir  haben  hier  dieselben  Bezeichnungen  gebraucht,  die  wir  pg.  396 ff. 
bei  der  Besprechung  der  orthosymmetrischen  Flächen  einführten.  Auch 
die  damaligen  Bezeichnungen  p'  und  n  müssen  wir  wieder  aufnehmen, 
aber  allerdings  hier  noch  ohne  Benutzung  eines  Hauptkreispolygons  direkt 
im  Anschluss  an  unsere  Riemann'sche  Fläche  F  erklären.  Wir  nehmen 
die  eine  durch  die  Symmetrielinien  abgetrennte  Flächenhälfte,  welche 
also  eine  mit  ;/  Randcurven  versehene  Riemann'sche  Fläche  ist,  und 
denken  dieselbe  dadurch  wieder  zu  einer  geschlossenen  Fläche  umge- 
staltet, dass  wir  in  jede  Randcurve  einen  einfach  zusammenhängenden 
Bereich  einhängen.  Dann  ist  einfach  p'  das  Geschlecht  der  so  ent- 
stehenden geschlossenen  Fläche.  Für  die  Zahl  n  aber  haben  wir  nach 
(2)  pg.  397  einfach  die  Erklärung: 

w  =  Y  w  +  .« , 

so  dass  n  die  Anzahl  der  in  der  Flächenhälfte  liegenden  Punkte  e  ver- 
mehrt um  die  Anzahl  der  Randcurven  dieser  Hälfte  ist.    Als  „Signatur" 


*)  Über  den  Charakter  solcher  Ausartungen  von  Hauptkreispolygonen,  bei 
denen  eine  elliptische  oder  parabolische  Ecke  auf  eines  der  ju,  Hauptkreissegmeute 
des  Polygones  rückt,  sehe  man  die  Entwicklungen  des  vorigen  Kapitels  z.  B. 
pg.  416  oder  pg.  420. 
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der  Flächenhälfte  wollen  wir  die  Zusammenstellung  {j}' ,  n'\  1^,1^,...,  l„._u) 
bezeichnen. 

Diese  Signatur  ist  dann  gerade  diejenige  von  Hauptkreispolygonen 
(in  der  projectiven  Darstellung),  welche  von  sich  aus  zu  orthosymme- 
trischen  Flächen  unserer  Art  hinführen.  Wir  werden  weiterhin  stets  nur 
mit  der  einen  Flächenhälfte  zu  operieren  haben.  Auf  dieser  legen  wir 
jetzt  ein  canonisches  Querschnittsystem  zu  Grunde,  wie  es  dem  Theoreme 
in  I  pg.  319  entspricht.  Wir  haben  also  von  einer  Stelle  der  Flächen- 
hälfte auslaufend  und  zu  ihr  zurücklaufend  2^9  Rückkehrschnitte  a.,  h^ 
anzulegen,  sowie  von  der  gleichen  Stelle  aus  weitere  n   Querschnitte  c^ 

nach  den  -n  Punkten  e  und  den  a  Randcurven  zu  ziehen.  Die  Anord- 
nung der  Schnitte  treffen  wir  so,  dass  wir  wieder  den  Rand  der  mit  F^ 
zu  bezeichnenden  zerschnittenen  Flächenhälfte  eindeutig  beziehen  können 
auf  den  Rand  eines  ganz  beliebig  gewählten  nicht  ausartenden  Poly- 
gons P^  der  Signatur  (p,  n-l^,!^,--.,  l^'-iu)-  Dabei  verstehen  wir  unter 
P^  ein  in  der  projectiven  Ebene  gelegenes  Polygon,  und  zwar  nur  den 
im  Ellipsen  inneren  gelegenen  Theil,  so  dass  sich  am  Rande  von  P^, 
den  [i  von  den  Symmetrieliuien  herrührenden  Randcurven  von  F^  ent- 
spi'echend,  a  Ellipsensegmente  (Hauptkreissegmente j  betheiligen.  Die 
Beziehung  der  Ränder  von  P\  und  P^  auf  einander  ist  natürlich  in  dem- 
selben Sinne  der  ,.Analysis  situs"  verstanden,  wie  die  entsprechende 
Beziehung  im  vorigen  Paragraphen  (pg.  466).  In  dem  gleichen  Sinne 
soll  auch  die  Fläche  F^  als  Ganzes  der  Fläche  des  Polygons  P^  ent- 
sprechen. 

Die  vorstehenden  Festsetzungen  erfordern  noch  zwei  Ergänzungen. 
Erstlich  nämlich  sollen  auch  hier  die  Schnitte  a,.,  h-,  c^  nicht  ganz  will- 
kürlich gestaltet  sein.  Wir  setzen  vielmehr,  wie  pg.  465,  fest,  dass  jeder 
derselben  aus  endlich  vielen  anahßischen  StücJcen,  z.  B.  aus  Geraden,  zu- 
sammengesetzt sein  soll,  und  dass  dabei  am  gesammten  Hände  von  F^  nur 
von  0  verschiedene  EcJcenwinTcel  auftreten  dürfen.  Die  Erfüllung  dieser 
Forderung  begegnet  auch  hier  keiner  Schwierigkeit.  Was  aber  die  jit  von 
den  Symmetrielinien  herrührenden  Randcurven  von  F^  angeht,  so  sind 
diese  sicher  analytisch,  ja  sogar  algebraisch ;  denn  man  kann  auf  der  ur- 
sprünglichen Riemann'schen  Fläche  F  über  der  ^- Ebene  eine  algebra- 
ische Function  iv  derart  einführen,  dass  sich  jene  ^  Symmetrielinien  auf 
ebenso  viele  reelle  Züofe  der  „alg-ebraischen  Curve'^: 


abbilden  *) 


f(w,  5)  =  0 


*)  Siehe  die  Litteraturnachweise  pg.  396  ff. 
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Eine  zweite  ergänzende  Bemerkung  betrifft  die  etwa  auszuschliessen- 
den  Signaturen  von  elementarem  Charakter.  In  dieser  Hinsicht  liegen 
die  Dinge  hier  einfacher  als  beim  Grenzkreistheorem;  wir  haben  nur 
festzusetzen,  dass  für  p' =  0  die  üngleichmig  n^2  zu  gelten  hat,  wo- 
durch die  auf  cyklische  Gruppen  führenden  Fälle  ausgeschlossen  werden. 
Bei  ihnen  ist  das  Hauptkreistheorem,  sofern  man  noch  von  einem 
solchen  reden  wiU,  entweder  unmittelbar  einleuchtend  (im  elliptischen 
und  parabolischen  Falle)  oder  (im  hyperbolischen  Falle)  aus  der  Theorie 
der  elliptischen  Functionen  bekannt. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  können  wir  zur  Herstellung  der  Über- 
lagerungsfläche  JP«,  genau  so  verfahren  wie  im  vorigen  Paragraphen.  Wir 
gehen  erstlich  auf  das  zum  Polygon  P^  gehörende  Polygonnetz  N  ein 
und  lagern  an  Pj  zunächst  alle  diejenigen  Nachbarpolygone  an,  welche 
mit  P^  mindestens  einen  nicht-parabolischen  Randpunkt  gemein  haben. 
Hinzu  kommen  also  alle  an  den  Seiten  von  P^  benachbarten  Polygone, 
ausserdem  aber  diejenigen  Polygone,  welche  sonst  noch  um  die  im  Innern 
der  Ellipse  (des  Hauptkreises)  gelegenen  Ecken  von  P^  herumliegen. 
Der  solchergestalt  vergrösserte  Bereich  Pg  hat  f'm/ac/?ew  Zusammenhang*). 

In  derselben  Weise  fahren  wir  fort  und  erzielen  eine  unendliche 
Kette  von  immer  umfassenderen  einfach  zusammenhängenden  Bereichen 
Pj,  Pg,  P3,  P4,  .  .  .,  von  denen  mit  einer  einzigen  Ausnahme  alle  oben 
(pg.  467)  über  die  damalige  Bereichkette  geschehenen  Aussagen  wieder 
gelten.  Das  Neue  ist  nur  dies,  dass  der  Band  von  P,_i  nicht  nn/r  mit 
seinen  etwaigen  parabolischen  Punkten,  sondern  immer  auch  mit  seinen 
sämmtlichen  Ellipsensegmenten  an  den  Rand  von  P^  heranragt.  Von  diesen 
Segmenten  gilt  offenbar  dasselbe  wie  von  den  parabolischen  Spitzen, 
nämlich  dass  sie  beständig  am  Bande  der  weiter  folgenden  Bereiche  ver- 
bleiben. Auch  hier  gilt  wieder  der  Satz**),  dass  sich  die  Bereiche  P 
mit  wachsendem  Index  v  einem  Grenzhereiche  P«,  gleichmässig  annähern, 
welcher  nichts  anderes  ist  als  die  schlicht  bedeckte  Fläche  der  Ellipse  (des 
Hauptkreises). 

Den  endlich  vielen  Polygonen,  welche  den  Complex  P,,  zusammen- 
setzen, ordnen  wir  jetzt  wieder  ebenso  viele  Exemplare  der  Fläche  P^ 
zu  und  schichten  dieselben  über  einander.    Die  über  einander  liegenden 

*)  Nöthigenfalls  werden  wir  wie  in  der  Fussnote  pg.  467  überlegen.  Damit 
jene  Betrachtung  hier  völlig  unverändert  gültig  bleibt,  wollen  wir  die  einzelnen 
Polygone  vorübergehend  über  die  ji  Segmente  der  Ellipse  bis  zu  den  ausserhalb 
gelegenen  hyperbolischen  Ecken  fortsetzen.  Für  diese  Ecken  gilt  dann  die  oben 
für  die  parabolischen  Punkte  gegebene  Betrachtung  unmittelbar  mit. 

**)  Natürlich  wie  oben  im  Sinne  der  elementaren  (nicht  der  projectiven)  Maass- 
bestimmung gemeint. 

Fricke-Klein,  Automorphe  Functionen.  II.  3  31 
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Randstiicke  dieser  Exemplare  heften  wir  sodann  an  einander  nach  ge- 
nauer Vorschrift  der  Zusammenhänge,  welche  bei  den  entsprechenden 
Polygonen  im  Complex  P,,  vorliegen.  Es  entspringt  ein  Flächencomplex 
F^,  welcher  in  P^,  sein  eindeutiges  Abbild  findet.  Insbesondere  gilt  wie- 
der: Der  Bereich  F^  ist  einfach  zusammenhängend ,  hedecM  die  z- Ebene 
endlich-hlätterig  mit  endlich  fielen  Verziveigungspunhlen  und  hat  einen  in 
sich  zurücklaufenden  Rand  B^,  der  aus  endlich  vielen  analytischen  Curven- 
stüclcen  mit  nicht-verschivindenden  EcJcemvinkeln  zusammengesetzt  ist. 

Auch  über  die  gegenseitige  Beziehung  der  Bereiche  F^,  F^,  F^,  . . . 
zu  einander  gelten  alle  Aussagen  von  pg.  46s  natürlich  wieder  mit  der 
alleinigen  Ausnahme,  dass  der  Band  B^_^  nicht  nur  mit  etwaigen  para- 
bolischen Punkten  e^,  sondern  auch  mit  seinen  sämmtlichen  von  den  Sym- 
metrielinien herrührenden  Stücken  an  den  Band  von  F^  heranreicht.  Diese 
Bestandtheile  bleiben  demnach  dauernd  am   Rande  unserer  Bereiche. 

Beim  Grenzübergang  lim  v  =  oo  gewinnen  wir  als  Abbild  des 
ganzen  Netzes  N  =  P,^  die  für  das  Hauptkreistheorem  zur  Benutzung 
kommende  „Üb^flagerungsfläche'  i*»  der  Biemann' sehen  Fläche  F^,  in 
welcher  wir  wie  pg.  468  ein  vollkommen  bestimmtes  Gebilde  erkennen. 
Auch  die  Überlegungen  am  Schlüsse  von  §  6  übertragen  sich  sofort; 
wir  merken  insbesondere  den  Satz  an,  dass  die  Überlageriingsfläche  F^ 
einen  einfach  zusammenhängenden  Bereich  darstellt. 

§  8.  Die  Green'schen  Functionen  der  Bereiche  F^  und  ihre  Convergenz 

im  Hauptkreisfalle. 

Im  Bereiche  F^  und  zwar  im  Innern  des  Ausgangsraumes  P\  wählen 
wir  eine  beliebige  mit  0  zu  bezeichnende  Stelle  Zq,  die  jedoch  nicht 
gerade  ein  Punkt  e^,  auch  kein  Verzweigungspunkt  sein  soU  und  jeden- 
falls im  Endlichen  gelegen  ist.  Die  zum  Punkte  0  gehörende  Green'sche 
Function  des  Bereiches  F^  existiert  nach  dem  Satze  von  pg.  454  und 
werde  mit  u^  bezeichnet*).  Setzen  wir  z  —  Zq==  re''*\  so  gilt  für  ?{,,  die 
in  der  Umgebung  von   0  convergente  Entwickelung: 

( 1 )  w,,  =  log  (y)  +  a,  +  V  r^  (a,W  cos  Ä;  ^  +  &/^)  sin  Ä;  ^) . 

i  =  l 

Da  wir  Entwickelungen  dieser  Art  weiterhin  mehrfach  anzugeben  haben, 
so  sei  es  gestattet,  die  Abkürzung: 

oo 

(2)  %  =  log(f)  +  «.  +  ^ 


*)  Die  Bezeichnung  g  möge  einer  anderen  bald  näher  zu  erklärenden  Green'- 
schen Function  vorbehalten  bleiben. 
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zu  benutzen,  so  dass  also  das  Sumniensymbol  solche  Glieder  zusammen- 
fasst,  welche  bei  0  verschwinden. 

Bildet  man  die  Differenz  (w^  +  i  — «,,),  so  gewinnt  man  eine  für  den 
Bereich  F^  erklärte  und  in  demselben  überall  harmonische  Function. 
Die  Randpunkte  von  F^  sind  abgesehen  von  etwaigen  parabolischen 
Punkten  e,.  und  den  im  Hauptkreisfalle  auftretenden  von  den  Symmetrie- 
linien gelieferten  Randstücken  durchweg  innere  Punkte  von  -F,,_,.i,  in 
denen  somit  i<j,^i>0  gilt.  Also  wird  {u^,_^^  —  u^)  am  Rande  R^,  nirgends 
negativ  und  nicht  überall  gleich  0  sein.  Für  jeden  inneren  Punkt*)  von 
F^  gilt  somit  (of  pg.  448j  die  Ungleichung  u^_^^  —  u^.>0.  Diese  für 
alle  Indices  v  gültige  Überlegung  ergiebt  die  Kettk  der  Ungleichungen: 

(3)  K^  <  M,  <  «3  <  1/4  <  •  •  • 

als  für  jeden  inneren  Funld  der  L her! agerungs fläche  F^  gidtig,  wobei  je- 
doch diejenigen  Anfangsglieder  dieser  unendlichen  Kette  fortzulassen 
sind,  welche  für  jenen  Punkt  nicht  erklärte  Functionen  enthalten**). 
Im  Punkte  0  ist  zufolge  (2)  der  Werth  der  Differenz  (Uy^x  —  u^ 
gleich  («,.,.1  —  O'y),  nnd  da  dieser  Punkt  innerer  Punkt  von  F^  für  jeden 
Index  V  ist,  so  gilt  stets  a,,^i  — «,, >0.  Wir  gewinnen  somit  den  Satz: 
Für  die  Äbsolutglieder  a^.  in  den  Entiiiclielungen  (2)  unserer  Green' sehen 
Functionen  gilt  die  Kette  der   Ungleichungen: 

(4)  «^  <  «2  <  «3  <  «4  <  •  •  •  . 

Wir  verfolgen  zunächst  die  Ungleichung  i4)  und  fragen,  ob  die 
Zahlen  a^.  mit  wachsendem  Index  v  sich  einer  endlichen  oberen  Grenze 
nähern  oder  nicht.  Sowohl  im  Hauptkreis-  wie  im  Grenzkreisfalle  lässt 
sich  zeigen,  dass  eine  solche  endliche  Grenze  existiert.  Aber  die  zu 
diesem  Ergebnis  führende  Überlegung  ist  im  Grenzkreisfalle  äusserst 
langwierig,  während  sie  im  anderen  Falle  ebenso  kurz  izt.  Wir  lassen 
demnach  zunächst  die  Beschränkung  auf  den  Hauptkreisfall  eintreten. 

In  diesem  Falle  haben  wir  nämlich  den  Vortheil,  dass  wir  für  jeden 
endlichen  Index  v  im  Bereiche  F^  für  u^  eine  sogenannte  „Majorante"  an- 
geben können,  d.  i.  in  unserem  Falle  ein  von  v  unabhängiges  betimmtes 
logarithmisches  Potential,  von  dem  feststeht,  dass  es  im  Innern  des  ganzen 
Bereiches  F^,  grösser  als  u^  ist.  Eine  solche  Majorante  liess  sich  dem- 
gegenüber im  Grenzkreisfalle  allgemein  nicht  auffinden.  Zur  Erklärung  der 

*)  Die  parabolischen  Stellen  e/.  sind  im  Gegensatze  zu  pg.  468  hier  nicht  den 
inneren  Punkten  zugerechnet. 

**)  Liegt  der  fragliche  innere  Punkt  im  Innern  von  I'\  oder  auf  dem  Rande 
dieses  Bereiches,  ohne  schon  ein  Punkt  von  jP,,  ..j  zu  sein,  so  hat  man  die  Kette  (3) 
einfach  mit  t«,,  zu  beginnen. 

31* 
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Majorante  gehen  wir  auf  die  ursprünglich  vorgelegte  Riemann'sche  Fläche 
zurück,  ziehen  die  ^  Symmetrielinien,  zerschneiden  längs  derselben  und 
behalten  nur  unsere  eine  Flächenhälfte  l)ei,  ohne  indessen  auf  derselben 
das  canonische  Schnittsystem  anzubringen.  Wir  haben  also  eine  mit 
/t  Randcurven  versehene  Fläche,  auf  der  wir  unsere  vorhin  gewählte 
Stelle  0  markieren.  Die  zu  dieser  Stelle  0  gehörende  Green'sche  Function 
g(x,  y)  der  Flächenhälfte  ist  die  gewünschte  Major  ante  und  besitze  die  in 
der  Umgebung  von  0  convergente  Entwickelung : 

00 

(5)  /7  =  log(|)  +  ^  +  ^. 

>t=i 

Indem  wir  jetzt  die  Schnitte  a,,  &,,  c^  zufügen,  wird  offenbar  längs 
dieser  Schnitte,  abgesehen  von  den  Endpunkten  der  nach  den  Symmetrie- 
linien laufenden  Schnitte  c^,  stets  ^  >  0  gelten.  Verpflanzen  wir  dem- 
nach g  auf  alle  Exemplare  F^,  welche  F^  zusammensetzen,  so  gewinnen 
wir  in  g  ein  im  Bereiche  F^  eindeutiges  Potential,  das  längs  der  von 
den  Symmetrielinien  gelieferten  Stücke  des  Randes  B^  verschwindet,  in 
allen  übrigen  Punkten  von  R^  aber  >  0  ist,  das  ferner  im  Punkte  0 
sowie  in  den  homologen  Punkten   der  übrigen  F^  zusammensetzenden 

Exemplaren  F^  unstetig  wird  wie  log  (~\ ,  und  das  endlich  sonst  in  F^ 

überall  harmonisch  ist.  Wie  man  sieht,  ist  diese  Function  g  unabhänig 
von  V. 

Wir  vergleichen  nun  m,,  mit  der  Majorante  g  und  bilden  zu  diesem 
Zwecke  die  Differenz  (g  —  u,).  Längs  R^  ist  diese  Differenz  nirgends 
negativ  und  abgesehen  von  den  Symmetrielinienstückeu  auch  sicher  >  0. 
Von  den  Unstetigkeitspunkten  ist  der  bei  0  für  die  Differenz  (g  —  u^ 
fortgefallen,  während  bei  den  übrigen  mit  0  homologen  Punkten  die 
Unstetigkeiten  wie  log  {r~  ^)  bestehen  bleiben.  Also  gilt  für  alle  weiteren 
inneren  Punkte  noth wendig  </  —  w,,  >  0,  und  wir  ziehen  hieraus  insbe- 
sondere für  den  Punkt  0  die  Folgerung  A  —  a^>0.  Die  Zahl  «,,  bleibt 
somit  für  jeden  Index  v  unterhalb  des  Absolutgliedes  A  der  Entwicke- 
lung (5),  so  dass  lim  a,,  =  oo  als  unmöglich  erkannt  ist:  Im  Haupthreis- 

falle  ist  die  Existenz  einer  endlichen  bestimmten  oberen  Grenze: 

(6)  a  =  lim  a^ 

für  die  Absolutglieder  a,,  in  den  Entwickdungen  (2)  unserer  Green'schen 
Functionen  u^  erwiesen. 

Mit  diesem  Ergebniss  ausgerüstet  gehen  wir  jetzt  auch  an  die  Kette 
der  Ungleichungen  (3)  heran  und  werfen  die  Frage  auf,  ob  die  Func- 
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tionenreihe  u^,  u^,  u^,  .  .  .  gegen  eine  Grenzfimction  convergiere  oder 
nicht.  Um  hierüber  zu  entscheiden,  wird  die  Differenz  (?<^  ^ ,,,  —  m,,)  für 
irgend  zwei  Indices  v  und  v'  abzuschätzen  sein.  Diese  Untersuchung 
führen  wir  aber  zweckmässiger  Weise  nicht  in  dem  Bereiche  F^,^  für 
welchen  (u^,  ^^■  —  m,.  )  zunächst  erklärt  ist,  aus,  sondern  in  einem  mittelst 
der  Green'schen  Function  ?',.,.,..  zu  gewinnenden  schlichten  Bereiche. 

Wir  wollen  nämlich,  indem  wir  unter  j'  und  v'  wie  bemerkt  irgend 
zwei  positive  ganze  Zahlen  yerstehen,  zunächst  nur  die  Green'sche  Func- 
tion M,_^^,  heranziehen  und  bilden  das  zugehörige  conjugierte  Potential 
v^,_^_^,,  unter  beliebiger  Auswahl  der  yerfügbaren  Constanten.  Nach  §  4, 
pg.  455 ff.  bildet  die  analytische  Function: 

(7)  e-"v  +  r'-t>,  +  ,.' =  Z  =  X  +  ^r 

von  ^  den  einfach  zusammenhängenden  Bereich  F,,,^,  auf  die  schlichte 
Fläche  des  weiterhin  K  zu  nennenden  Einheitskreises  der  .Z- Ebene  ab. 
Der  Bestandtheil  F^  von  i^,,^»,.  liefere  dabei  den  vom  Ganzen  verschie- 
denen Theilbereich  B  der  Kreisfläche  K,  wobei  jedoch  der  Rand  R  von 
B  eine  endliche  Anzahl  von  Segmenten  sowie  vorkommenden  Falles*) 
auch  von  Punkten  mit  der  Peripherie  K  gemein  hat. 

Wir  wollen  nun  die  Functionen  w^^»,.  und  u^,  auf  die  Kreisfläche 
K  bezw.  den  Bereich  B  verpflanzen  und  bezeichnen  dieselben  in  Ab- 
hängigkeit von  Z  resp.  von  den  reellen  Variabelen  X.  und   Y  durch: 

(8)  n,^,  =  U,.^JX,Y),    u,  =  UXX,Y). 
Für  die  erste  unter  ihnen  findet  sich  aus  (7)  sofort: 

(9)  lU.--^og^, 

d.  h.  U^.j^^,  ist  die  Green'sche  Function  der  Kreisfläche  K.    Da  femer: 

(10)  U^^^'-U,.-=u^^,,-u^ 

in  dem  vom  Punkte  0  herrührenden  Nullpunkte  Z  =  0  harmonisch 
bleibt,  so  wird  L\.  hierselbst  gleichfalls  unstetig  wie  —  log^^l,  und 
wir  gewinnen  also  als  Darstellung  von  U^,  in  der  Umgebung  von  Z^O: 

00 

(11)  c^.  =  iog4-+<  +  2^- 

Da  überdies  U^  längs  des  Randes  B,  Abbildes  von  B^,  verschwindet,  so 
erkennen  ivir  in  U^,  die  zu  Z  =  0  gehörende  Green'sche  Function  des  Be- 


*)  Nämlich  wenn  auch  noch  parabolische  Punkte  €/.  vorliegen. 
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reiches  B,  wie  dies  übrigens  auch  leicht  aus  der  Invarianz  unserer  Po- 
tentiale gegenüber  conformer  Abbildung  hätte  entnommen  werden  können. 
Wir  wollen  die  Gleichung  ( lOj  noch  für  den  Punkt  Z  =  i)  bezw. 
den  Punkt  0  specialisieren,  indem  wir  für  die  Berechnung  der  linken 
Seite  auf  die  Entwickelungen  (9)  und  fll),  für  diejenige  der  rechten 
Seite  auf  die  zugehörigen  Reihen  (2)  zurückgehen.    Offenbar  ergiebt  sich: 

(12)  -<  =  a.  +  v'-«,o 

so  dass  wir  aus  (4j  noch  die  weitere  Ungleichung  entnehmen: 

(13)  «;<o. 

Die  anzustellende  Convergenzbetrachtung  stützt  sich  nun  auf  die 
pg.  462  angegebene  Folgerung  aus  dem  ersten  Theorem  von  Koebe, 
wobei  man  sich  zuvörderst  überzeugen  wolle,  dass  die  hier  vorliegenden 
Bereiche  K  und  i>,  sowie  auch  der  Rand  Ji  des  letzteren  den  Voraus- 
setzungen des  genannten  Koebe'schen  Satzes  entsprechen.  Denken  wir 
demnach  eine  Zahl  e  dem  Intervall  0  <  £  <  1  beliebig  klein,  aber  fest 
entnommen,  so  giebt  es  eine  zugehörige  bestimmte  Zahl  «,  die  <0  ist, 
für  welche  die  in  jener  „Folgerung''  gemachten  Angaben  zutreffend  sind. 

Nun  folgt  aber  aus  den  Ungleichungen  (4)  und  der  Endlichkeit 
der  Grenze  (6)  die  Existenz-  eines  bestimmten  endlichen  Index  v^,  so  dass 
für  jeden  Index  v  ^  v^  und  willkürlich  bleibendes  v    die  Ungleichung: 

(14)  «..  +  ,■-«,  <i^i 

gilt,  unter  a  i  den  absoluten  VVerth  jener  mit  s  fest  bestimmten  Zahl  a 
verstanden.  Aus  (12)  folgt  demnach  mit  Rücksicht  darauf,  dass  «,,'  und 
a  negative  Zahlwerthe  haben: 

(15)  a<rt;<0. 

Daraufhin  aber  lehrt  die  „Folgerung"  unmittelbar:  Ist  v  ^  v^  (jewählt, 
so  gilt  für  die  Minimaldistanz  d  des  Bereichrandes  R  vom  NtdlpunMe 
Z  =  0  die  Ungleichung  1  —  d  <C  £  und  also  : 

(16)  rf  >  1  -  £  . 

Die  Abschätzung  von  (m,.,.^,  —  m,,)  vollziehen  wir  nun  nicht  in  F^., 
sondern  zweckmässiger  Weise  in  B,  wo  (C/,,^,,, —  U,.)  überall  harmonisch 
ist.  Am  Rande  R  ist  ü^,  =  0,  während  daselbst  U^^^..  als  Green'sche 
Function  (9)  der  Kreisfläche  K  nirgends  negativ  ist.  Da  aber  nach  dem 
eben  gewonnenen  Ergebniss  (16)  längs  R  stets  |ir|  >  1  —  £  erfüllt  ist, 
so  folgt  als  für  jeden  Punkt  des  Randes  R  gültig: 

0_<tr.,^^-C/„=L^,.,.<log(^). 
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Da  sich  nun,  wie  wir  wissen,  die  Function  (?7,,  +  ,,. —  U^  innerhalb  B 
überall  harmonisch  verhält,  so  folgt  (cf.  pg.  448)  die  für  alle  Punkte 
des  Bereiches  B  gültige  Ungleichung: 


0  5£  6;,,..  -  {/.  <  log  (j^-j) 


Unter  Rückgang  zum  Bereiche  F^  gewinnen  wir  also  das  Ergebniss: 
Nach  Auswahl  einer  beliebig  kleinen  Zahl  s  des  Intervalls  0  <  £  <  1  giebt 
es  einen  zugehörigen  endlichen  Index  v^,  so  dass  für  jedes  v^v^  und 
beliebiges  v  im  ganzen  Bereiche  I\  unter  Einschluss  des  Randes  7?,,  die 
Ungleichung  gilt: 

(17)  ^»<".^,.'-^,.<log(ii^)- 

Jetzt  ist  die  gleichmässige  Convergenz  der  Fimctionenreihe  u^ ,u.^,u^,... 
gegen  eine  bestimmte  auf  der  Überlagenmgsf lache  F^  existierende  Grenz- 
function: 
(18j  lim  M,,  =  u 

leicht  erkennbar.  Ist  nämlich  B  irgend  ein  im  Innern  der  Überlagerungs- 
fläche  gelegener  Bereich,  der  auch  parabolische  Punkte  e  sowie  von 
Symmetrielinien  herrührende  Randstücke  in  endlicher  Anzahl  auf  seinem 
Rande  enthalten  darf,  so  giebt  es  (cf  pg.  467)  eine  endliche  ganze 
Zahl  X  der  Art,  dass  B  ein  Bestandtheil  von  F^  ist.  Wir  haben  als- 
dann die  Function  u  für  den  Bereich  B  einfach  durch  die  unendliche 
Reihe: 

(19)  U   =   ?«;    +    (  W;^,  -  Wj    +    (U;_^^  -  U;^^)    +    iU;^^  -  W;.+2)    +    •    •    • 

ZU  erklären.  Diese  Reihe  ist  im  Bereiche  B  gleichmässig  convergent; 
denn  wir  können  den  Werth: 

(>*;  +  ,„+!  -%  +  ^,)    +  K  +  ,.+2  -  '^/.  +  ^.  +  l)   +   •   • 

zufolge  (17)  in  jedem  Punkte  von  B  durch  ausreichend  gross  gewähltes 
endliches  ,u  und  beliebiges  v  unter  jeden  noch  so  klein  gewählten  posi- 
tiven Betrag  herabdrücken.  Nach  dem  Theorem  von  pg.  450  steUt  aber 
diese  gleichmässig  convergente  Reihe  selbst  wieder  ein  Potential  von  B 
dar,  das  natürlich  im  Punkte  0  die  Unstetigkeit  log(r~^j  des  ersten 
Gliedes  u-^  besitzt  und  übrigens  allenthalben  harmonisch  ist.  Die  Existenz 
der  Grenzfunction  u  auf  der  Überlagerungsfläche  F^  ist  damit  betviesen. 
Die  Ungleichung  (17)  gilt  auch  am  Rande  B^^  wo  m,,  =  0  ist,  und 
zwar  für  beliebiges  v'.  Da  sich  die  Functionen  w^^,,.  bei  wachsendem  v 
der  Grenzfunction  ii  längs  des  ganzen  Randes  B^  gleichmässig  annähern, 
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SO  kann  lim  u^^^..  =  u  längs  R^  nicht  grösser  als  der  in  ( I7j  rechts 
stehende  Betrag  sein.  Setzen  wir  letzteren  abkürzend  =  t/,  so  ent- 
springt der  Satz:  Nach  Auswahl  einer  heliebig  Meinen  Zahl  »;  >  0  ist 
ein  endlicher  Index  Vq  angehbar  der  Art,  dass  für  v  ^  v^  die  Cxrenz- 
function  u  längs  des  ganzen  Randes  /?,,  der  Ungleichung  genügt: 

(20)  0<u<ri. 

Wir  können  kurzweg  sagen,  unsere  Grenzfunction  u  nähere  sich  längs 
des  Randes  R^,  bei  wachsendem  v  gleichmässig  dem  Werthe  0  an. 

Endlich  wollen  wir  hier  noch  auf  die  Möglichkeit  der  harmonischen 
Fortsetzung  unserer  Green'schen  Functionen  auf  Grund  des  Princips  der 
Symmeti-ie  hinweisen  (cf.  pg.  454  und  458j.  Greifen  wir  irgend  ein 
von  Symmetrielinien  der  ursprünglichen  Fläche  geliefertes  Rand  stück 
von  F^  auf,  so  können  wir  über  dasselbe  hinaus  zunächst  den  Bereich 
F^  fortsetzen,  indem  wir  einen  bezüglich  jener  Symraetrielinie  sym- 
metrischen Bereich  F^'  anhängen*j. 

In  Punl'ten,  die  zur  gemeinsamen  Vbergangslinie  zwischen  F^  und 
F^  symmetrisch  liegen,  ivird  dann  bei  der  harmonischen  Fortsetzung  die 
Function  w,,  einfach  entgegengesetzte  Werthe  annehmen. 

Da  übrigens  das  fragliche  Randstück  auch  für  -F,+i,  F^^^,  ... 
sowie  schliesslich  für  F^  ein  solches  bleibt,  so  gilt  für  die  Fortsetzung 
der  Functionen  m^^j,  u^._^^,  .  .  .,  ja  auch  für  diejenige  der  Grenzfunction  u 
dieselbe  Regel.  Wir  kommen  im  nächsten  Paragraphen  hierauf  noch- 
mals^ zurück. 

§  9.   Abbildung  der  Überlagerungsfläche  auf  eine  Kreisscheibe. 
Gewinnung  des  Hauptkreistheorems. 

Die  erhaltenen  Ergebnisse  führen  uns  jetzt  leicht  zum  Abschluss 
unserer  Betrachtungen  über  das  Hauptkreistheorem.  In  der  That  brauchen 
wir  nur  das  durch  die  Function  (7)  pg.  475  entworfene  Abbild  des  Be- 
reiches F^,^,  auf  die  schlichte  Fläche  des  daselbst  mit  K  bezeichneten 
Kreises  für  lim  v' =  oo  zu  untersuchen,  um  zu  der  dem  Hauptkreis- 
theorem zu  Grunde  liegenden  Abbildung  der  Uberlagerungsfläche  zu 
gelangen.  Doch  ziehen  wir  vor,  uns  unmittelbar  an  die  Grenzfunction  u 
anzuschliessen,  um  auf  Grund  der  letzten  Angaben  des  vorigen  Para- 
graphen ohne  einen  nochmaligen  Grenzübergang  zum  Ziele  zu  kommen. 

Zu  diesem  Zwecke  verstehen  wir  unter  v  das  zu  u  conjugierte  Po- 
tential, indem  wir  die  hierbei  verfügbare  Constante  irgend  wie  wählen. 


*)  Derselbe  würde  aus  Exemplaren  F^'  der  oben  (pg.  469 flf.)  nicht  benutzten 
Hälfte  der  ursprünglichen  Fläche  aufzubauen  sein,  und  zwar  in  genau  symmetrischer 
Weise  zum  Aufbau  des  Bereiches  F^,  aus  Exemplaren  F^. 
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Wegen  des  einfachen  Zusammenhanges  der  Überlagerungsfläche  ist  auch 
V  auf  derselben  eindeutig,  und  also  besitzen  wir  in: 

(1)  ^  =  6-"-'" 

eine  auf  der  jP«,  überall  eindeutige  und  reguläre  analytische  Function,  der 
sich  offenbar  die  in  (7)  pg.  475  gegebenen  Functionen  Z  für  lim  v  =  oo 
und  bei  richticrer  Auswahl  der  in  v,  ,  „,  enthaltenen  willkürlichen  Con- 
stauten  annähern  würden. 

Indem  wir  nun  die  i^«  mittelst  der  Function  t,(g)  abbilden,  möge 
die  gesammte  Überlagerungsfläche  das  conforme  Abbild  P«,  liefern,  der 
Theilbereich  F^  aber  den  Bestandtheil  P^.  Natürlich  haben  diese  Ab- 
bilder P«  und  Pj,  znächst  nichts  mit  den  in  §  6  u.  f.  so  bezeichneten 
Polygoncomplexen  zu  thun.  Unsere  jetzigen  Gebilde  Poe  und  P^  sind 
nun  näher  zu  untersuchen. 

Da  für  u  auf  der  Überlagerungsfläche  stets  die  Ungleichung  w^O 
gilt,  so  ist  auch  stets  S|  <  1.  Es  folgt:  Das  Abbild  P«  und  also  auch 
sein  Bestandtheil  P^  ragen  nirgends  über  den  etwa  wieder  durch  K  zu 
bezeichnenden  Einheitskreis  der  t,- Ebene  hinaus. 

Der  Rand  von  P^,  ist  das  Abbild  des  Randes  P^,  vom  Theil- 
bereich F^  in  der  g- Ebene.  Für  diesen  Rand  P,,  aber  galt  die  Un- 
gleichung (20)  pg.  478.  Nach  Auswahl  einer  beliebig  kleinen  Zahl  '>;>0 
haben  wir  also  ein  endliches  Vq  der  Art,  dass  bei  v^v^  für  alle  Punkte 
von  Pj,  die  Ungleichung: 

0  <  log  -7-  ^  7j 

gilt,  die  wir  unter  Rückgang  auf  die  Grösse  s  an  Stelle  von  r^  in: 
(2;  l-^<ie  <1 

umzurechnen  haben.    Wir  können   sagen:    Nach  Äustvahl  einer  beliebig 
Meinen  Zahl  £  >  0  giebt  es  ein  endliches  Vq  der  Art,  dass  für  v^Vq  die 
Minimaldistans  d  des  Bereichrandes  P,,  vom  Mittelpunkte  t  =  0  ^ß''  Un- 
gleichung genügt: 
(3)  l-£<fZ<l. 

Es  lässt  sich  nun  zunächst  der  Schluss  auf  die  Schlichtheit  des 
Abbildes  P»  ziehen.  Der  Punkt  0  der  Überlagerungsfläche,  in  dem  u 
unendlich  wird,  liefert  als  Bild  den  Punkt  ^  =  0.  Die  Umgebung  von 
0  wird  auf  die  einfach  und  vollständig  bedeckte  Umgebung  von  ^  =  0 
abgebildet.  Da  im  übrigen  u  allenthalben  harmonisch  und  also  insbe- 
sondere endlich  bleibt,  so  kann  kein  weiterer  Theil  von  P«  an  den 
Punkt  ^  =  0  heranreichen.  In  der  nächsten  Umgebung  von  ^  =  0  wird 
also  das  Abbild  P«  die  ^- Ebene  nur  einblättrig  bedecken. 
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Aus  der  Eindeutigkeit  und  Regularität  der  Function  'c,{z)  im  Be- 
reiche F„  folgt  nun  nocli  keineswegs  unmittelbar,  dass  nicht  das  Ab- 
bild Poe  die  Fläche  des  Einheitskreises  K  zum  Theil  auch  mehrblättrig 
überdecken  könne.  Nehmen  wir  demnach  etwa  an,  dass  wir  einen 
Punkt  ^Q  mit  ^oi  <  ^  nachweisen  können,  der  von  mindestens  zwei 
Blättern  des  Abbildes  P,»  überdeckt  ist.  Die  beiden  bei  t^  über  ein- 
ander liegenden  Stellen  von  P»  werden  zwei  Innenpunkte  2^'  und  z^" 
der  Überlagerungsfläche  F^  liefern.  Wir  können  einen  bestimmten  end- 
lichen Index  Vq  angeben,  so  dass  für  alle  v  ^  Vq  die  beiden  Punkte 
Zq    und  Zq"  auch  bereits  Innenpuukte  von  F^  sind. 

Andrerseits  wähle  man  irgend  ein  £  des  Intervalles  0  <  £  <  (1  —  ^q  ), 
bestimme  die  zugehörige  endliche  Zahl  Vq  und  findet  aus  (3),  dass  für 
V  >  Vq  die  Minimaldistauz  d  des  Randes  vom  Bereiche  P,.  der  Un- 
gleichung: 

(4)  d^l-s>\to 

genügt. 

Hieraus  ergiebt  sich  ein  Widerspruch.  Es  bedeckt  nämlich,  wenn 
wir  v^Vq  und  auch  v^v^'  irgendwie  gewählt  denken,  der  Bereich 
P^,  als  Bestandtheil  des  Bereiches  P«;  die  Umgebung  von  ^  =  0  nur  ein- 
fach, diejenige  von  ^^  aber,  wie  wir  oben  annahmen,  mindestens  doppelt. 
Stellen  wir  uns  demnach  die  concentrischen  Kreise  um  ^  =  0  mit  Radien 
^1^  vor,  so  werden  die  kleinen  unter  diesen  Kreisen  von  P,,  nur 
einfach  bedeckt,  diejenigen  mit  Radien,  die  fast  gleich  t^,  sind,  aber 
theilweise  mindestens  zweifach.  Es  giebt  demnach  einen  grössten  unter 
diesen  Kreisen,  dessen  Fläche  von  P,,  gerade  noch  durchweg  einfach 
bedeckt  ist.  Seine  Peripherie  wird  also  an  den  Rand  des  Bereiches  P^ 
gerade  heranreichen,  und  sein  Radius  liefert  die  Minimal distanz  d  des 
Randes  vom  Bereiche  P,..  Die  für  diesen  Radius  geltende  Ungleichung 
d  <  ^Q  steht  im  Widerspruch  zu  (4),  so  dass  die  Annahme  mehrfacJier 
Bedeckung  der  t,- Ebene  durch  P«,  nicht  zu  halten  ist. 

Wir  brauchen  jetzt  nur  noch  einmal  auf  die  Ungleichung  (3)  hin- 
zuweisen und  folgern  aus  derselben,  dass  sich  die  Ränder  der  Bereiche 
P^.  für  lim  V  =  oo  gleichmässig  der  Peripherie  des  Einheitskreises  K 
annähern.  Damit  entspringt  das  Ergebniss:  Die  Function  t,{z)  hildet 
die  üherlagerungsfläche  F^  conform  auf  die  schlicht  bedeckte  Fläche  des 
Einheitskreises  K  der  l- Ebene  ah. 

Um  in  t,{z)  diejenige  polymorphe  Function  zu  erkennen,  deren 
Existenz  das  Hauptkreistheorem  behauptet,  haben  wir  jetzt  folgende 
weitere  Betrachtung  anzustellen. 

Die  Überlagerungsfläche  F^  war  aus  unendlich  vielen  Exemplaren 
der   Fläche  F^    zusammengesetzt,   welche  wir  jetzt   durch  »die   Bezeich- 
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nungen  F^,  F^',  F^",  . . .  unterscheiden  wollen.  Um  die  Lagenbeziehungen 
zwischen  diesen  Exemplaren  in  einem  schlichten  Bilde  zu  übersehen, 
hatten  wir  in  §  7  an  ein  beliebig  gewähltes  Netz  von  Hauptkreispoly- 
gonen der  in  Betracht  kommenden  Signatur  angeknüpft.  Um  Verwechs- 
lungen mit  dem  durch  die  Function  l{z)  gelieferten  conformen  Abbilde 
zu  vermeiden,  wollen  wir  jenes  in  §  7  benutzte  Netz  jetzt  N  nennen 
und  seine  Polygone,  wie  sie  den  Exemplaren  F^,  F^,  F^',  .  .  .  ent- 
sprechen, mit  P^,  P/,  P/',  .  .  .  bezeichnen.  Diese  Polygone  haben  zu 
einander  genau  dieselben  Lagenbeziehungen  wie  die  ihnen  entsprechen- 
den Exemplare  F'^K  Die  Beziehung  zwischen  F^  und  N  war  im  übrigen 
nur  die,  dass  das  Exemplar  F^^'>  als  Ganzes  dem  Polygon  P|^>  ent- 
sprechend gesetzt  war,  und  dass  die  einzelne  „Seite"  des  Randes  von 
PW  wiederum  als  Ganze  einer  Polygonseite  von  P[''>  entsprach. 

Nun  ist  das  Netz  N  ein  reguläres,  dem  eine  Gruppe  F  linearer 
Substitutionen  zugehört.  Möge  insbesondere  die  Substitution  F^  das 
Ausgaugspolygon  Pj  in  das  beliebig  gewählte  andere  Ff>  überführen. 
V i  stellt  eine  umkehrbare  eindeutige  stetige  Transformation  des  Netzes 
N  in  sich  dar,  bei  der  das  einzelne  Polygon  immer  wieder  in  ein 
Polygon  von  N  übergeht.  Die  Möglichkeit  einer  solchen  Transfor- 
mation ist  durch  die  Regularität  der  Anordnung  der  Polygone  im  Netze 
N  bedingt. 

Nun  kommt  diese  Regularität  unmittelbar  auch  der  Anordnung  der 
Exemplare  F^,  P/,  P/',  ...  zur  Überlagerungsfläche  P«,  zu.  Demgemäss 
giebt  es  eine  umkehrbar  eindeutige  Beziehung  der  Überlagerungsfläche 
P«,  auf  sich  selbst,  die  der  Substitution  F,.  enstpricht,  und  die  wir  so 
zu  erklären  haben:  Das  Exemplar  Pj  entspricht  als  Ganzes  dem  Exem- 
plar P/'\  und  von  hier  aus  ist  die  im  gleichen  Sinne  verstandene  Be- 
ziehung in  der  Art  fortzusetzen,  dass  an  homologen  Seiten  benachbarte 
Exemplare  allemal  weiter  entsprechend  gesetzt  werden.  Diese  Beziehung 
der  Fläche  P«,  auf  sich  selbst  können  wir  uns  aber  sofort  auch  für  die 
Punkte  derselben  specialisieren,  indem  wir  einfach  den  Punkten  des  ein- 
zelnen Exemplars  F^^  die  homologen  Punkte  des  zugeordneten  Exem- 
plars PW  entsprechen  lassen.  Auf  diese  Weise  erscheint  die  P«  conform 
auf  sich  selbst  bezogen,  und  also  haben  wir  der  einzelnen  Substitution 
F.  entsprechend  eine  unikehrhar  eindentige  analytische  Transformation  der 
überlagerungsfläche  P«  in  sich  gefunden. 

Wir  kehren  jetzt  zur  analytischen  Function  ^(^)  und  damit  zum 
Abbilde  P«,  der  P„  zurück.  Die  unendlich  vielen  Exemplare  P^,  P/, 
Pj",  .  .  .  liefern  im  Abbilde  unendlich  viele  neben  einander  gelagerte 
Theilbereiche  P^,  P^',  P/',  . . . ,  die  in  ihrer  Gesammtheit  ein  die  Fläche 
des   Eiuheitskreises   K  schlicht  bedeckendes  Netz  X  ergeben.     Die  ge- 
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wonnene  Transformation  liefert  eine  umkehrhar  eindeutige  analytische 
Transformation  V^  des  Netzes  N  und  damit  der  Fläche  des  Kreises  K  in 
sich,  wobei  insbesondere  der  Ausgangsraum  P^  in  P{')  übergeht.  Nach 
den  Ausführungen  von  pg.  406  ff.  ergiebt  sich  hieraus,  dass  die  Trans- 
formation  V^  eine  lineare  Substitution  von  t,  ist: 

womit  ivir  in  t,(z)  in  der  That  die  linear -polymorphe  Function  erlannt 
haben,  deren  Existenzheiveis  zu  führen  tvar.  Den  „Eindeutigheitssatz^'  oder, 
wie  man  auch  sagt,  den  „ünitätssatz'',  dass  jedenfalls  nicht  mehr  als 
eine  einzige  solche  polymorphe  Function  t,{z)  auf  unserer  ursprünglichen  ■ 
Riemann' selten  Fläclte  existieren  kann,  haben  wir  bereits  pg.  405  ff. 
bewiesen. 

Zur  Ergänzung  ist  es  vielleicht  nicht  überflüssig,  auf  die  Bedeu- 
tung des  Princips  der  Symmetrie  für  die  vorstehende  Betrachtung  hin- 
zuAveisen.  Ergänzen  wir  das  erste  Exemplar  F^  durch  Anfügung  seines 
Spiegelbildes  längs  der  fi  Symmetrielinien  zur  ursprünglich  vorgelegten 
Riemann'schen  Fläche  F  (die  dann  freilich  in  ihren  beiden  Hälften 
symmetrisch  verlaufende  Schnitte  a,  b,  c  aufweist),  so  ist,  wie  man  aus 
den  Ausführungen  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  (pg.  478 )  so- 
fort entnimmt,  die  analytische  Function  ^(z)  nach  dem  Princip  der 
Symmetrie  in  die  neu  angehängte  Flächenhälfte  fortsetzbar.  Als  Abbild 
dieser  Hälfte  entspringt  dann  einfach  das  Spiegelbild  von  P^  bezüglich 
des  „Haiiptkreises"  K.  Selbstverständlich  gewinnen  wir  dann  weiter  bei 
Fortsetzung  über  die  Schnitte  a,  b,  c  der  neuen  Flächenhälfte  ein  außer- 
halb des  Hauptkreises  K  gelegenes  Netz,  welches  einfach  das  Spiegel- 
bild des  innerhalb  K  erhaltenen  Netzes  ist.  Bas  Haupthreistheorem 
ist  damit  im  vollen  Umfange  bewiesen. 

Von  den  Ungleichungen  (4)  pg.  473  ab  bezogen  sich  unsere  Be- 
trachtungen nur  erst  auf  das  Hauptkreistheorem;  insbesondere  war  es 
uns  zunächst  nicht  möglich,  das  Bestehen  der  Gleichung  (6  i  pg.  474  für 
den  Grenzkreisfall  zu  beweisen.  Sobald  uns  dies  gelungen  sein  wird, 
können  tvir  die  vorstehende  Betrachtung  in  allen  wesentlichen  Funkten  auf 
den  Grenzkreisfall  übertragen,  wie  man  sich  im  Einzelnen  überzeugen 
wolle.  Der  einzige  Unterschied  ist  der,  dass  alle  die  Bemerkungen  in 
Fortfall  kommen,  welche  mit  den  /a  Symmetrielinien  und  den  von  ihnen 
herrührenden  Randstücken  der  Bereiche  F^,,  Fco  bezw.  P,,  und  P«  zu- 
sammenhängen. Damit  fallen  natürlich  auch  die  Ausführungen  über 
analytische  Fortsetzung  der  polymorphen  Function  ^(z)  über  den  Kreis 
K  hinaus  fort;    in  der  That  ist  ja  der  letztere  jetzt  „Grenzkreis".    Bei 
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dieser  Sachlage  tvird  auch  das  GrenzTireistheorem  im  vollen  Umfange  be- 
wiesen sein,  sobald  es  uns  gelungen  ist,  das  an  die  Gleichung  (6)  pg.  474 
angeschlossene  Theorem  auch  im  Grenzkreisfalle  zu  zeigen. 

§  10.    Einführung  neuer  Functionenreihen  im  Grenzkreisfalle. 
Wir  kehren  im  GrenzkreisfaUe  zur  Reihe  der  Green'schen  Functionen: 

00 

(1)  *^  =  log(|)+a„  +  2' 

k  =  X 

unserer  einfach  zusammenhängenden  Bereiche  F^  zurück,  für  welche 
die  Ungleichungen  (3)  und  (4)  pg.  473  bezw.  die  an  dieselben  ange- 
schlossenen Theoreme  gültig  sind.  Der  Beweis  der  Existenz  einer  end- 
lichen oberen  Grenze  für  die  Reihe  a^,  a^,  «3,  ...  der  Absolutglieder 
in  (1)  gelingt  durch  ein  ziemlich  umständliches  indirectes  Beweisver- 
fahren, bei  dem  wir  also  von  der  Annahme,  dass  lim  a,,  =  00  sei,  aus- 
gehen. 

Wesentliche  Dienste  leistet  uns  auch  hier  wieder  (wie  oben  pg.  475) 
die  Abbildung  des  einfach  zusammenhängenden  Bereiches  F^,^^.  auf  die 
schlichte  Fläche  eines  Kreises  K.  Doch  wollen  wir  gegenüber  (7)  pg.  475 
den  Ansatz  der  abbildenden  Function  Z(z)  ein  wenig  abändern,  indem  wir: 

(2)  g-(«^  +  „,-a^, +  ,.')- »>..  +  »'  =  Z  =  X  -^  iY 

schreiben  und  zur  eindeutigen  Bestimmung  des  conjugierten  Potentials 
^v  +  v'  die  Bestimmung  treffen,  dass  in  der  für  die  Umgebung  von  0 
gültigen  Entwicklung  desselben  das  Absolutglied  verschwinde.  Übrigens 
wollen  wir  zur  Kürzung  weiter  folgender  Rechnungen  den  Punkt  0 
bei  ^  =  0  creleojen  annehmen*). 

Der  Kreis  K,  dessen  Fläche  das  Abbild  des  Bereiches  F^,_^^.  ist, 
ist  nun  freilich  nicht  mehr  der  Einheitskreis  der  Z- Ebene.  Vielmehr 
ist  der  ehva  durch  Q^._^_^,  zu  bezeichnende  Badius  dieses  Kreises  K  offenbar 
durch : 

(3)  ?.+„'  =  e'^"^'" 

gegeben;  dieser  Radius  tcächst  demnach  voraiissetzungsgemäss  mit  ivachsen- 
dem  Index  über  alle  Grenzen.  Aber  wir  haben  den  Vortheil,  dass  der 
Abbildungsmodulus  im  Punkte  0  gleich  1  ist.  Wir  finden  mit  Rück- 
sicht auf  die  Bestimmung  über  die  im  Potential  v^_^_^,  enthaltene  Con- 


*)  SoUten  alle  Stellen  z  —  0  unserer  Riemann'schen  Fläche  Verzweigungs- 
punkte oder  Punkte  e  sein,  so  werden  wir  z  in  geeigneter  Weise  zunächst  linear 
transformieren. 
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stante  für   den  Exponenten   in  (2)  linker  Hand   eine  Entwicklung  der 
Gestalt: 

-  (^r  +  v'-^v  +  v)  -  ''^  +  v'  =  log  r  +  /-{>  +  c,z  +  c^z-  +  ■  ■  ■, 

die  wir  auch  schreiben  können: 

log  Z  =  log  2  +  c\.z  -{-  c^z^  +  •  •  •  • 

Umgekehrt  existiert  demnach  für  Xogiz''^)  in  der  Z-Ebene  eine  in  der 
Umgebung  von  Z  =  0  convergente  Entwicklung  der  Gestalt: 

log(-^)  =  log(^)  +  C,Z+6',Z2  +  ..-. 

Wir  entnehmen  hieraus  weiter*): 

(4)  logd)-!»?   Z|  +2^' 

A-  =  l 

Der  dem  Bestandtheile  F^.  voni^,,^,,  entsprechende  Theilbereich  der 
Kreisfläche  K  heisse  wie  pg.  475  wieder  B.  Auf  B  verpflanzen  wir 
die  Werte  des  Potentials  «,,  und  schreiben  dasselbe  als  Function  von 
X  und    Y: 

(5)  H.,=  C7,(X,  F). 

Indem  wir  für  das  logarithmische  Glied  in  (Ij  rechts  den  Ausdruck  (4) 
eintragen,  folgt: 

oc  00 

^;  =  log  \    +«,.+2 +2', 

A-  =  1  A-  =  1 

nnd  da  die  beiden  Summen  rechter  Hand  harmonische  Functionen  dar- 
stellen, die  bei  Z  =0  verschwinden,  so  können  wir  sie  in  ein  einziges 
Summensymbol  zusammenfassen: 

(6)  C^..  =  log4   +«,+^''- 

Wir  notieren  als  Ergebniss:  Die  Function  UJX,  Y),  icelche  die  zum 
NullpunMe  gehörende  Green'sche  Function  des  Bereiches  B  ist,  besitzt  eine 
für  die  Umgebung  von  Z  =  0  convergente  EntuicJdung  (6)  mit  demselben 
Absolidylicde  a^.,  das  auch  in  (1)  auftritt. 

Auf  die  hier  vorliegenden  Verhältnisse  sind  nun  die  Voraussetzungen 
des  zweiten  Koebe'schen  Theorems  und  seiner  „Folgerung"  zugeschnitten. 


*)  Wir  erinnern  daran,  dass  wir  durch  Summensymbole  wie  in  (4)  rechts 
immer  Glieder  zusammenfassen  wollten,  die  in  0  bezw.  Z  =  0  verschwinden.'  Ver- 
schiedene Summen  dieser  Art,  wie  z.  B.  die  in  (1)  und  (4),  unterscheiden  wir.  falls 
erforderlich,  durch  Indices  am  Summenzeichen. 
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Man  wolle  nur  beachten,  dass  der  Radius  9,,^,.  für  jeden  endlichen  In- 
dex selbst  endlich  ist.  Demnach  ist  auch  H  endlich;  eine  bestimmte  end- 
liche „Maximaldistanz"  des  Bereichrandes  vom  Nullpunkte  gehörte  aber, 
wie  schon  pg.  462  hervorgehoben  wurde,  keineswegs  zu  den  Voraus- 
setzungen jenes  Theorems.  Man  wähle  nun  im  Sinne  der  „Folgeiniug" 
eine  Zahl  £  des  Intervalles  0  <  f  <  1  beliebig  klein  und  denke  die  zu- 
gehörige endliche,  der  Bedingung  cc  >  0  genügende  Zahl  bestimmt.    Da 

lim  «,,  =  00  voraussetzungsgemäss  gilt,  so  können  wii-  einen  endlichen 

>  =00 

Index  Vß  angeben,  so  dass  für  alle  v'^Vq  die  Bedingung  a^  ^  erfüllt 
ist.  Die  „Folgerung"  liefert  alsdann  das  Ergebnis:  Nach  Auswahl  einer 
dem  Intervall  0  <  £  <  1  entnoninieneu  helichig  Meinen  Zahl  s  gieht  es  stets 
einen  endlichen  Index  Vq  der  Art,  dass  für  alle  v^Vq  die  Minimal- 
distanz d  des  zu  B  gehörenden  Randes  vom  Ntdlpunkte  Z  =  0  die  Un- 
gleich ung  befriedigt : 
(7)  d>\. 

Wir  werden  diese  Ungleichung  alsbald  zu  verwenden  haben. 

Es  ist  nun  eine  besondere  wirksame  Idee  Koebe's  gewesen,  neben 
den  Green'schen  Functionen  noch  zwei  weitere  ähnlich  erklärte  Func- 
tionenreihen  w/,  u^,  iC,  . . .  und  u^',  u^',  u^',  . . .  auf  der  Überlagerungs- 
fläche  F^  einzuführen.  Ist  a  irgend  ein  Index,  so  sollen  die  Potentiale 
n|^^  und  ul,'  für  den  Bereich  F^^  erklärt  sein,  und  zwar  durch  folgende 
Festsetzungen:  Im  Pmikte  0  sollen  die  Potentiale  m,,'  und  u^'  unstetig 
werden  wie  der  reelle  henv.  der  von  i  befreite  imaginäre  Bestandtheil  von 
z~^,  übrigens  sollen  sie  in  F  allenthalben  harmonisch  sein  and  am  Bande 
B,^  wie  die  Green'sche  Function  u„  verschivinden.  Die  Existenz  dieser 
Potentiale  steht  nach  §  3,  pg.  451  ff.,  ausser  Frage. 

Auf  die  iZ'-Ebene  verpflanzt  mögen  die  w^,',  u!'  die  Potentiale: 

(8)  <  =  f7;(x,  Y),  <  =  u;:{x,  y) 

liefern.  Dieselben  sind  jedenfalls  für  die  Umgebung  von  .Z  ==  0  erklärt 
und  besitzen  hier,  wenn  wir  Z  =  Qe^'  schreiben,  convergente  Entwick- 
lungen der  Gestalt: 

00  00 

/o\  T-'        COS  0  ,,        -Sri'        ^,„  sinö  „        ■^" 

jt  =  1  /t  =  1 

wo  die  hier  rechts  auftretenden  Summen  natürlich  nicht  die  vorhin  so 
bezeichneten  sein  sollen.  Speciell  sind  die  Functionen  Z7i'+,'  und  ?/,'+,,' 
für  unsere  Kreisfläche  K  erklärt  und  verschwinden  auf  deren  Peripherie; 
desgleichen  sind  die  Functionen  U^  und  U^,'  für  den  Bereich  B  erklärt 
und  verschwinden  auf  dem  Rande  B  desselben. 
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Unter  den  für  uns  maassgeblichen  Voraussetzungen  können  wir  nun 
den  ScMuss  ziehen,  dass  die  Functionen  der  beiden  Reihen  w/,  u^,  . . . 
und  u^",  Mg",  .  •  •  gegen  zwei  Grenzfunctionen : 

(10)  u   =  lim  ul, ,     u"  =  lim  uü 

/(  =  00  fl=<x> 

gleichmässig  convergieren.   Die  Überlegung  arbeitet  in  beiden  Fällen  mit 
denselben  Schlüssen;   wir  führen   sie  für  die  Reihe  m/,  m/,  u^,  . . .   aus. 
Die  Differenz: 

(11)  <+  V  -  <  =    f^v  +  r'  -   U^ 

ist  auch  bei  Z  =  0  und  also  im  ganzen  Bereiche  B  harmonisch. 
Schreiben  wir: 

so  folgt  für  den  absoluten  Betrag  der  Differenz  (11): 

(12)  \uu.-u:  <uu,.--^  +  u;-^-^\. 

Nun  ist  (?7/+,,,  —  — — )  innerhalb  K  überall  harmonisch  und  längs  der 
Peripherie  (wo  U'^  verschwindet)  gleich  — ,  so  dass    U^_^^. — - 

Vv+v'  ° 

länffs  der  Peripherie   < und  also  <    ,    ist,  da  der  Bereich  B  mit 

der  Minimaldistanz  d  ein  vom  Ganzen  verschiedener  Theilbereich  der 
Kreisfläche  K  des  Radius  (),,^„,  ist.  Nach  einem  oft  angewandten  Satze 
von  pg.  448  wird  demnach  die  Ungleichung: 

x^^V  TT'  COS0  .      1 

auch  innerhalb  K  und  also  längs  des  Randes  R  von  B  gelten.  Längs 
dieses  Randes  ist   U^'  =  0  und  also : 

jj ,        cos  0  cos  0^1 

Q  Q  —     d    ' 

so  dass  wiederum  längs  B  nach  (12)  und  (13): 

\u:,,-u:\<l 

gilt.  Dieselbe  Ungleichung  wird  demnach  für  den  ganzen  Bereich  B 
bestehen.  Unter  Rückgang  auf  die  Überlagerungsfläche  und  Benutzung 
des  an  die  Formel  (7)  angeschlossenen  Satzes  gilt:  Nach  Äusicahl  einer 
dem  Intervall  0  <  £  <  1  entnommenen  beliebig  Meinen  Zahl  s  giebt  es 
einen  endlichen  Index  Vq  der  Art,  dass  für  jedes  v^Vq  und  beliebiges 


n,  2.  Beweis  des  Hauptkreis-  und  des  Grenzkreistheoreme.  487 

v  im  ganzen  Bereiche  t\.  unter  Einschluss  des  Randes  R^  die  Unglei- 
chungen gelten: 

(14)  w,,V .,'  -  ^^,'  <  2  £ ,    w,:;  „,  -  uj'  |  <  2  £ . 

Wir  haben  das  Ergebniss  sofort  für  die  Reihe  ii^',  ii^",  ■  .  .  mit  ausge- 
sprochen; in  der  That  überträgt  sich  die  Überlegung  unmittelbar  auf 
diese  Reihe,  falls  man  nur  überall  cos  d  durch  —  sin  $  ersetzen  wiU. 

Hieran  knüpft  das  bekannte  Schlussverfahren  an,  das  wir  oben, 
pg.  477,  im  Anschluss  an  die  damalige  Ungleichung  (17)  ausführlich 
beschrieben  haben:  Die  gleichmässige  Convergenz unserer  beiden  Fundionen- 
reihen  gegen  zivei  für  das  ganze  Innere  der  Überlagerungsfläche  erklärte 
Grenzfunctionen  u   und  u'  ist  also  thatsächlich  festgestellt. 

Um  sogleich  noch  eine  Abschätzung  der  Grenzfunctionen  u  und  u" 
am  Rande  R^.  von  F^  vorzunehmen,  gehen  wir  nochmals  auf  die  Un- 
gleichungen (14)  zurück  und  erinnern  daran,  dass  längs  R^,  sowohl 
u^  als  Mj,"  verschwindet.  Längs  R^,  gelten  also  die  Ungleichungen 
!«v+,,'!<2£  und  tt,,'^^, I  <  2£,  und  zwar  für  beliebiges  v' .  Da  sich 
nun  mit  mehr  und  mehr  wachsendem  v  die  Functionen  w/^,/  und  w^'^^- 
gleichmässig  den  Grenzfunctionen  u  und  u"  anuähern,  so  können  die  letz- 
teren längs  R^,  absolut  genommen  jedenfalls  nicht  grösser  als  '2  s  sein: 
Längs  des  Randes  R^  mit  irgend  einem  v  ^Vq  befriedigen  unsere  Grenz- 
functionen die  Bedingungen: 

(15)  \u    ^2s,     \u",  £2e. 

Wir  kömien  kurz  sagen:   Unsere  Grenzfunctionen  u  und  u"  nähern  sich 

längs  R^.  bei  weiter  und  weiter  wachsendem  v  gleichmässig  dem  WertJie  0  an. 

Wir  heben  nochmals  hervor,   dass  aUe  diese  Folgerungen  auf  der 

Annahme  lim  a,,  =  oo   beruhen.    Indem  wir  unten  eine   gewisse   durch 

V  =  00 

die  Grenzfunctionen  u  und  u"  vermittelte  Abbildung  der  Überlagerungs- 
fiäche  -Foo  untersuchen,  werden  wir  zu  einem  Ergebniss  gelangen,  dessen 
Unmöglichkeit  sich  leicht  darthun  lässt.  Umgekehrt  werden  wir  daraus 
den  Schluss  ziehen,  dass  unsere  Annahme  lim  «^  =  00  unzutreffend  war, 
womit  alsdann  nach  den  Ausführungen  von  pg.  482  u.  f.  das  Grenzkreis- 
theorem bewiesen  sein  wird. 

§  11.   Zusammenhang  der  Grenzfunctionen  u',  u"  unter  einander 
und  mit  den  Green'sclien  Functionen  it^^. 

Nach  Gewinnung  der  Grenzfunctionen  ^t',  u"  können  wir  weiter- 
gehende Angaben  über  die  Green'schen  Functionen  u  unserer  Bereiche 
F  machen,  welche  wiederum  Rückschlüsse  auf  jene  Grenzfunctionen 
selbst  gestatten. 

Fricke-Klein,  Automorphe  Fiinctionen.  II.  3.  32 
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Es  sei  B  irgend  ein  im  Innern  der  Überlagerungsfläclie  gelegener 
Bereicli.    Wir   können   dann   zuvörderst   fi^'  so   gross   wählen,   dass   für 
jeden  endlichen  Index  fi  ^  ^^    der  Bereich  B    ein  Bestandtheil  von  F 
ist.    Die  für  den  Bereich  i^^  erklärte  analytische  Function: 

(1)  Z^(^)  =  e-(V-V-"^ 

bildete  F  auf  die  Fläche  eines  jetzt  genauer  durch  K^  zu  bezeichnenden 
Kreises  vom  Radius  q^^  =  e**,"  ab.  Das  Bild  B^  des  Bereiches  B  in  der 
2r  -Ebene  ist  ein  Theilbereich  dieser  Kreisfläche. 

Wir  woUen  nun   den  reciproken  Werth   der  Function  (1)   in  Ab- 
hängigkeit von  2  durch  9^(^)  bezeichnen: 

(2)  g.^(^)  =  ->^=6(".-V+'V 

und  eine  Abschätzung  dieser  Function  im  Bereiche  B  vornehmen.  Zu 
diesem  Zwecke  gehen  wir  auf  die  Functionen  (8)  pg.  485  zurück  und 
stellen  für  dieselben  die  längs  der  Peripherie  K  gültigen  Ungleichungen 
(cf.  pg.  486): 


COS0 


(3)  u;--p  <f,    o-;'  +  =^i<f 


1  I  TT//    .    sin  ö  1    ^   1 


Q     I  =  Pt 


fest,  welche  zufolge  bekannter  Schlussweise  auch  im  Innern  von  K 
und  also  insbesondere  im  ganzen  Breiche  B     gelten. 
Nun  ist  offenbar: 

/-TT'    1     •rT"\        CO80  — tsinei  ^  I  ^,        cosöl        |  ^/,       sinö' 

(Uf^  +  tü^^ \<\üf,--^\  +  \Uf,  "^"Ti' 

Erinnern   wir   uns   demnach,    dass   pe^'  die   PolardarsteUung   der    com- 
plexen  Variabelen  Z^  ist,  und  dass  also: 

cos  ö  —  i  sin  0  1  1  ^  ^ 

gilt,  so  finden  wir  unter  Rückgang  zur  Überlagerungsfläche  Fcb  aus  der 
letzten  Ungleichung  mit  Rücksicht  auf  (3): 

(4)  (w;+«o-9',<(^)^<f  > 

gültig  für  alle  y.  ^  ^i^   im  gesammten  Bereiche  B. 

Nun  erinnern  wir  uns,  dass  die  Functionen  mJ  und  mJ'  sich  mit 
wachsendem  Index  den  Grenzfunctionen  u  und  u"  innerhalb  B  gleich- 
massig  annähern.  Nach  Auswahl  einer  von  0  verschiedenen  positiven, 
aber  beliebig  kleinen  Zahl  r^  giebt  es  einen  zugehörigen  endlichen  Index 
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fi^",  SO  dass  für  alle  /x,  die  nicht  unter  ^^  und  ju^,"  liegen,  inerhalb  B 
überall  die  Ungleichung  gilt: 

(5)  i  {u  +  i  u" )  —  {u,',  -f  «M  ")  \<y]. 
Da  nun  wieder: 

{u'^  iu")  -  (p^X^)  j  ^    (m'+  iu")  -  (w,;  +  «m/')    +  I  (%  +  «■?*„")  -  (p^{2) 
richtig  ist,  so  folgern  wir  aus  (4)  und  (5): 

(6)  l(M'  +  iw")-9^(^)|<7j+  ', 

gültig  im  ganzen  Bereiche  B  und  für  alle  ^,  die  nicid  unter  Up'  und  ixq" 
liegen. 

Um  diese  letztere  Bestimmung  über  die  zulässigen  Indices  ^  noch 
etwas  zu  kürzen,  wählen  wir  eine  von  0  verschiedene  positive  Zahl  s 
beliebig  klein  und  setzen  alsdann  fest: 

Diesem  'iq  gehört  alsdann  eine  bestimmte  endliche  Zahl  ^i^'  zu;  andrer- 
seits ist  die  zweite  Forderung  (7)  wegen  lim  o  =  oo  erfüllt,  sobald  ^ 
nicht  unterhalb  eines  bestimmten  endlichen  Index  ^Iq"  liegt.  Nun  wählen 
wir  schliesslich  ft^  als  endliche  Zahl  so,  dass  keine  der  Zahlen  |i1q',  ^q',  ^q" 
grösser  als  ti^  ist.    Dann  gilt  im  ganzen  Bereiche  B  die  Ungleichung: 

(8)  \{u'  +  iu")-^^{z)\<\E 

für  alle  Indices  (i,  die  ^  ^q  sind. 

Hieraus  kann  man  leicht  auf  die  gleichmässige  Convergenz  der 
Functionenreihe  q)i(2),  (p2{z),  . . .  im  Bereiche  B  schliessen,  wobei  natür- 
lich wieder  die  Anfangsglieder  auszulassen  sind,  die  für  B  nicht  oder 
nur  theilweise  erklärt  sind.  Ist  nämlich  /u.  ^  ^q  und  bedeutet  (i'  einen 
ganz  willkürlich  wählbaren  Index,  so  folgt  aus: 

die  Ungleichung: 

und  also  ziehen  wir  aus  (8)  die  Folgerung: 

Hieraus  ergiebt  sich  in  bekannter  Schlussweise  die  behauptete  gleich- 
mässige Convergenz  unserer  Functionenreihe  im  Bereiche  B  gegen  eine 

32* 
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Grenzfunction,  die  zufolge  (8)  keine  andere  ist  als  unsere  Function 
{u  -\-  iu").  Da  nun  B  ein  beliebiger  Bereich  im  Innern  der  Überlage- 
rungsfläche war,  ao  notieren  wir  als  Ergebniss:  Unsere  für  die  Bereiche 
F^,  F^,  I\,  .  .  .  erklätien  analytischen  Functionen: 

(10)  9)i(^),  (p^(z),  (p^{z),  .  .  . 

convergieren  gleichmässig  gegen  eine  für  das  ganze  Innere  der  tberlage- 
rwngsfläche  F^  als  erklärt  anzusehende  analytische  Grenzfunction,  nämlich 
gegen: 

(11)  lim  (p^{z)  =  u'  +  iu'\ 

O  =00 

unter  u  und  u"  unsere  im  vorigen  Paragraplien  gewonnenen  Grenzfunc- 
tionen  verstanden. 

Die  neue  Erkenntniss,  welche  wir  hier  betreffs  dieser  Greazfunc- 
tionen  u',  u"  gewinnen,  ist  die,  dass  (u  -|-  iu")  eine  analytische  Function 
ist  oder,  anders  ausgesprochen,  dass  u"  das  conjugierte  Potential  von  u 
ist*).  Wir  woUen  dies  Resultat  äusserlich  dadurch  kennzeichnen,  dass 
wir  an  Stelle  von  u"  fortan  die  Bezeichnung  v'  treten  lassen. 


§  12.  Abbildung  der  Überlagerungsfläclie  mittelst  der  Function  (M-f-ii'). 
Gewinnung  des  Grrenzkreistlieorems. 

Mittelst  der  anah'tischen  Function  (u'-f-?'y'),  die  wir  durch: 

(1)  fe(^)  =  (('  +  iv' 

bezeichnen  wollen,  und  die  für  das  ganze  Innere  der  Überlagerungs- 
fläche F^  eindeutig  erklärt  ist,  woUen  wir  nunmehr  diese  Fläche  auf 
die  £;-Ebene  abbilden.  Das  Abbild  werde  P^  genannt,  der  Theilbereich 
F^,  liefere  den  Bestandtheil  P,,;  natürlich  haben  diese  Bereiche  P^  und 
P^  zunächst  nichts  mit  den  in  §  6  so  bezeichneten  Polygoncomplexen 
zu  thun. 

Wenn  es  sich  nun  darum  handelt,  die  Eigenart  des  conformen  Ab- 
bildes P»  der  F„  festzustellen,  so  weisen  uns  bereits  die  Näherungs- 
functionen  95^/^)  der  Function  ^(z)  den  Weg.    Die  Function  qp„(^)  liefert 

*)  Koebe  hat  in  seiner  ersten  Mittheilung  über  das  Grenzkreistheorem  ,JJber 
die  Uniformisierung  beliebiger  analytischer  Kurven'',  Gott.  Xaehr.  von  1907,  pg.  206  ff., 
an  Stelle  der  Functionen  w^",  u^",  m,",  .  .  .  unmittelbar  mit  den  conjucrierten  Po- 
tentialen v^',  v^',  fj',  .  .  .  der  u^',  u^',  u^' ,  .  .  .  gearbeitet.  In  der  ausführlichen 
Darstellung  in  den  Math.  Ann.  Bd.  67,  pg.  219 ff.,  der  wir  hier  gefolgt  sind,  hat 
Koebe  der  Symmetrie  halber  neben  den  m„  die  coordinierten  Functionen  uü'  ein- 
geführt, wobei  dann  freilich  erst  noch  der  Beweis  zu  führen  war,  dass  die  Summe 
(u^  -{-  itiu)  für  lim  fi  ==  00  auch  thatsächlich  eine  analytische  Function  ergab. 
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als  conformes  Abbild  von  F^^  denjenigen   schlicht  bedeckten  Theil  der 

tt)  -Ebene,  welcher  ausserhalb  des  Kreises  mit  dem  Radius  —   um  den 

," 
Nullpunkt   dieser   Ebene   verläuft.    Doch   können   wir   auch    ohne  diese 
Näherungsfunctionen  die  Betrachtung   allein   auf  die  Angaben   stützen, 
welche   am    Schlüsse   von   §  10,  pg.  487,   über   die   Grenzfunctionen   u 
und  v    gemacht  wurden. 

Der  Theilbereich  F^  mit  dem  Rande  M^  liefert,  durch  die  Func- 
tion t,{z)  abgebildet,  den  Bereich  P,,  dessen  Rand  also  dem  Rande  12^ 
correspondiert.  Nehmen  wir  die  in  (15)  pg.  487  gemeinte  Maassgrösse  s 
wieder  auf  und  wählen  den  Index  v  nicht  kleiner  als  die  zugehörige 
endliche  Zahl  Vq,  so  gelten  am  Rande  it,,  die  Ungleichungen  (15) 
pg.  487,  aus  denen  wir  die  Folgerung: 

(2)  Ul  <,«*'!  +  >'  <4£ 

ziehen.  Also  wird  das  Bild  des  Bandes  B^,  in  der  t,- Ebene  sicher  im 
Innern  des  Kreises  vom  Bad  ins  4«  um  den   Nullpunkt  liegen. 

Es  lässt  sich  hieraus  durch  eine  ganz  analoge  Betrachtung  wie 
pg.  480  der  Schluss  auf  die  Schlichtheit  des  Abbildes  P«,  ziehen.  Der 
Punkt  0  von  F^,  in  dem  ^  =  0  zutrifit,  ist  der  einzige  Unstetigkeits- 
punkt  der  Function  ^,  und  zwar  wird  ^  unendlich  wie  2~  ^.  Der  Punkt  0 
überträgt  sich  demnach  auf  den  Punkt  ^  =  oo,  und  die  Umgebung  von 
0  liefert  dabei  die  schlicht  bedeckte  Umgebung  des  Bildpunktes  ^  =  oo. 
In  allen  übrigen  Punkten  der  Überlagerungsfläche  hat  i.  endliche  Werthe. 
Jedenfalls  wird  also  das  Abbild  P»  die  Umgehung  von  ^  =  cx)  nwr  ein- 
blättrig bedeckt. 

Die  Eindeutigkeit  und  Regularität  von  t,{z)  innerhalb  jP«,  bedingen 
nun  noch  keineswegs  die  Schlichtheit  des  Abbildes  P«.  Wir  wollen 
demnach  prüfen,  ob  irgend  eine  vom  Nullpunkte  ^  =  0  verschiedene 
Stelle  ^Q  von  mindestens  zwei  Blättern  des  Abbildes  Poo  überlagert  sein 
kann.  Die  beiden  bei  ^^  über  einander  liegenden  Stellen  werden  zwei 
Innenpunkten  Zq  und  Zq'  der  Überlagerungsfläche  Fco  entsprechen.  Wir 
können  dann  auch  bereits  einen  bestimmten  endlichen  Index  v^  angeben, 
so  dass  für  alle  v  ^  v^  die  beiden  Punkte  Zq,  Zq"  zugleich  Innenpunkte 
von  F^  werden. 

Auf  der  anderen  Seite  wählen  wir  eine  beliebig  kleine  Zahl  s  des 

Intervalles  0  <  £  <  —  ^o     und   bestimmen    die   zugehörige  Zahl  Vq,    so 

dass  für  v  ^  v^^  die  Ungleichung  (2)  am  Rande  von  F^,  zutrifft.  Als- 
dann führt  die  Annahme  der  Mehrblättrigkeit  von  P«  bei  t,^^  leicht  zu 
einem  Widerspruch. 
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Es  bedeckt  nämlich,  wenn  wir  v  weder  kleiner  als  Vq  noch  kleiner 
als  Vq  wählen,  der  Bereich  P,,  als  Bestandtheil  von  P^o  die  Umgebung 
von  ^=00  einfach,  diejenige  von  t,^  aber  mindestens  doppelt.  Stellen 
wir  uns  demnach  die  concentrischen  Kreise  um  £;  =  0  mit  allen  Radien 
>  ^Q  vor,  so  wird  das  Äussere  dieser  Kreise  bei  hinreichend  grossen 
Radien  nur  einfach  von  P«  bedeckt,  aber  bei  Radien,  die  hinreichend 
nahebei  ^q\  liegen,  mindestens  doppelt.  Es  giebt  demnach  einen  kleinsten 
unter  jenen  Kreisen,  dessen  Äusseres  durch  P«  gerade  noch  einfach 
bedeckt  war.  Seine  Peripherie  wh'd  also  an  den  Rand  des  Bereiches  P^ 
gerade  heranreichen,  und  P^  hat  demgemäss  Randpunkte  mit  einem  Ab- 
stand >  ^0  >  4£  vom  Nullpunkte,  was  in  der  That  mit  (2)  im  Wider- 
spruch steht.  Also  überdeckt  das  Abbild  P«,  die  t,- Ebene  an  keiner  vom 
Nullpunkte  verschiedenen  Stelle  mehrfach. 

Wir  brauchen  jetzt  nur  noch  einmal  auf  die  Ungleichung  (2)  zu- 
rückzugehen und  folgern  aus  derselben,  dass  sich  die  Ränder  der  Be- 
reiche P^  für  lim  V  =  00  gleichmässig  um  den  Nullpunkt  der  ^- Ebene 
zusammenziehen.  Damit  entspringt  das  Ergebniss:  Die  Function  t,{/) 
bildet  das  gesammte  Innere  der  Überlagerungfläche  F^  conform  auf  die 
schlicht  bedeckte  ^- Ebene,  ausgenommen  allein  den  Nullpunkt  ^  =  0  der- 
selben, ab.    Übrigens  woUen  wir  der  Bequemlichkeit  halber  an   Stelle 

von  t  den   reciproken  Wert   t,'  =  y    treten  lassen.    Bann  erscheint  als 

conformes  Abbild  des  ganzen  Innern  der  Überlagerungsfläche  Fco  die  schlicht 
bedeckte  t,'- Ebene,  ausgenommen  den  einsigen  Punkt  ^  =  00  derselben. 

Nun  können  wir  die  Betrachtungen  von  pg.  481,  welche  sich  auf 
den  regulären  Aufbau  der  Überlagerungsfläche  F^  aus  unendlich  vielen 
Exemplaren  der  ursprünglichen  Fläche  P\  gründen,  auf  die  vorliegenden 
Verhältnisse  Wort  für  Wort  übertragen.  Jenen  unendlich  vielen  Exem- 
plaren entsprechen  in  der  ^-Ebene  unendlich  viele  neben  einander  ge- 
lagerte Bereiche  P^,  P/,  P^",  .  .  .,  welche  sich  zu  einem  regulären, 
die  ganze  ^'- Ebene  bis  auf  den  Punkt  ^  =  00  schlicht  bedeckenden 
Netze  N  zusammenfügen.  Auch  die  Ausführungen  über  die  umkehrbar 
eindeutigen  analytischen  Transformationen  der  F^,  und  damit  des  Netzes  N 
in  sich  bleiben  unverändert  bestehen.  Insbesondere  ziehen  wir  den  Schluss 
auf  die  Existenz  einer  analytischen,  umkehrbar  eindeutigen  Transfor- 
mation VJX)  des  Netzes  N  in  sich,  bei  der  der  Ausgangsbereich  P^ 
in  einen  beliebig  vorgeschriebenen  Bereich  P|')  von  N  übergeht. 

Nun  folgt  aber  aus  den  Prinzipien  der  Theorie  der  ganzen  Func- 
tionen sehr  leicht,  dass  eine  ein-eindeutige  und  im  Endlichen  überall 
conforme  Abbildung  der  ^'-Ebene  auf  sich  selbst,  bei  der  der  Punkt 
^  =  00    sich    selbst    entspricht,    nothwendig    eine  lineare   ganze  Trans- 
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formation  ist.  Die  Transformation  F.  der  ci'-Ebene  in  sich  hat  also 
die  Gestalt: 

(3)  Viitl-ciX+ßr 

Sammeln  wir  alle  diese  Transformationen  für  i  =  0,  1,  2,  .  .  .,  so 
entspringt  eine  Gruppe  F  mit  dem  Discontinuitätsbereich  P^  und  mit  dem 
einzigen  Grenzpunkte  t,  =  oo.  Zufolge  I  pg.  222  ff.  ist  demnach  F  eine 
parabolische  Botationsgruppe,  und  also  hat  Pj  und  damit  unsere  ursprüng- 
liche Fläche  jF\  eine  jener  wenigen  zu  diesen  Gruppen  gehörenden 
Signaturen. 

Aber  diese  Signaturen  haben  wir  als  nicht  zum  Greuzkreistheorem 
gehörig  oben  (pg.  465)  ausdrücklich  ausgeschlossen.  Der  Widerspruch, 
den  wir  schon  pg.  483  anzeigten,  ist  demnach   aufgedeckt,  und  damit 

ist  unsere  pg.  483  gemachte  Annahme,   dass  lim  «^,  =  00   sei,  als   un- 

»■  =  00 

haltbar  erwiesen.  Auch  im  GrenzJcr  eis  falle  nähern  sich  die  Ähsolutglieder 
a,,  in  den  Entwickhingen  (1)  pg.  472  der  Green'schen  Function  m,,  unserer 
Bereiche  I ^  einer  ,,endlichen"  Grenze,  so  dass  nach  den  Ausführungen 
am  Schlüsse  von  §  9,  pg.  482,  nunmehr  auch  das  Grenzkreis- 
theorem hetviesen  ist. 


Die  ausserordentliche  Bedeutung,  welche  dem  hiermit  gewonnenen 
Ergebnisse  zukommt,  haben  wir  bereits  im  Schlusswort  zum  vorauf- 
gehenden Kapitel,  pg.  438,  gekennzeichnet.  Das  Grenzkreistheorem  ist 
keineswegs  das  allgemeinste  „Fundamentaltheorem'';  denn  es  bezieht 
sich  in  der  Form,  wie  wir  dasselbe  hier  zur  Darstellung  brachten,  nicht 
auf  den  allgemeinen  Fall  analytischer  Gebilde,  sondern  nur  auf  algebra- 
ische Gebilde,  und  es  wird  auch  in  diesem  Bereiche  überboten  von 
jenem  pg.  47  genannten  allgemeinen  Fundarnentaltheoreme  Kl  ein 's, 
welches  das  Grenzkreistheorem  und  das  Rückkehrschnittheorem  nur  als 
einfachste  Specialfälle  enthält.  Aber  das  Grenzkreistheorem  hat  einen 
sehr  charakteristischen  Vorzug  vor  dem  Rückkehrschuitttheorem  und 
dem  allgemeinen  eben  genannten  Fundamentaltheoreme,  d.  i.  der  Charakter 
der  Invarianz  gegenüber  einer  beliebigen  Transformation  des  canonischen 
Schnittsystems.  In  allen  übrigen  Fällen  des  allgemeinen  Theorems  von 
Klein  hängt  die  polymorphe  Function  ^{z)  in  einem  gewissen  Grade 
von  der  Auswahl  des  Querschnittsystems  ab:  Beim  Grenzkreistheorem 
ist  sie  von  dieser  Ausivahl  unabhängig*).    Eine  Abänderung  des   Quer- 


*)  Natürlich  auch  beim  Hauptkreistheorem;  doch  verfolgen  wir  dies  im  Texte 
nicht  besonders,  da  dieses  Theorem  sich  nur  auf  eine  specielle  Gattung  Riemann'- 
echer  Flächen,  nämlich  die  orthosymmetrischen,  bezieht. 
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Schnittsystems  bedingt  eine  Abänderung  des  abbildenden  Polygons  hei 
unverändertem  Gesammtnets  N,  wie  wir  sie  in  I  pg.  320  als  „Transfor- 
mation der  canonischen  Polygone"  ausführlich  betrachteten.  Die  poly- 
morphe Fimction  t,{z)  des  Grenzkreistheorems  gehört  bereits  der  unzer- 
schnittenen  Fläche  und  also  dem  vorgelegten  algebraischen  Gebilde  als 
einzige  Grösse  ihrer  Art  an.  In  ihr  ist  dasjenige  Element  gefunden, 
welches  für  eine  unsignierte  Fläche  des  Geschlechtes  p  =  1  das  zuge- 
hörige elliptische  Integral  erster  Gattung  ist.  Mit  der  Auffindung  der 
polymorphen  Function  t,{z)  des  Grenzkreistheorems  hat  demnach  die 
Theorie  der  algebraischen  Gebilde  ihren  naturgemässen  Abschluss  ge- 
wonnen, wobei  wir  freilieb  zugestehen  müssen,  dass  der  Ausbau  dieser 
Theorie  im  allgemeinen  Falle  gegen  den  besonderen  Fall  der  unsignierten 
Flächen  des  Geschlechtes  p  =  \  deshalb  weit  zurücksteht,  weil  wir  im 
allgemeinen  Falle  keine  analytischen  DarsteEungen  der  Functionen  des 
Gebildes  in  t,  besitzen,  welche  sich  an  Brauchbarkeit  mit  den  Jacob i'- 
schen  Thetareihen  des  Falles  ^^  =-=  1  messen  könnten. 


Drittes  Kapitel. 
Beweis  des  Rückkehrschnitttheorems. 

Wir  wenden  uns  nunmehr  dem  „Ilückkehrschnitttheorem"  zu,  welches 
auf  das  dritte  der  pg.  4()  formulierten  Fundamentalprobleme  antwortet. 
Dieses  von  Klein  im  Jahre  1882  aufgestellte  Theorem  behauptet  fol- 
gendes: Ist  eine  heliehige  endlich-blättrige  geschlossene  Eiemann'sche  Fläche 
F  mit  endlich  vielen  Verziveigungspunläen  und  einem  Geschlechie  2?  >  0 
gegeben,  und  ist  diese  Fläche  längs  irgend  welcher  p  einander  nicht  treffen- 
der und  die  Fläche  nicht  zerstüchender  Bückkehrschnitte  durchschnitten,  so 
giebt  es  eine  und  im  ivesentlichen  auch  nur  eine  polymorphe  Function,  welche 
die  Fläche  auf  einen  Discontinuitätsbereich  der  pg.  35  unter  ß  genannten 
Art  mit  2p  paariveise  linear  auf  einander  bezogenen  liandcurven  abbildet. 

Für  p  =  1  kommen  wir  auf  einen  bekannten  Satz  aus  der  Theorie 
der  elliptischen  Funktionen  zurück,  nach  welchem  sich  jede  mit  einem 
Rückkehrschnitt  versehene  Fläche  dieses  Geschlechtes  couform  auf  einen 
Kreisring*),  dessen  beide  Kandcurven  den  Schnittufern  entsprechen, 
übertragen  lässt.  Fügt  man  nämlich  den  conjugierten  Rückkehrschnitt 
hinzu  und  bildet  die  so  zerschnittene  Fläche  mittelst  des  Integrals  erster 
Gattung  u  auf  ein  Periodenparallelogramm  ab,  so  mögen  dessen  Ecken 
bei  u  =  0,  a^,  Og,  gj^  +  cog  liegen,  und  insbesondere  möge  die  Seite 
von  0  nach  cog  dem  einen  Ufer  des  anfänglich  gezogenen  Rückkehr- 
schnittes entsprechen.    Bei  dieser  Annahme  liefert  die  Function: 


als  Abbild  des  Periodenparallelogramms  auf  die  ^-Ebene  in  der  That 
einen  Kreisring,  dessen  Randcurven  durch  die  loxodromische  oder  (in 
speciellen  Fällen,  z.  B.  dem  eines  rein  imaginären  Periodenquotienten) 
hyperbolische  Substitution: 

*)  Sofern  man  den  Rückkehrschnitt  nöthigen  Falls  in  geeigneter  Weise  zurecht 
gerückt  hat  (erlaubte  Abänderung). 
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auf  einander  bezogen  sind.  Dieser  Sachlage  entsprechend  werden  wir 
weiterhin  jp  >  1  voraussetzen  dürfen. 

Das  allsfemeine  Rückkehrschnitttheorem  ist  bis  1908  unbewiesen 
geblieben.  Erst  im  Februar  des  genannten  Jahres  hat  Koebe  in  der 
mathematischen  Gesellschaft  zu  Göttingen*)  einen  Beweis  des  Rück- 
kehrschnitttheorems angegeben,  der  auf  der  Methode  der  Überlagerungs- 
fläche beruht.  Darstellungen  des  Beweises  bringen  die  pg.  446  genannte 
Note  in  den  Gott.  Nachr.  von  1909,  pg.  68  ff.,  sowie  die  ebendaselbst 
genannte  Abhandlung  in  Bd.  69  der  Math.  Annalen.  Die  folgende  Dar- 
stellung des  Beweises  des  Rückkehrschnitttheorems  schliesst  sich  der 
letzteren  Arbeit  Koebe's  im  allgemeinen  Gedankengang  an,  weicht  in- 
dessen von  derselben  in  der  Einzelüberlegung  vielfach  ab,  so  nament- 
lich bei  der  Abbildung  der  Theilbereiche  F^  der  Überlagerungsfläche  F^^ 
auf  schlichte  Bereiche.  Auch  die  allgemeinen  Sätze  über  conforme  Ab- 
bildung in  §  1  bis  4  erscheinen  hier  in  mehr  präcisierter  Gestalt,  in- 
sofern die  Rechnungen  bis  zu  numerischen  Angaben  über  die  in  Be- 
tracht kommenden  Abschätzungsconstanten  durchgeführt  werden. 

Kurze  Zeit  nach  Koebe  hat  R.  Courant  im  zweiten  Kapitel  seiner 
Dissertation**)  einen  zweiten  Beweis  für  das  Rückkehrschnitttheorem 
entwickelt.  Derselbe  erscheint  als  eine  spezielle  Anwendung  von  Ab- 
bildungstheoremen, welche  Courant  im  ersten  Kapitel  seiner  Arbeit 
im  Anschluss  an  eine  Theorie  von  Hilbert  über  die  Behandlung  der 
aUsremeinsten  Probleme  der  conformen  Abbildung  auf  Grund  des  Dirichlet- 
sehen  Principes***j  ausführte. 

§  1.    Sätze  über  schliclite  unendliche  Abbilder  einer  Kreisfläche. 

Wir  verstehen  unter  K^.  die  Peripherie  des  Kreises  vom  Radius  r 
um  den  Nullpunkt  der  Ebene  einer  complexen  Variabelen  z.  Im  Innern 
von  K^,  d.  h.  für  ^|  <  1  sei  eine  eindeutige  analytische  Function  f{z) 
durch  die  ebenda  convergente  Reihe: 

(1)  f{z)  =  I  +  a,z  -f  a,z'  +  ■■■ 

mit  verschwindendem  Absolutgliede  gegeben.    Im  Nullpunkte  selbst  soll 


*)  Siehe  die  bezügliche  Xotiz  im  Berichte  über  die  Thätigkeit  der  Göttinger 
mathematischen  Gesellschaft  im  Jahresberichte  der  Deutschen  Mathematiker -Ver- 
einigung von  1908  pg.  50. 

**)  „Üb^r  die  Anwendung  des   Diricliletf sehen  Principes  auf  die  Probleme  der 
conformen  Abbildting'\  Göttingen,  1910;  abgedr.  in  Bd.  71  der  Math.  Annalen. 

***)  Siehe  darüber  die  Note  Hilberths  „Zur  Theorie  der  conformen  Abbildung^'' 
in  den  Gott.  Nachr.  vom  17.  Juli  1909. 
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also  f{ßi)  unendlich  werden  wie  z~^]  überdies  nehmen  wir  an,  dass  f{z) 
innerhalb  K^  l:einen  Wertli  mehr  als  einmal  annimmt. 

Diese  Function  f{z)  wird  die  Innenfläche  des  Kreises  K^  auf  einen 
schlichten,  d.  h.  die  Bildebene  nirgends  mehrfach  bedeckenden  Bereich 
abbilden,  welcher  den  Punkt  oo  der  Bildebene,  dem  Nullpunkte  z  =  0 
entsprechend,  in  seinem  Innern  enthält.  Die  Bilder  der  Kreisperipherieu 
K^  für  r  <  1  werden  jenen  Bereich  einfach  und  lückenlos  bedecken  und 
zwar  in  der  Art,  dass  für  r^  >  rg  das  Bild  von  K^^  dasjenige  von  K^^ 
rings  umschliesst.  Bezeichnen  wir  demnach  mit  M^  das  Maximum  des 
absoluten  Betrages    /"(^)  |  längs  K^,  so  wird  sicher  für  y\'^  r^: 

(2)  M,<M,^ 
gelten. 

Die  nächste  Betrachtung  hat  das  Ziel,  für  den  Betrag  M^.  eine 
obere  Schranke  zu  berechnen.  Zufolge  der  Voraussetzungen  über  f(z) 
sind  die  beiden  Functionen: 

(3)  9,(,)=/-(^)_-i,      ^l^{z)^ycp{z) 

innerhalb  K^^  überall,  d.  h.  auch  uuter  Einschluss  des  Nullpunktes,  regulär 
und  eindeutig.  Bezeichnen  wir  nun  mit  M^  und  M"  die  Maxima  der 
Absolutwerthe    cp{z)    und  \il^{z)    längs  K^.,  so  ergeben  sich  aus: 

f{z)  ==z-^  +  rp  {s) ,      (p{z)  =  zif{z) 
die  Folgerungen: 

(4)  m^<1  +  m;,    M;==rM:. 

Für  irgend  ein  r^  <  1  ist  nun  'il>(z)  eine  innerhalb  und  auf  K^  end- 
liche, eindeutige  und  reguläre  Function.  Dieselbe  wird  die  Fläche  des 
Kreises  K^  auf  einen  einfach  zusammenhängenden,  ein-  oder  mehr- 
blättrigen endlichen  Bereich  der  t^- Ebene  abbilden.  Da  dies  Abbild,  wie 
hervorgehoben,  den  Punkt  oo  der  ^-Ebene  nicht  überspannt,  so  lässt 
sich  für  jeden  Innenpunkt  des  Abbildes,  wie  dasselbe  auch  übrigens 
gestaltet  sein  mag,  ein  Randpunkt  angeben,  der  vom  Nullpunkte  ^  =  0 
der  Bildebene  weiter  absteht  als  jener  Innenpunkt.  Ist  demnach  wieder 
^2  <  r^,  so  gilt  sicher: 

und  also  folgt  aus  der  zweiten  Formel  (4): 

(5)  m;  =  nM;'  <  r.M"  =  ^m;  . 
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Aus  (2),  (4)  und  (5)  ergieht  sich  hiemach: 

M  < iif,  < -  +  m;  <~+  ""'m;  ', 

1  -  '2  '4  'i 

und  da  zufolge  der  ersten  Gleichung  f3)  offenbar: 

richtig  ist,  so  folgt  weiter: 
und  also: 

Für  rg  darf  man  hier  irgend  einen  Werth  des  Intervalles  0  <  r2  <  rj 
eintragen.  Setzen  wir  speciell  rg  =  ri(— 1  + 1/2),  so  wird  die  rechte 
Seite  von  (6)  für  gegebenes  7\  minimal.  Wir  lassen  noch  den  Index  1 
fort  und  notieren  als  Ergebniss:  Ist  f{z)  innerhalb  K^  durch  die  corir 
vergente  Eeihe  (1)  gegeben,  und  nimmt  diese  Function  ebendort  keinen 
Werth  mehr  als  einmal  an,  so  befriedigt  für  irgend  ein  »•  <  1  das  Maxi- 
mum M^  von  'f{z)\  längs  K^  die  Ungleichung: 

(7)  M^  <  -±/- 

unabhängig  davon,  ivelche  besondere  Function  f{z)  vorliegen  mag. 

Wir  lassen  jetzt  an  Stelle  der  Entwicklung  (1)  die  folgende  treten: 

(8)  f{z)  ={  +  «0  +  «i'^  +  «2^'  +  •  •  • 

und  halten  im  übrigen  an  allen  Voraussetzungen  über  f{z)  fest. 
Die  Function: 

erfüllt  dann  die  Vorbedingungen  des  eben  ausgesprochenen  Theorems 
ausnahmslos,  so  dass  für  das  Maximum  von  \fi{z)  längs  K^  die  Un- 
gleichung (7)  gilt. 

Als  „Schwankung"  S^  der  Function  f{2)  längs  der  Peripherie  K^  be- 
zeichnen wir  das  Maximum  des  absoluten  Werthes: 

welches  für  irgend  zwei  Stellen  2  und  z'  der  Peripherie  K^  eintritt.  Da 
offenbar : 

f{z)  -  f{z)  =  I  f,  (z)  -  A  (/) ;  <  A  (^)  1  +  A  (^') ! 

zutrifft,  und  da  überdies  die  beiden  rechts  stehenden  Beträge  nach  der 
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gerade  vorausgeschickten  Bemerkung  die  in  (7)  gemeinte  Grösse  M^ 
nicht  übertreffen,  so  folgt:  Ist  f{z)  innerhalb  K^  durch  die  daselbst  con- 
vergente  Reihe  (8)  gegeben,  und  nimmt  diese  Function  ebendort  keinen 
Wertk  mehr  als  einmal  an,  so  befriedigt  für  irgend  ein  r  <  1  die  Schwan- 
kung S^  der  Function  längs  K^  die  Ungleichung: 

(9)  S.<*-±^ 

unabhängig  davon,  tvelcJie  besondere  Function  vorliegen  mag. 

§  2.    Sätze  über  sehlichte  endliche  Abbilder  einer  Kreisfläche. 
Es  sei  jetzt  durch: 

(1)  f{z)  =  z  +  hy-\-b,z'^--' 

eine  Function  gegeben,  die  im  Innern  und  auf  dem  Rande  von  K^  regulär 
und  so  beschaffen  sei,  dass  sie  daselbst  keinen  Werth  mehr  als  einmal 
annimmt.  Setzen  wir  iv=f{z),  so  wird  durch  diese  Function  die  Fläche 
des  Kreises  K^,  den  Rand  eingeschlossen,  auf  ein  schlichtes  endliches 
Stück  der  /r- Ebene  abgebildet,  und  zwar  in  der  Art,  dass  der  Null- 
punkt z  =  0  wieder  den  Nullpunkt  der  Bildebene  liefert,  und  dass  der 
Abbildungsmodulus  (das  Vergrösserungsverhältniss  der  Abbildung)  an 
dieser  Stelle  gleich  1  ist. 

Für  irgend  ein  ''  <  1  sei  L,.  das  Bild  der  Kreisperipherie  K^  in 
der  w- Ebene.  Diese  Linie  L^  ist  alsdann  eine  geschlossene,  sich  selbst 
nicht  schneidende,  den  Nullpunkt  einmal  umlaufende  Linie.  Für  die  Ent- 
fernung, welche  die  einzelnen  Punkte  der  Linie  L^  vom  Nullpunkte  der 
«6" -Ebene  besitzen,  ist  sowohl  eine  untere  als  eine  obere  Schranke  an- 
gebbar, die  allein  von  r,  dagegen  nicht  von  der  besonderen  vorliegenden 
Function  abhängen. 

Zur  Gewinnung  der  unteren  Schranke  für  die  „Minimaldistanz"  der 
Linie  L^  vom  Nullpunkte  führt  folgende  Betrachtung.    Man  setze: 

(2)  n\  =  f^{z)  =  ^^,  =  i  -  62  -I-  c^z  -f  C2^2  ^  .  .  . 

und  gewinnt  so  eine  Function  /'i(^),  welche  den  Vorbedingungen  des 
am  Schlüsse  von  §  1  ausgesprochenen  Satzes  genügt.  Das  Bild  von  K^ 
und  also  von  L^  in  der  ?q- Ebene  heisse  U^-^  dasselbe  wird  eine  ge- 
schlossene den  NuUpunkt  iv^  =  0   einmal   umlaufende  Linie  darstellen. 

Da  nun  die  Schwankung  von  f-^iz)  längs  K^  kleiner  als  -^ — ^  ist  und 

diese  Schwankung  in  der  ^t'^-Ebene  die  Bedeutung  der  grössten  Sehne, 
der  Linie  U^^  hat,   so  wird  kein  Funkt  der  Linie  U^^  von  dem  durch 
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die  Linie  umschlossenen  Nullpunkte  eine  Entfernung  erreichen  können, 

die  ^  -^ — ^  wäre.    Also   finden   wir   durch  Rückgang   zur  m;- Ebene, 

dass   alle   Punkte   von   L^  eine   Distanz    >         v^     **   ^'om   Nullpunkte 

haben.  Die  Ungleichung  (9)  im  vorigen  Paragraphen  war  zwar  nur  für 
r  <  1  ausgesprochen.  Es  ist  aber  aus  der  gegenwärtig  vorliegenden 
Abbildung  der  Kreisfläche  Kj^  auf  die  w-^hene  unmittelbar  selbstver- 
ständlich, dass  das  eben  über  die  Minimaldistanz  von  L^  gewonnene 
Resultat  auch  für  r  =  1  bestehen  bleibt,  falls  es  für  alle  r  <T.  gilt: 
Nimmt  die  durch  die  Reihe  (1)  gegebene,  innerhalb  und  auf  K^  reguläre 
Function  w  =  f{z)  ebenda  Jceinen.  WeHli  mehr  als  einmal  an,  so  befriedigt 
für  alle  r  <  1  die  Minimaldistanz  d^  der  Linie  L^,  ivelcJie  der  Peripherie 
Kj.  entspricht,  vom  Nullpunkte  der  Bildebene  die  Ungleichung: 

(3)  ä^>=^r, 

welche  besondere  Function  f{z)  auch  vorliegen  mag.  Insbesondere  gilt  also 
für  die  Minimaldistanz  d^  des  Randes  L^ : 

(4)  ^.>=^- 

Übrigens  können  wir  aus  der  speciellen  Ungleichung  (4)  sofort 
den  allgemeineren  Satz  (3)  entnehmen.  Man  beachte  nämlich,  dass 
z~'^-f{z)  im  Nullpunkte  z  =  0  den  Werth  1  hat  und  also  eine  innerhalb 
und  auf  K^  allenthalben  reguläre  und  von  0  verschiedene  Function  ist. 
Somit  ist: 

(5)  log^^l 

ein  in  und  auf  K^  überall  harmonisches  Potential,  von  welchem  zu- 
folge (4)  längs  des  Randes  K^  die  Ungleichung: 


'ogKf|>l°«(=^) 


gilt.    Dieselbe  Ungleichung  wird  also  auch  innerhalb  K^  gelten,  so  dass 
insbesondere  für  jeden  Punkt  von  K^  die  Ungleichung: 

log   /•(^)    >logr  +  log(~-~tVT) 
gilt,  welche  die  Regel  (3)  liefert*), 

*)  Die  zum  Punkte  w  ^0  gehörende  G-reen'sche  Function  des  von  ij  einge- 
grenzten Bereiches,  welche  rückwärts  die  Abbildung  dieses  Bereiches  auf  die  Fläche 
des  Kreises  K^  leistet,  hat  in  ihrer  für  die  Umgebung  von  w  =  0  gedachten  Ent- 
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Die  in  (4)  rechts  stehende  Zahl  ist  eine  untere  „Schranke"  für  d^ 
und  keineswegs  eine  untere  „Grenze",  der  die  Distanz  d^  für  geeignete 
Functionen  fiß)  unserer  Art  beliebig  nahe  kommen  könnte.  Ist  w  ins- 
besondere eine  lineare  Function  von  z,  so  hat  sie  voraussetzungrsffemäss 

die  Gestalt: 

z 


IV  = 


az  -\-  1 


und  stellt  also  eine  parabolische  Substitution  dar.  Wählen  wir  z  so, 
dass  die  reeUe  ^-Axe  zu  den  Bahncurven  dieser  Substitution  srehört, 
und  dass  der  einzelne  positive  reelle  Werth  2  in  einen  kleineren  Werth  w 
transformiert  wird,  so  läuft  das  darauf  hinaus,  dass  a  reell  und  >  0 
ist.  Da  überdies  w  in  und  auf  K^  regulär  sein  soll,  so  folgt  a  <  1 .  Der 
absolut  kleinste  Werth  von  tv  längs  der  in  diesem  Falle  kreisförmisfen 

Linie  L.  rührt   von  ^  =  1    her   und   ist  iv  =      ,   ,  >  —  •     Für    lineare 
^  a  -\- 1        2 

Functionen  f(0)  gilt  also: 

(6)  d,>l, 

und  zwar  hat  hier  die  Schranke  zugleich  die  Bedeutung  einer  (nicht 
erreichbaren)  Grenze. 

Den   absolut  grössten  Werth   von  tv   längs   des  Kreises  K^  erhält 
man  bei  2  =  —  1,  wo : 

(7) 

gilt.  Da  a  zwar  <  1  ist,  aber  dem  Werthe  1  beliebig  nahe  kommen 
darf,  so  ist  für  die  Beträge  (7)  unserer  Function  oo  eine  (nicht  er- 
reichbare) obere  Grenze.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass  auch  im  Allgemeinen^ 
d.  i.  hei  beliebigen  Functionen  f(z)  unserer  Art,  für  die  „Maximaldistanz" 
der  dem  Kreise  K^  entsprechenden  Linie  L^  eine  endliche  obere  Grenze 
nicht  existieren  kann. 

Das  gewonnene  Ergebniss  schliesst  nicht  aus,  dass  für  jedes  r  <  1 
eine  allein  von  r  abhängige  und  von  der  besonderen  Function  f{z)  unab- 
hängige endliche  obere  Schranke  angebbar  ist,  unter  der  die  Maximal- 
distanz D^  der  Linie  L^  in  jedem  Falle  enthalten  ist,  eine  Schranke,  die 
dann  freilich  für  lim  r  =  1  selber  unendlich  werden  muss.    Die  Existenz 


Wicklung  verschwindendes  Absolutglied.  Der  Satz  (4)  des  Textes  schliesst  sich  so- 
mit seiner  Art  nach  als  Specialsatz  der  allgemeinen  Folgerung  an,  welche  wir 
oben,  pg.  464,  aus  dem  damaligen  zweiten  Koebe'schen  Theoreme  entnahmen,  wo- 
bei freilich  jene  „Folgerung"  auf  andere  Voraussetzungen  zugeschnitten  ist.  Der 
gegenwärtige  Specialsatz  ist  insofern  präciser,  als  in  (4)  rechter  Hand  eine  ganz 
bestimmte  Zahlenangabe  sich  findet. 
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einer  solchen  Sckranke  ist  thatsächlieh  durch  Koebe  bewiesen,  und 
zwar  mittelst  einer  Betrachtung,  die  sich  der  Art  nach  an  seine  Ent- 
wicklungen zum  Beweise  der  Theoreme  von  pg.  459  £F.  anschliesst.  Wir 
werden  hier  sogar  explicite  bis  zu  einem  Ausdrucke  für  diese  obere 
Schranke  in  r  durchdringen. 

Das  in  und  auf  K.^  überall  harmonische  Potential  (5)  hat  im 
Punkte  z  =  0  den  Werth  0.  Sollte  dasselbe  constant  gleich  0  sein,  so 
wäre  \f{8)\  =  \z\  und  also  Dj.  =  r,  woraus  das  Zutreffen  unserer  Be- 
hauptung selbstverständlich  wird.  Ist  das  Potential  nicht  constant  (was 
wir  hiemach  allein  zu  betrachten  haben),  so  nimmt  dasselbe  längs  jE^ 
sowohl  positive  wie  negative  Werthe  an,  und  also  kann  man  insbeson- 
dere Punkte  auf  Kl  nachweisen,  in  denen  /'(^j  |  <  1  zutrifft.  Das  Bild 
L^  des  Kreises  K^  wird  demnach  streckenweise  innerhalb  des  Einheits- 
kreises der  «tJ- Ebene  verlaufen,  oder  (was  dasselbe  besagt)  der  Einheits- 
kreis der  jf- Ebene  wird  jedenfalls  streckenweise  ausserhalb  des  von  L^ 
umrandeten  Bildbereiches  B^  der  Kreisfläche  K^  verlaufen. 

Man  fixiere  nun  irgend  einen  Punkt  mit  |m;|  =  1  ausserhalb  L^ 
und  drehe  darauf  die  w-^hene  so,  dass  der  fixierte  Punkt  nach  w  =  1 
gelangt.  Die  Maximaldistanz  D^  ist  dabei  nicht  verändert;  was  von  ihr 
bei  der  neuen  Lage  des  Bereiches  B^^  gilt,  gilt  auch  bei  der  ursprüng- 
lichen Lage,  so  dass  die  Annahme  gestattet  ist,  der  Punkt  w  —  1  liege 
ausserhalb  L^. 

Man  ziehe  nun  von  w  =  1  bis  zum  Punkte  w  =  oo  einen  ausser- 
halb L^  verlaufenden  Schnitt  Q  (cf.  Fig.  103).    Nur  der  leichteren  An- 


Fig.  103. 


schaulichkeit  halber  richte  man  diesen  Schnitt  so  ein,  dass  er  in  seinem 
Anfangspunkte  w  =  1  von  rechts  her  tangential  an  die  reeUe  *<;-Axe 
herankommt,  dass  er  ferner  in  seinem  letzten  Ende  mit  der  positiven 
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reellen  w  -  Axe  coincidiert  (die  ja  aus  dem  „endlichen"  Bereiche  B^  sicher 
bei  einem  endlichen  w  definitiv  heraustritt),  sowie  dass  schliesslich  die 
Linie  Q,  ohne  über  den  Nullpunkt^  hinweggeschoben  zu  werden,  bei 
Festhaltung  ihres  Anfangs-  und  ihres  Endpunktes  stetig  in  das  von  1 
bis  oo  reichende  Stück  der  reellen  positiven  w-Axe  deformierbar  ist 
(cf.  Fig.  103). 

Diese  Festsetzungen  haben  den  Zweck,  die  Abbildung  der  w-Ebene 
mittelst  der  Function: 
(8)  t  =  \o^{w-\) 

möglichst  übersichtlich  zu  gestalten.  Erklären  wir  diese  Function  t{w) 
in  der  längs  Q  zerschnittenen  ^(;-Ebene  dadurch  eindeutig,  dass  wir 
für  IV  =^0  den  Functions werth  t{0)  =  7cl  vorschreiben,  so  überträgt  sich 
die  zerschnittene  ««;- Ebene  auf  einen  von  zwei  im  Abstände  von  2jt 
verlaufenden  Parallelcurven  begrenzten  Streifen,  dessen  unterer  (dem 
einen  Ufer  von  Q  entsprechender)  Rand  sich  links  der  reellen  ^-Axe 
asymptotisch  nähert  und  rechts  sogar  in  die  reelle  ^-Axe  einmündet 
(cf.  Fig.  104).    Dem  in  Fig.  103  punktierten  Stücke  der  reellen  w-Axe 


Fig.  104. 

zwischen  0  und  1  entspricht  dabei  die  in  Fig.  104  punktierte  Parallele 
zur  negativen  reellen  ^-Axe  von  t  =  iti  bis  t  =  oo.  Diese  Gerade  ver- 
läuft  gänzlich  im  Innern  unseres  Bildstreifens.  Der  Bereich  B^  findet 
sein  conformes  Abbild  in  einem  gleichfalls  ganz  im  Innern  des  Bild- 
streifens gelegenen  schlichten  Bereiche  B^,  der  jedenfalls  den  Punkt  t  =  %i 
in  seinem  Innern  enthält*). 


*)  Die  in  Fig.  104  gegebene  Zeichnung  ist  natürlich  nur  schematisch  zu  ver- 
stehen. 

Fricke-Klein,  Automorphe  Functionen.  II.  3. 
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Der  gewonnene  Streifen  kann  als  Ausgangsbereich  für  die  aus  der 
Substitution : 
(9)  t'  =  t  +  2in 

zu  erzeugende  cykliscbe  Gruppe  angesehen  werden,  und  wir  wollen  uns 
in  der  That  die  ganze  ^- Ebene  in  lauter  äquivalente  Streifen  eingetheilt 
denken.  Dann  liefert  umgekehrt  die  ^-Ebene  als  Abbild  über  der  w-Ebene 
eine  unendlich-blättrige  Riemann'sche  Fläche  von  einfachem  Zusammen- 
hange, bei  welcher  Q  als  „Verzweigungsschnitt"  dienen  kann.  Haupt- 
function  dieser  Fläche  ist  natürlich  t{iv). 

Nachdem  wir  solchergestalt  die  ganze  /-Ebene  mit  w  in  Beziehung 
gesetzt  haben,  müssen  wir  von  der  ^- Ebene  ihrerseits  noch  eine  Ab- 
bildung vollziehen.     Wir  setzen: 


(10)  s  =  yt-  3jci 

und  müssen  dieser  Function  entsprechend  über  die  bisherige  /-Ebene 
ein  zweites  Blatt  lagern,  das  mit  dem  ersten  in  den  beiden  Punkten 
^=  -djci  und  /=  oc  zu  verzweigen  ist.  Als  Verzweigungsschnitt  benutzen 
wir  die  von  3n:*  parallel  zur  negativen  reellen  t-Axe  bis  oo  verlaufende 
Gerade,  welche  gänzlich  in  demjenigen  Streifen  der  t-Ehene  gelegen  ist, 
der  durch  die  SubstitiUion  (9)  aus  dem  Äusgangsstreifen  liervorgeht.  Die 
Function  (10)  aber  wollen  wir  auf  der  zweiblättrigen  /-Fläche  dadurch 
eindeutig  erklären,  dass  wir  in  dem  unteren,  unseren  Bereich  By  tragen- 
den Blatte  bei  t  =  ni  (dem  Werthe  z  =  0  entsprechend)  den  Functions- 
werth: 

(11)  s^y^{-i+i) 

mit  positiv  genommener  Wurzel  ]/;r  festsetzen.  Dem  unteren  Blatte  der 
/-Fläche  entspricht  alsdann  die  zur  Linken  der  imaginären  s-Axe  ge- 
legene Halbebene,  und  in  ihr  findet  sich  als  Abbild  von  B/  ein  endlicJter 
schlichter  Bereich  B^"  wieder,  der  den  Rand  der  Halbebene,  d.  i.  die 
imaginäre  s-Axe,  nicht  erreicht. 

Nun  bilden  wir  endlich  die  eben  wiederholt  genannte  s- Halbebene 
mittelst  der  Function: 

der  Art  auf  die  schlichte  Fläche  des  Einheitskreises  der  Z- Ebene  ab^ 
dass  dem  in  (11)  gegebenen  Werthe  s  und  also  dem  Nullpunkte  der 
ursprünglichen  ^-Ebene  der  Punkt  Z=0  entspricht.  Dem  Bereiche  B^" 
und  also  der  Fläche  des  Kreises  K^  der  z-Ehene  entspricht  dahei  aus- 
nahmslos eindeutig  und  conform  ein  schlichter  Bereich  B^"  der  Z- Ebene, 
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der  auch  mit  seinem  Bande  gändich  innerhalb  des  Einheit^kreises  der 
Z- Ebene  liegt. 

Die  diese  Abbildung  leistende  Function  Z{z)  ist  hiernach  in  und 
auf  Kl  eindeutig  und  regulär.  Dasselbe  gilt  auch  noch  vom  Quo- 
tienten - ,  da  dem  Werthe  0  =  0  wieder  der  Werth  Z  =  0  entspricht. 
Dieser  Quotient  ist  aber,  wie  wir  gerade  fanden,  längs  der  Peripherie 
Kl  selber  allenthalben  absolut  <  1;  es  wird  demgemäss  das  in  und  auf 
Kl  überall  harmonische  Potential: 

a3)  log 'II 

längs  Kl  überall  <  0  sein  und  also  auch  innerhalb  Ki  stets  negative 
Werthe  haben.  Hieraus  ergibt  sich,  dass  für  jedes  r<l  längs  der  Peri- 
pherie Kj.  der  z- Ebene  \Z\  <Cr  zutrifft. 

Nun  ist  aber  iv  als  Function  von  Z,  wie  aus  (8),  (10)  und  (12) 
folgt,  dargestellt  durch: 

(14)  tv^i-e        W-^/  . 
Demgemäss  wird  für  \tv\  längs  K^  die  Ungleichung  zutreffen: 

(15)  [«t/'l  <  1  -f-  obere  Grenze  von  \e        ^^~^'    , 

wobei  sich  die  obere  Grenze   auf  alle  Werthe  Z  mit   |.Z|<r  bezieht. 
Eine  Abschätzung  dieser  oberen  Grenze   ist  leicht  vollzogen.    Die 
Kreisfläche    des    Radius    r   um    Z  =  0    findet    sich    in    der   Ebene    der 
Variabelen : 

1  -f-  ir* 
wieder  als  schlichte  endliche  Kreisfläche  des  Mittelpunktes  Z'  =     _   g  , 

die  den  NuUpunkt  Z'  =  0   weder   im   Innern   noch   auf  der  Peripherie 

enthält,    und    die    demnach    ganz    innerhalb    des    Kreises    vom    Radius 

2  Vi  _j_  ^ 

-^  _   ^     liegt.     Gehen    wir   demnach    jetzt    zur    Ebene    der   Variabelen 

Z"  =  Z'^  weiter,  so  liegt  in  ihr  das  Abbild  der  eben  gemeinten  Kreis- 
fläche, die  allen  Werthen  Z  mit  \Z\<ir  entspricht,  innerhalb  des  Kreises 

vom  Radius    .;       Ji  um  Z"  =  0. 

(1— r*)* 

Setzen  wir  Z"  =  "X."  -\- iY" ,  so  folgt: 


.-2ftiZ"\  ^   \g-2ni(X"  +  iY")\   _  gi^Y" 


und  da,  wie  wir  eben  sahen,  für  \Z\  <  r  nothwendig  Y"<  -j^jj^fi  zu- 
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trifft,  so  haben  wir  damit  eine  Abschätzung  der  in  (15)  gemeinten 
oberen  Grenze  vollzogen: 

(16)  \iv\  =  \f(s!)\<l  -\-e    (i-'-^)\ 

Diese  längs  der  Peripherie  K^  gültige  Ungleichung  zeigt  nun  rechts  in  der 
Tliat  einen  Ausdruck,  der  für  jedes  r  <  1  endlich  ist,  aber  allerdings,  wie 
schon  vorausgesagt  wurde,  für  lim  r  =  1  seiher  unendlich  ivird. 

Die  beiden  für  \w\  längs  K^  gewonnenen  Schranken  wollen  wir 
abkürzend  wie  folgt  bezeichnen: 

—  14-1/2  SÄ^^trl 

(H)  g{r)=      Y       ^''        G{r)  =  \-\-e    (i-')". 

Das  erhaltene  Ergebniss  wollen  wir  dann  sogleich  in  einer  etwas  allge- 
meineren Gestalt  aussprechen.  Erstlich  mögen  an  Stelle  der  beiden 
Nullpunkte  die  Punkte  z^^  und  w^  treten,  die  beliebig,  jedoch  im  End- 
lichen unserer  beiden  Ebenen  gelegen  sind.  Zweitens  nehmen  wir  an, 
dass  der  Abbildungsmodul  für  die  durch  w  =  f{z)  gelieferte  Abbildung 
der  ^- Ebene  auf  die  w- Ebene  an  der  Stelle  z^  irgend  einen  endlichen 
Werth  M(j  habe.  Dann  gilt  von  M^""  '^  •  iv ,  was  bisher  von  w  bewiesen 
wurde;  und  also  .sind  jetzt  die  Schranken  von  \w\  längs  K^  einfach 
MQg(r)  und  M^Gif).  Drittens  wollen  wir  annehmen,  dass  an  Stelle 
des  Kreises  K^  um  Zq  ein  Kreis  Kr  mit  beliebigem  endlichen  Radius  R 
tritt.    Durch  die  Transformation: 

z'  =  R-'-iz-z,) 

wird  derselbe  in  den  Kreis  K^'  der  /-Ebene  verwandelt.  Ist  Mq  der 
Modul  der  Abbildung  der  ^;-Ebene  auf  die  «'-Ebene  bei  Zq,  so  ist  er- 
sichtlich Mq  •  it  der  Modul  der  Abbildung  der  /-Ebene  auf  die  w-^hene 
bei  /  =  0.  Übrigens  liefert  der  Kreis  K^  um  Zq  offenbar  den  Kreis 
K'r  um  /  =  0,  so  dass  sich   als   Schranken  für  \w\  längs  K^  ergeben: 

Wir  können  endlich  die  Voraussetzungen  noch  so  beschränken, 
dass  die  an  die  Function  f(z)  zu  stellenden  Forderungen  nicht  mehr  noth- 
wendig  längs  der  Peripherie  Kr  selber  erfüllt  sind,  sondern  nur  inner- 
halb dieser  Peripherie  überall  gelten.  Wählen  wir  nämlich  eine  von  0 
verschiedene  positive  Zahl  ö  beliebig  klein,  so  wird  f(z)  im  Innern  und 
auf  der  Peripherie  Kr^s  alle  bisherigen  Anforderungen  erfüllen.  Nun 
sind  für  jedes  bestimmte  r  <i  R  —  d  die  Ausdrücke: 

(18)  N\,{R-d)g{^^;~^),       fA,i^R-d)G[~^^) 
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bei  lim  (5  =  0  unter  Einschlnss   der  Grenze  stetig  von  Ö  abhängig.     In 

(18)  handelt  es  sich  aber  für  \tc\  um  „Schranken"  und  nicht  etwa  um 
„Grenzen",  denen  |  ic  \  beliebig  nahe  kommen  könnte.  Da  nun  andrer- 
seits Ö  beliebig  klein  wählbar  war,  so  dürfen  wir  wegen  der  hervor- 
gehobenen Stetigkeit  der  Ausdrücke  (18)  in  d  auch  sogleich  ö  =-=  0 
nehmen. 

Unter  Zusammenfassung  aller  Einzelergebnisse  haben  wir  folgenden 
grundlegenden  Satz  gewonnen:  Ist  innerhalb  des  Kreises  Kr  vom  end- 
lichen Badius  R  um  den  Punlt  Zq  der  z- Ebene  eine  Function  iv=f{z) 
gegeben,  die  daselbst  überall  eindeutig  und  regulär  ist,  und  die  ebendort 
Jceinen  Werth  mehr  als  einmal  annimmt,  und  ist  N\q  der  Albildimgsmodul 
im  PimTite  s^,  der  den  PunM  iVq  liefere,  so  befriedigt  der  absolute  Betrag 
von  IV  —  iVq  =  f{z)  —  /"(.^o)  ^dngs  der  Peripherie  K^  mit  irgend  einem.  r<iB 
die   Ungleichungen : 

(19)  ^^^9{i)  <  l/(^)-/-(-"o)l<  Mo^^(D, 

unabhängig  davon,  ivelche  besondere  Function  f{ß)  vorliegen  mag. 

Man  kann  das  Ergebniss  auch  in  geometrische  Form  kleiden,  in- 
dem man  auf  die  Abbilder  L^  der  Kreisperipherien  K^  zurückgeht.  Für 
jedes  einzelne  r  <  Ji  wird  L^.  eine  den  Bildpunkt  iVq  von  Zq  einmal  um- 
laufende Curve  sein,  für  deren  Minimaldistanz  d^  und  Maximaldistanz  D^. 
vom  Punkte  tv^  die  Ungleichungen  gelten: 

(20)  d,.  >  MoEr/(^)  ,       D,.  <  N\,BCr[^), 

unter  g  und   G  die  in  (17)  gegebenen  Functionen  verstanden. 

§  3.   Der  Verzerrungssatz  für  kreisförmige  Bereiche. 

Bei  Abbildung  der  Fläche  des  Kreises  Kr  auf  die  w- Ebene  mittelst 
unserer  Function  w  =  f(z)  sei  jetzt  N\  =  \f'(z)\  der  Abbildungsmodul  an 
einer  beliebigen  SteUe  z.  Ist  wieder,  wie  in  Formel  (19),  §  2,  der  Ab- 
bildungsmodul Mo  =  |/"(5o)|  im  Mittelpunkte  Zq  von  Kr  gegeben,  so 
können  wir  auf  Grund  des  am  Schlüsse  von  §  2  aufgestellten  Satzes 
zeigen,  dass  für  jedes  r <iPi  sowohl  eine  obere  als  eine  untere  Schranke 
der  Werthe  M  =  |  f'{s)  j   innerhalb  K^  unabhängig  von  f{z)  angebbar  ist. 

Um  zunächst  die  obere  Schranke  zu  gewinnen,  schalten  wir  zwischen 
den  Peripherien  K^  und  Kj^  die  Peripherie  K  mit  Q  =  ^  (>'  +  B)  ein 
und  können  dann  für  eine  beliebige  Stelle  z  innerhalb  oder  auf  K^ 
mittelst  des  Cauchy'schen  Satzes: 
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ansetzen,  wo  die  Integrationsvariabele  ^  den  Kreis  K  ,  wie  durch  den 
unteren  Index  am  Integralzeichen  angedeutet  ist,  im  positiven  Umlaufs- 
Binn  zu  beschreiben  hat. 

Wäre  f{z)   constant  gleich   fiß^),    so    wäre    fiz)  =  0.     In   diesem 
Falle  lautet  die  Gleichung  (1): 


0--^  f^'^dt 


Ziehen  wir  diese  Formel  von  (1)  ab,  so  folgt: 

Aus  (2)  finden  wir  für  den  Absolutwerth  der  links  stehenden  Ab- 
leitung: 

(3)  M-ir(.)  <^/ ^1-^1^51 . 

Nun  gilt  aber  zufolge  (19),  §  2,  längs  K,^ : 

\m)-f(^o)\<f^oR(^{i)- 

Andrerseits  ist  offenbar: 

\t-^   >Q  -r     und  also     -^ZTJ]*  <  '(^^Z^ji ' 

während  das  Integral  aller  j^^^j  die  Länge  2Q7t  der  Peripherie  K   liefert. 
Somit  folgt  aus  (3): 

M  =  |/'«i<,^M„fie(|).^.2,;.. 

Unter  Zusammenfassung  und  Eintraojung  des  Ausdrucks  von  o  in  r  und 
R  ergiebt  sich: 

(4)  M  =  ir(.)'<?™^G(i  +  ,-^) 

für  jede  Stelle  z  innerhalb  oder  auf  K^. 

Aus  der  damit  gewonnenen  oberen  Schranke  für  |  f\z)  \  können  wir 
leicht  auch  eine  untere  Schranke  herleiten.  Um  die  anzustellenden 
Rechnungen  zu  vereinfachen,  denken  wir  die  ^- Ebene  nöthigenfalls  so 
in  sich  verschoben,    dass  3^  =  0   ist,    und   dass   der  etwa  durch  M'  zu 
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bezeichnende  kleinste  Werth  von  M=  f{z)\  längs  K^  an  der  Stelle 
5  =  —  r  zutrifft.    Durch  die  hyperbolische  Substitution: 

/CN  '        R-'z  +  rB* 

(^)  '  =  ~Vz  +  B^ 

wird  die  Fläche  des  Kreises  Kr  so  in  sich  transformiert,  dass  die  Punkte 
z  =  —  r  und  z  =  ^  in  ^'  =  0  bezw.  z  ^  -\-  r  übergehen.  Bei  z  =  0  be- 
rechnet sich  der  Modul  ^  dieser  Abbildung  (5)  leicht  zu: 

bei  z  =  —  r  ist  er  hierzu  reciprok. 

Setzen  wir  nun: 

R*z'~rR' 


so  befriedigt  die  Function  f\{z')  innerhalb  des  Kreises  Kr  der  /-Ebene 
alle  Anforderungen,  die  wir  an  die  Function  f{z)  innerhalb  Kr  stellten. 
Insbesondere  haben  wir  aber  bei  der  Abbildung  der  Fläche  jenes  Kreises 
mittelst  der  Function  tv  =  f^{/)  auf  die  «'-Ebene  an  den  Stellen  /  =  0 
und  z  =  r  die  Abbildungsmoduli  /iM'  bezw.  /i~^M(j.  Für  den  letzteren 
Modul  als  auf  der  Peripherie  K^  der  ^'- Ebene  stattfindend  gilt  die  Un- 
gleichung (4),  falls  man  für  M^  rechter  Hand  den  jetzt  im  Mittelpunkte 
stattfindenden  Modul  ^itM'  einträgt: 


Man  setze  jetzt  für  \i  seinen  Ausdruck  (6)  ein  und  erinnere  sich, 
dass  M'  der  kleinste  Werth  von  M  =  |  f'{£)  \  längs  K^  sein  sollte.  Es 
folgt  als  längs  K^  gültig: 

Da  die  hier  rechts  stehende  Schranke  mit  abnehmendem  /•  zunimmt,  so 
gilt  die  Ungleichung  (7)  auch  für  \z\  <  r. 

Unter  Zusammenfassung  der  Ergebnisse  (4)  und  (7)  gelangen  wir 
zu  folgendem  Satze:  Ist  f{z)  im  Innern  des  Kreises  Kr  vom  Mittelpunli  Zq 
eindeutig  und  regulär,  und  nimmt  diese  Function  daselbst  keinen  Werth 
mehr  als  einmal  an,  so  gilt  für  jedes  bestimmte  r  <i  R  an  allen  Stellen  z 
innerhalb  und  auf  K^.  die  Ungleichung: 

^^'     2^+7rl^(Y  +  2-i?)j      <'fM<       (E-r)*~"^lY  +  2EJ> 
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unter  N\q  den  Ahbildungsmodul  im  Punkte  z^  verstanden^  welche  besondere 
Function  fiz)  auch  vorliegen  mag. 

Das  Verhältniss  der  beiden  Moduli  M^  =  \f\z^)  und  M2=  \f'(z^'  zu 
einander  giebt  uns  den  Grad  der  „Verzerrung'^  an,  welche  für  die  beiden 
Stellen  z^,  z.^  beim  Fortgange  zum  Abbilde  in  der  «//-Ebene  eintritt. 
Als  Maass  der  Verzeirrung  dürfen  wir  in  der  That  den  Quotienten  zweier 
BogendifFerentiale  ßw-^^  und  \dw^\  ansehen,  welche  zwei  gleichen  bei 
z^  und  ^2  gezeichneten  Bogendifferentialen  \dz\  entsprechen.  Wir  setzen 
zur  Abkürzung  den  nur  vom  Quotienten  r:B  abhängigen  Ausdruck: 

Aus  dem  eben  ausgesprochenen  Theoreme  folgt  dann  leicht  weiter: 
Unter  Festhaltung  der  bisherigen  Voraussetzungen  ergiebt  sich  bei  irgend 
zwei  Stellen  z^,  z^  innerhalb  oder  auf  K^  für  das  Maass  der  Verzerrung 
die  Ungleichung: 

m         (^©r"<fif<o- 

Koebe  bezeichnet  den  hiermit  ausgesprochenen  Satz  als  „Ver- 
zerrungssat^' .  Setzen  wir  insbesondere  z^  =  Zq,  so  folgt  aus  (10)  die 
mit  (8)  analoge  Ungleichung: 

(11)  M„(ff(^))-'<  fW   <M,ff(|-). 

Doch  sind  in  der  Ungleichung  (8),  wie  man  sieht,  die  Schranken  enger 
gezogen.  Wir  werden  die  Bezeichnung  „Verzerrungssatz"  auch  auf  das 
durch  (8)  zum  Ausdruck  kommende  Theorem  anwenden. 

Als  Beispiel  betrachten  wir  wieder  eine  lineare  Function: 

(12)  ^  =  /•(,)  =  ^-1+1 ,      ad-ßy^l 

und  nehmen,  was  keine  Einschränkung  der  Allgemeinheit  bedeutet, 
^0=0  an.  Der  elementare  Fall  y  =  0,  wo  f'{z)  constant  ist,  wird  sich 
den  aufzustellenden  Formeln  unterordnen   und  gilt  bei  der  Überlegung 

als  ausgeschlossen.  Der  bei  ^i  =  —  -  gelegene  Pol  von  f(z^  darf  nicht 
dem  Innern  von  Kr  angehören: 

(13)  \z,\=^\^\>B. 
Nun  gilt  im  vorliegenden  Falle: 

M  =  1  f'U)  I  =       i^,  = 
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Das  Maximum  von  M  für  aUe  Stellen  mit  '  z  ^r  wird  demnach  auf 
der  Peripherie  K^  selbst  stattfinden  in  dem  am  Pole  2^  nächst  gelegenen 
Punkte,  wo 

wird,  das  Minimum  am  entgegengesetzten  Punkte  von  K^,  wo 

'^i  —  ^l  =  l^il  +  r 
wird: 

Unter  Aufnahme  des  Abbildungsmoduls  M^  können  wir  hierfür  schreiben: 


(-^r^  ^^'^('-^)" 


Im  Grenzfalle  \2^\  =  R  tritt  der  kleinste  Werth  der  linken  Seite  und 
zugleich  der  grösste  Werth  der  rechten  Seite  ein.  Somit  gilt  als  Special- 
satz  für  lineare  Functionen: 

oder  auch  als  der  Ungleichung  (10)  entsprechende  Folge: 

m  (f^:)'<=^:|j'ä(l-i-:)' 

für  irgend  welche  innerhcdb  oder  auf  K^  gelegene  FunMe  z,  z^,  Zc^.    In 

beiden    1 

Grenzen. 


beiden    Fällen    sind    die    angegebenen    Schranken    zugleich    erreichbare 


§  4.    Der  Verzerrungssatz  für  beliebige  Bereiclie. 

Es  sei  jetzt  in  der  ^- Ebene  ein  beliebiger  endlicher  schlichter  und 
zusammenhängender  Bereich  gegeben,  den  wir  B  nennen,  und  dessen 
Rand  durch  E  bezeichnet*)  werde.  Letzterer  kann  aus  einer  oder  auch 
aus  irgend  einer  endlichen  Anzahl  in  sich  zurücklaufender  Curven  zu- 
sammengesetzt sein,  so  dass  wir  über  den  Grad  des  Zusammenhangs 
von  B  nur  voraussetzen,  dass  derselbe  endlich  sei.  Um  jedoch  nicht 
jeder  Möglichkeit  Raum  zu  geben,  woUen  wir  annehmen,  dass  jede  der 
Randcurven  von  B  aus  endlich  vielen  analytischen  Stücken  zusammen- 
gesetzt sei. 


*)  Weiterhin  brauchen  wir  R  nur  noch  in  dieser  Bedeutung  und  nicht  mehr 
als  Radius  eines  Kreises  Jfi,. 
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Es  sei  ferner  irgend  eine  Function  w  =  f{z)  gegeben,  welche  im 
Innern  von  S  überall  eindeutig  und  regulär  sei,  und  welche  daselbst 
keinen  Werth  mehr  als  einmal  annimmt.  In  einem  innerhalb  Jß  be- 
stimmt gewählten  Punkte  z^  habe  der  zu  dieser  Function  gehörende 
Abbildungsmodulus  den  endlichen  Werth  Mo=|/"(^o)|. 

Um  nun  die  Sätze  des  vorigen  Paragraphen  auf  die  hier  vorliegen- 
den allgemeineren  Verhältnisse  zu  übertragen,  verstehen  wir  unter  B^ 
irgend  einen  Theilbereich  von  B,  dessen  Rand  R^  vom  Rande  B,  des 
Bereiches  B  überall  endlich  weit  entfernt  ist.  Es  soll  sich  also  für  die 
„Minimaldistanz"  des  Randes  Bi,^  vom  Rande  7t  eine  bestimmte  Zahl 
f7>0  angeben  lassen.  Der  Bereich  i?Q  soll  jedenfalls  auch  den  Punkt  z^ 
enthalten.  Unter  diesen  Voraussetzungen  wird  es  uns  gelingen,  für  die 
Werthe  der  Moduli  M  =  \f'(z)\  im  Innern  und  auf  dem  Rande  von  Bq 
eine  untere  und  eine  obere  Schranke  anzugeben,  die  beide  endlieh  und 
von  der  besonderen  Function  f{z)  unabhängig  sind. 

Zeichnen  wir  in  B  die  Parallelcurven  der  Randcurven  im  Ab- 
stände d  (welche  offenbar  selbst  wieder  aus  endlich  vielen  analytischen 
Stücken  aufgebaut  erscheinen),  so  werden  dieselben  einen  Theilbereich 
B^  eingrenzen,  der  aus  mehreren  Stücken  bestehen  kann.  Aber  sicher 
wird  das  Zq  enthaltende  zusammenhängende  Stück  B^',  dessen  Rand  R^^' 
heisse,  den  Bereich  Bq  als  Bestandtheil  enthalten.  Hieraus  ist  folgendes 
klar:  Wir  können  von  Zq  aus  nach  jedem  beliebig  vorgeschriebenen 
Punkte  z  innerhalb  Bq  oder  auf  dem  Rande  von  Bq  eine  Linie  ziehen, 
deren  Minimaldistanz  vom  Rande  Ji  nicht  <id  ist,  und  deren  Länge 
unterhalb  einer  fest  anorebbaren  endlichen  Zahl  /  liest.  In  der  That 
können  wir  uns  z.  B.  der  geraden  Verbindungslinie  von  z^^  nach  z  be- 
dienen, indem  wir  nur  überall  dort,  wo  dieselbe  über  den  Rand  7t(j" 
aus  Bq'  austritt,  längs  des  Randes  selber  bis  zur  Wiedereintrittsstelle 
herumgehen.  Die  beschriebene  Linie  setzt  sich  daraufhin  aus  Stücken 
einer  geraden  Strecke,  deren  Länge  unterhalb  der  Maximaldistanz 
zweier  Randpunkte  des  endlich  ausgedehnten  Bereiches  B  bleibt,  sowie 
aus  Theilen  des  Randes  B^',  der  eine  endliche  Gesammtlänge  hat,  zu- 
sammen; die  Länge  der  Linie  bleibt  also  unterhalb  einer  angebbaren 
endlichen  Zahl  l. 

Die  von  z^  nach  z  beschriebene  Linie  woUen  wir  nun  mit  einer 
Kette  von  Kreisen  des  Radius  ä  nach  folgendem  Princip  überlagern: 
Der  erste  Kreis  K^^^  habe  den  Mittelpunkt  Zq\  der  zweite  K^-^''  habe 
denjenigen  Punkt  z^  zum  Mittelpunkt,  wo  die  fragliche  Linie  endgültig 

aus   dem  mit  K^^  concentrischen   Kreise  des  Radius    -d    austritt;    der 

dritte  Kreis  K^^'^  habe  die  Stelle  z.2  zum  Mittelpunkt,  wo  die  Linie  end- 
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gültig  aus  dem  mit  J^^^^  concentrischen  Kreise  des  Radius  —d  aus- 
tritt u.  s.  w.  Die  Länge  der  beschriebenen  Linie  von  ^^  bis  zum  Mittel- 
punkte des  Kreises  K^'^^  ist  ^^(v — V)d.    Setzen  wir  demnach: 

(1)  /"-i  +  ^i^)' 

-7-)  die   grösste  in  -^  enthaltene  ganze  Zahl  verstanden,    so 

wird  spätestens  der  Kreis  K^''\  wenn  nicht  ein  früherer,  so  gelegen 
«ein,   dass   der  Endpunkt  z  der  Linie  vom  Mittelpunkte  jenes   Kreises 

die  Entfernung  <i\,d  bekommt.    Es  existiert  also  ein  Index  Vq  ^  v  der 

Art,  dass  der  Endpunli  z  der  Linie  vom  MittelpunJäe  des  Kreises  -BT^"»^ 

eine  Entfernung  <  —  d  besitzt. 

Nun  wenden  wir  die  Ungleichungen  (8)  pg.  509  auf  unsere  Kreise 

an,  wobei  wir  r  ==  —  d,    R  =  d    zu   setzen   haben    und   zur   Abkürzung 

die  endliche  Constante: 

2C967r 

(2)  G(|)  =  l-fe^^'  =  (? 

setzen.  Für  den  Abbildungsmodulus  M^  unserer  Function  f(z)  im  Mittel- 
punkte von  K^'"^  folgt: 

Mit  Benutzung  dieses  Ergebnisses  und  erneute  Anwendung  von  (8) 
pg.  509  folgt   für  den  Abbildungsmodul  Mg  im  Mittelpunkte  von  K^'*: 

(^)'MoG-2<M,<12^Mo(^^ 

Durch  Fortsetzung  des  gleichen  Schluss Verfahrens  finden  wir  für  den 
Abbildungsmodul  M,,  _j  im  Mittelpunkte  des  Kreises  K^''°^  die  Un- 
gleichungen: 

Nun  aber  liegt  der  Endpunkt  z  der  Linie  mit  dem  Abbildungsmodul 
M  =-=  \f'{z)\   vom  Mittelpunkte    des    Kreises  K''"'^   in    einer    Entfernung 

<i^rd.    Somit  erg-iebt  sich: 

(^fMoG=-'"<M<12-oMo^% 
und  also,  da  Vq  ^  v  zutrifft: 

(3)  [^Jm,G-^<M<12^N\oG\ 
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Auf  diese  Weise  sind  wir  zum  allgemeinen  „Verzerr nngssatze"  ge- 
laugt: In  dem  endlichen  schlicJden  und  zusammenhängenden  Bereiche  B, 
dessen  Band  B  aus  endlicJi  vielen  analytischen  SUichen  aufgebaut  ist,  und 
der  einfach  oder  mehrfach  zusammenhängend  sein  mag,  sei  eine  Function 
f(z)  gegeben,  die  innerhalb  B  überall  eindeutig^  und  regulär  ist,  und  die 
ebenda  heinen  Werth  mehr  als  einmal  annimmt.  \Alsdann  besteht  für  jeden 
PunM  z  im  Innern  und  auf  dem  Bande  eines  nieilbereichs  Bq,  dessen 
Band  Bq  vom  Bande  des  Bereiches  B  üherall  endliche  Entfernung  hat, 
die  Ungleichung: 

(4)  {^^jG-^M,<\nz)\<V2^G^M„ 

unter  M^  den  Werth  f'iz^)  verstanden,  und  es  besteht  ferner  für  jedes 
Punktepaar  z^,  z^  innerJtalh  oder  auf  dem  Bande  von  B^  die  Ungleichung: 

(5)  3-^"G-2''<^^giji<3^"G^2..^ 

welche  besondere  Function  auch  vorliegen  mag.  Dabei  ist  v  eine  durch  (1) 
gegebene  für  den  Bereich  Bq  charalderistische  endliche  ganze  Zahl  und  G 
bedeutet  die  in  (2)  gegebene  endliche  Constante. 

§  5.    Folgerungen  aus  dem  Verzerrungssatze. 

Wir  halten  an  den  Voraussetzungen  über  den  Bereich  B  und  die 
Function  f{z)  fest  und  nehmen  überdies  an,  dass  f{z)  seine  geforderten 
Eigenschaften  nicht  mir  in  B  sondern  auch  am  Bande  B  von  B  sowie 
audi  noch  ausserhalb  B  unmittelbar  am  Bande  besitze.  Die  letztere  For- 
derung wollen  wir  des  genaueren  so  einkleiden:  Wir  denken  zu  jeder 
Randcurve  von  B  ausserhalb  dieses  Bereiches  eine  Parallelcurve  des 
Abstandes  d  gezeichnet,  unter  d  eine  ausreichend  klein  gewählte*),  aber 
von  0  verschiedene  positive  Zahl  verstanden.  Diese  Parallelcurven 
grenzen  einen  Bereich  B  ein,  der  aus  B  durch  Anlagerung  von  lauter 
Ebenenbändern  der  Breite  d  längs  der  Randcurven  entsteht.  Unsere 
Voraussetzung  ist  demnach,  dass  bei  dem  unabhängig  von  f(z)  fest  ge- 
wählten (^  >  0  die  Function  f(z)  ihre  Eigenschaften  auch  noch  im  ver- 
grösserten  Bereiche  B  besitze. 


*)  Die  einzelne  Randcurve  von  B  ist  zwar  als  endlich  ausgedehnt  gedacht, 
und  auch  der  von  ihr  umschlossene  ausserhalb  B  gelegene  Bereich  soll  nicht  ver- 
schwinden. Auch  nehmen  wir  an,  dass  jedes  endliche  Stück  einer  Randcurve  nicht 
nur  JS,  sondern  auch  ausserhalb  B  gelegene  Theile  der  Ebene  berandet.  Bei  aus- 
reichend klein  gewähltem  d  ist  es  dann  immer  möglich,  das  im  Texte  beschriebene 
Ebenenband  der  Breite  d  ausserhalb  B  am  Rande  glatt  anzulagern  und  so  den 
Bereich  B  herzustellen. 
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Die  Anzahl  der  Randcurven  von  B  sei  n,  und  es  gelte  n^2. 
Eine  derselben  umgrenzt  B  nach  aussen,  die  übrigen  (n  —  l)  aber  sind 
innere  Randcurven. 

Gehen  wir  jetzt  mittelst  der  Function  ic  =  f(ß)  zur  tv-Ehene,  so 
wird  B  einen  schlichten  Bildbereich  B',  B  aber  einen  endlichen  und 
schlichten  Bildbereich  B'  liefern.  Eine  der  Randcurven  (nicht  noth- 
wendig  diejenige,  welche  der  äusseren  Randcurve  von  B  entspricht^ 
wird  B'  nach  aussen  begrenzen,  die  übrigen  (w  —  1)  Randcurven  be- 
grenzen B'  nach  innen.  Jede  dieser  letzteren  Curven  umschliesst  einen 
einfach  zusammenhängenden  Bereich,  der  aus  dem  Bereiche  B'  heraus- 
geschnitten erscheint.  Wir  wollen  mit  J^.  J^,  .  .  .,  '/„_i  die  Flächen- 
inhalte dieser  (n  —  1)  vom  Bereiche  B'  umschlossenen  Bereiche  be- 
zeichnen. Andrerseits  sei  J^  der  Flächeninhalt  des  von  der  äusseren 
Randcurve  des  Bereiches  B'  umschlossenen  einfach  zusammenhängenden 
Bereiches,  so  dass  ./^  als  Summe  der  Inhaltszahlen  Jj,  J^,  .-.,  '^_i  und 
des  Inhaltes  von  B'  darstellbar  ist. 

Für  die  eben  genannten  Inhaltszahlen  können  wir  nun  die  Un- 
gleichung: 

beweisen,  in  welcher  q  eine  nur  vom  Bereiche  B  abhängige,  aber  von 
der  besonderen  vorliegenden  Function  f{z)  unabhängige  Zahl  des  Inter- 
valles  0  <  5  <  1  ist. 

Zum  Beweise  der  Ungleichung  (1)  wählen  wir  innerhalb  B  einen 
beliebigen  Punkt  z^,  dessen  Minimaldistanz  vom  Rande  B  mit  r  be- 
zeichnet werde.  Wir  dürfen  annehmen,  dass  der  Abbildungsmodulus 
Mo==|/"'(^q)  =  1  sei;  denn  dies  ist  nöthigenfaUs  durch  eine  noch  auf 
die  ?r- Ebene  auszuübende  Ahnlichkeitstransformation  erzielbar,  bei  der 
sämmtliche  Inhaltszahlen  J  denselben  Factor  annehmen  und  also  die 
Ungleichung  (1 1  ohne  Änderung  von  q  bestehen  bleibt. 

Der  Kreis  K^  des  Radius  r  um  Zq  gehört  ganz  dem  Bereiche  B 
an,  so  dass  wir  auf  diesen  Kreis  das  Theorem  von  §  2,  pg.  500,  an- 
wenden können.  Letzterem  Theorem  zufolge  hat  das  Abbild  des  Kreises 
K^  in  der  ?(- Ebene  einen  Flächeninhalt  F^,  für  welchen  die  Zahl: 

(2)  m==^-^^^''^r^ 

eine  untere  Schranke  abgiebt: 

(3)  F^>m. 

Wendet  man  andrerseits  den  Verzerrungssatz  (4),  pg.  514,  auf  den 
Bereich  B  an,  so  ergiebt  sich  längs  des  Randes  R: 

(4)  \f{z)\<l2^G\ 
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Es  sei  nun  Z„  die  gegebene  endliche  Länge  des  äusseren  Randes 
von  B,  und  entsprechend  sei  i/  die  Länge  des  äusseren  Randes  von  B', 
der  uns  vorhin  die  Fläche  des  Inhaltes  «7„  umgrenzte.    Dann  gilt: 

L:=f\dw\=ff{,)\\d,\, 

wo  das  erste  Litegral  über  den  äusseren  Rand  von  B'  und  entsprechend 
das  zweite  über  denjenigen  von  B  zu  erstrecken  ist.  Da  längs  des 
letzteren  die  Ungleichung  (4)  gilt,  so  folgt: 

Der  Inhalt  J^  des  von  dieser  Linie  umschlossenen  Bereiches  genügt 
nun  der  Ungleichung: 

T  '* 

Für  die  Flächenzahl  J^  wird  demnach  der  endliche  Betrag: 

(5)  M=-^^G''L^ 
eine  obere  Schranke  abgeben: 

(6)  ^n  <  ^^- 

Aus  (3)  und  (6)  folgt  sofort: 

wo  rechter  Hand  eine  aUein  von  unserem  Bereiche  B  und  der  Zahl  d 
abhängige,  dagegen  von  f\2)  unabhängige,  zwischen  0  und  1  gelegene 
Zahl  steht. 

Da  das  Bild  des  Kreises  K^  ein  Theilbereich  von  B'  ist  und  der 
Inhalt  von  B'  durch  '/„  — («/i  +  JgH ^^n-i)   gegeben   ist,    so   gilt: 

woraus  wir  weiter  entnehmen  (mit  Benutzung  von  (7)): 
J^  \      Jn ^__  ^       1 


Schreiben  wir  demnach: 

(8)  1-^  =  ^' 
so  gilt  0  <  g  <  1,  und  wir  haben: 

(9)  J,+J^+'--+Jn-l<<lJn 
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Wir  haben  demnach  den  Satz  gewonnen:  Ist  f(z)  im  Innern  des  oben 
aus  unserem  n-fach  zusammenhängenden  Bereiche  B  hergestellten  Bereiches 
B  eindeutig  und  regulär,  und  nimmt  f{z)  ebendort  keinen  Werth  mehr 
als  einmal  an,  so  ist  der  von  den  (n  —  1)  inneren  Randcurven  des  Bild- 
bereiclies  umschlossene  Gesammtflächeninhalt  Meiner  als  der  mit  q  multi- 
plizierte Inhalt  J^^,  ivelcher  von  der  äusseren  Bandcurve  des  Bildes  B' 
umgrenzt  ist;  und  zivar  ist  hierbei  q  eine  allein  von  B  und  der  Streifen- 
breite d  abhängige,  jedoch  von  der  besonderen  Function  f{z)  unabhängige 
Zahl  des  Intervalles  0  <  g  <  1 . 

Zur  Aufstellung  einer  zweiten  Folgerung  ziehen  wir  im  Bereiche  B 
irgend  eine  Curve  C  von  endlicher  Länge.  Das  Bild  derselben  in  B'  sei 
die  Curve  C,  deren  Länge  wir  mit  L  bezeichnen.  Demgegenüber  sei 
Lq  die  Länge  von  C. 

Zur  Gewinnung  einer  Ungleichung  für  die  Curvenlänge  L  knüpfen 
wir  an  die  Darstelluncr; 


L^f\div  =^f\f\z)   •\dz\, 


(6")  {C) 

WO  das  erste  Integral  längs  C  und  das  zweite  entsprechend  längs  der 
Originalcurve  C  zu  erstrecken  ist.  Das  Maximum  von  f"{z)  längs  G 
werde  mit  Mc  bezeichnet;  dann  gilt  jedenfalls: 

L£Mcf\dz[  ^  McLo. 

(C) 

Durch  Quadrieren  erhalten  wir: 

(10)  L'^M^L^K 

Setzen  wir  in  die  Ungleichung  (5),  pg.  514,  für  z^  diejenige  Stelle 
von  C  ein,  an  der  das  Maximum  3Ic  eintritt,  während  ^g  irgend  eine 
beliebige  Stelle  z  von  B  ist,  so  folgt: 

Ma<'d'"G'\fXz)\ 

und  also  wieder  durch  Quadrieren: 

(11)  M^i<3'^G*"\f'{zy;'. 

Nun  bezeichne  man  durch  dco  ein  Flächenelement  des  Bereiches  B 
an  der  Stelle  z  und  durch  dcj'  dessen  Bild  im  Bereiche  B'.  Man  hat 
dann: 

d(o'  =   f'(z)\^  da, 

und  also  folgt  aus  der  Ungleichung  (11)  durch  Multiplication  mit  doj: 

Mc'dco<^''G''d(o'. 
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Das  links   stehende  Differential  integriere   man   über  B   und   also   das 
rechts  stehende  entsprechend  über  B' : 

[B)  {BO 

Bezeichnen  wir  mit  J  den  Inhalt  von  B'  und  entsprechend  mit  Jq  den- 
jenigen von  B,  so  haben  vt^ir: 

Mit  Benutzung  von  (10)  folgt  demnach  weiter: 
Zur  Abkürzung  schreiben  wir: 

(12)  «-Mr^ 

und  haben  als  Ergebniss  auszusprechen:  Gdten  die  Voraussetzungen  des 
zuletzt  aufgestelUen  Theorems,  und  ist  im  Bereiche  B  eine  Curve  C  end- 
licher Länge  gezogen,  so  gieht  es  eine  von  der  besonderen  Function  f{z) 
unabhängige  positive  endliche  Zahl  Q  von  der  Art,  dass  das  Quadrat  der 
Länge  L  der  Bildcurve  von  C  im  Bereiche  B'  Meiner  ist  als  das  Product 
jener  Zahl  Q  und  des  Inhaltes  J  vom  Bildbereiche  B' : 

(13)  L'  <  QJ. 

Hiermit  sind  die  allgemeinen  Vorbereitungen  zum  Beweise  des 
Rückkehrschnitttheorems  beendet. 

§  6.    Herstellimg  der  Überlagerungsfläche  F^  für   eine  mit 
X)  Rückkelirsclinitten  versehene  Riemann'sche  Fläche. 

Der  Beweis  des  Rückkehrschnitttheorems  sollte,  wie  schon  pg.  446 
bemerkt  wurde,  mittelst  der  Methode  der  Überlagerungsfläche  geführt 
werden.    Wir  haben  uns  hierfür  nunmehr  das  Fundament  herzustellen. 

Es  sei  eine  beliebige  geschlossene  Riemann'sche  Fläche  F  mit 
einem  Geschlechte  ^j  >  1  gegeben.  Wir  denken  auf  F  in  einer  unter 
den  unendlich  vielen  möglichen  Arten  ein  System  von  p  die  Fläche 
nicht  zerstückenden,  von  einander  getrennt  verlaufenden  Rückkehr- 
schnitten gezoffen  und  nennen  die  so  zerschnittene  Fläche  JE, .  Die  zer- 
schnittene  Fläche  F^  ist  ^-fach  zusammenhängend  und  hat  die  2p  Quer- 
schnittufer zu  ebenso  vielen  je  in  sich  zurücklaufenden  Randcurven. 

Der  zerschnittenen  Fläche  F^  stellen  wir  irgend  einen  beliebigen 
Discontinuitätsbereich  P/  der  pg.  35  unter  ß  genannten  Art*)  mit  2p 


*)  Wir  behalten  die  Bezeichnung  P^  in  anderer  Bedeutung  für  später  vor. 
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einander  paarweise  zugeordneten  Randcurven  gegenüber  (cf.  Fig.  12, 
pg.  35).  Zwischen  F^  und  P^'  können  wir  eine  im  Sinne  der  „Analysis 
situs"  verstandene,  umkehrbar  eindeutige,  stetige  Beziehung  herstellen, 
wobei  insbesondere  die  p  Paare  der  Querschnittufer  von  F^^  den  p  Paaren 
zugeordneter  Randcurven  von  P^'  entsprechen. 

Zur  Herstellung  dieser  Beziehung  denken  wir  die  p  auf  F^  ge- 
zogenen Rückkehrschnitte  im  Sinne  der  Fig.  40  in  I  pg.  183  als 
Schnitte  h,  setzen  nach  Vorschrift  dieser  Figur  ^  conjugierte  Schnitte  a, 
sowie  p  von  einem  Punkte  der  P\  nach  den  Schnitten  a  laufende 
Schnitte  c  hinzu.  Andrerseits  verbinden  wir  in  Pj'  je  zwei  einander 
zugeordnete  Randcurven  durch  einen  dem  einzelnen  Rückkehrschnitte  a 
entsprechenden  Querschnitt  und  ziehen  sodann  von  irgend  einem  inneren 
Punkte  des  Bereiches  P/  den  c  entsprechend  p  weitere  Querschnitte 
nach  den  eben  zuvor  gezogenen  Schnitten.  F^  und  P/  sind  auf  diese 
Weise  zu  einfach  zusammenhängenden  Bereichen  ausgestaltet,  deren 
beide  Randcurven  wir  sofort  in  der  Art  eindeutig  auf  einander  beziehen 
können,  dass  in  der  That  die  p  Schnitte  h  den  p  Paaren  der  Randcurven 
von  Pj'  zugeordnet  sind.  Die  Ausgestaltung  der  Beziehung  auch  für 
die  inneren  Punkte  dieser  beiden  einfach  zusammenhängenden  Bereiche 
hat  alsdann  keine  Schwierigkeit  mehr. 

Indem  wir  jetzt  die  Schnitte  a  und  c,  sowie  die  ihnen  entsprechen- 
den Schnitte  in  P^'  wieder  fortgenommen  denken,  reproducieren  wir 
Pj'  vermöge  der  Erzeugenden  der  zugehörigen  Gruppe  und  stellen  auf 
diese  Weise  ein  Polvgonnetz  N'  her,  welches  die  ganze  Ebene  des  Poly- 
gons abgesehen  von  unendlich  vielen  discret  liegenden  Grenzpunkten 
schlicht  bedeckt. 

Wir  woUen  die  Erzeugung  dieses  Netzes  in  einzelnen  Schritten 
vornehmen,  und  zwar  lagern  wir  an  die  2p  Randcurven  von  P^'  zu- 
nächst ebenso  viele  neue  mit  P/  äquivalente  Bereiche  an,  deren  ein- 
zelner demnach  noch  (2p  —  1)  ungedeckte  Randcurven  aufweist.  Ins- 
gesammt  haben  wir  damit  {2p  -f  1)  unter  einander  zusammenhängende 
Bereiche  mit  2p  (2^—1)  noch  ungedeckt  bleibenden  Randcurven  ge- 
wonnen; wir  wollen  diesen  Complex  mit  Pg'  bezeichnen.  An  jeder  der 
2p  (2p — 1)  Randcurven  lagern  wir  jetzt  einen  weiteren  mit  P^'  äqui- 
valenten Bereich  an  und  gewinnen  einen  mit  P3'  zu  bezeichnenden 
Complex  von  (Äp^  +  l)  mit  P^'  äquivalenten  Bereichen,  welcher  noch 
2p(2p—l)-  ungedeckte  Randcurven  aufweist. 

In  derselben  Weise  fahren  wir  fort  und  finden  nach  (n  —  1)  Schritten 
von  Pj'  aus  einen  mit  P,/  zu  bezeichnenden  Complex  von: 


(1) 


y(2j?  — 1)"-^  — 1 
p-1 
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mit  P/  äquivalenten  Bereichen,  der  noch: 

(2)  2p(2p—l)"-'' 

ungedeckte  Randcurven  aufweist  und  die  Ebene  nirgends  mehr  als  ein- 
fach bedeckt.  Als  Grenzgebilde  P^  für  lim  n  =  oc  erhalten  wir  das 
schon  genannte  Polygonnetz  N',  welches  die  Ebene  bis  auf  die  isoliert 
liegenden  Grenzpunkte  schlicht  bedeckt. 

' '  Auf  Grund  der  eindeutigen  stetigen  Beziehung  des  Bereiches  P/ 
auf  die  zerschnittene  Riemannsche  Fläche  P^  wollen  wir  nun  den  Re- 
productionspi'ocess  des  Bereiches  P^'  als  Überlagerungsprocess  der  Fläche 
Pj  in  genau  entsprechender  Weise  wiederholen.  Wir  überlagern  also 
zunächst  Pj  mit  2p  weiteren  Exemplaren  dieser  Fläche,  indem  wir 
längs  jeder  der  2p  Randcurven  von  P^  ein  weiteres  Exemplar  an- 
hängen. Die  so  zusammengeordneten  (2^9+1)  Exemplare  Pj  liefern 
eine  mit  Pg  zu  bezeichnende  Riemann'sche  Fläche  mit  2p  {2p —  1)  Rand- 
kurven, von  welcher  der  oben  mit  P«'  bezeichnete  Bereich  ein  eindeu- 
tiges stetiges  Abbild  liefert. 

Längs  jeder  der  2p  {2p  —  1)  Randcurven  lagern  wir  demnächst 
ein  weiteres  Exemplar  Pj  an  und  gelangen  zur  Fläche  Pg,  die  dem 
Complex  Pg'  entspricht.  Nach  {n  —  1 )  Schritten  erhalten  wir  eine  mit 
Pj,  zu  bezeichnende  Fläche,  welche  aus  der  in  [\)  gegebenen  Anzahl 
von  Exemplaren  der  Fläche  P^  durch  Überlagerung  aufgebaut  erscheint 
und  noch  ungedeckte  Randcurven  in  der  Anzahl  (2)  enthält.  Diese 
Randcurven  sind  Querschnittufer  der  am  Rande  von  P„  gelegenen 
Exemplare  P^.  Es  ist  selbstverständlich,  dass  P,^  wieder  im  schlichten 
Bereiche  P^'  sein  eindeutiges  stetiges  Abbild  findet. 

Vollziehen  wir  jetzt  wieder  den  Grenzübergang  lim  w  =  oo,  so  ent- 
springt als  Gegenbild  des  Xetzes  N'  =  P<^  die  aus  unendlich  vielen  Exem- 
plaren Pj  zusammengesetzte  für  das  BücMehrschnitttJieorem  zu  benutzende 
„Überlagenings fläche''  P«  der  Fläche  F^.  Diese  Fläche  P„  ist  ein  voll- 
kommen bestimmtes  Gebilde,  insofern  jedes  zu  ihr  gehörige  Exemplar  P^ 
vom  ersten  aus  durch  eine  eindeutig  bestimmte  Kette  von  Flächen- 
exemplaren Pj   erreichbar  ist. 

Wie  im  Grenzkreisfalle  beim  Fehlen  parabolischer  Punkte  Cj.  reicht 
hier  der  Bereich  P„_i  nirgends  bis  an  den  Rand  des  nächsten  Be- 
reiches Fj^  heran.  Andrerseits  bestehen  natürlich  wesentliche  Unter- 
schiede zwischen  der  damaligen  Überlagerungsfläche  und  der  jetzigen 
Poo.  Man  beachte  z.  B.  folgendes  Sachverhältniss:  Nimmt  man  aus  der 
tjberlagerungsfläche  des  Grenzkreisfalles  ohne  parabolische  Punkte  e^ 
den  Theilbereich  P,^  heraus,  so  restiert  eine  einzige  zusammenhängende 
unendlich-blättrige  Fläche,   welche   im  Endlichen   eine   in   sich  zurück- 
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laufende  Kandcurve  hat;  nimmt  man  aus  der  jetzigen  i^o  den  Theil- 
bereich  F^  heraus,  so  verbleiben  2p{2p—l)"~^  getrennte  Reststücke, 
deren  jedes  unendlich-blättrig  ist  und  im  Endlichen  eine  geschlossene 
Kandcurve  aufweist. 

§  7.   Abbildung  der  Fläche  F^  auf  einen  schlichten  Bereich  bei 
speciellen  Rüekkehrschnitten. 

Die  Beziehung  der  berandeten  Fläche  F^  auf  den  schlichten  Be- 
reich P/  war  zwar  eindeutig  und  stetig,  aber  nicht  conform.  Diese 
Abbildung  diente  allein  dem  Zwecke,  für  die  gegenseitigen  Lagen- 
beziehungen der  die  Fläche  F^  aufbauenden  Exemplare  F^  zu  einander 
ein  deutliches  Bild  zu  gewinnen. 

Das  Ziel  der  nächsten  Entwicklungen  ist,  für  irgend  ein  endliches  n 
die  herandete  Fläche  F^^  co^iform  auf  einen  schlichten  ebenen  Bereich  P„ 
abzubilden,  der  dann  freilich  zunächst  nichts  mit  einer  Gruppe  linearer 
Substitutionen  zu  thun  hat.  Wir  wollen  diese  Abbildung  zuvörderst 
für  eine  specielle  Auswahl  der  p  Rückkehrschnitte,  die  wir  gleich  näher 
zu  bezeichnen  haben,  durchführen  und  beginnen  mit  dem  Falle  w  =  1 , 
d.  h.  mit  der  berandeten  Fläche  F^  selbst. 

Wir  dürfen  annehmen,  dass  die  oregebene  Riemann'sche  Fläche  nur 
zweiblättrige  Verzweigungspunkte  habe,  was  nöthigenfalls  durch  rationale 
Transformation  der  Fläche  erzielbar  ist.  Lagert  dieselbe  |ii- blättrig  über 
der  Ebene  der  complexen  Yariabelen  j^,  so  ist  die  Anzahl  w  der  Ver- 
zweigungspunkte durch: 
(1)  iü  =  2iJi  +  2p-2 

gegeben.  Nach  den  pg.  392  genannten  Untersuchungen  von  Lüroth 
und  C  1  e  b  s  c  h  können  wir  bei  zweckmässiger  Anordnung  der  Ver- 
zweigungsschnitte der  Fläche  folgende  Gestalt  geben:  Die  zwei  obersten 
Blätter  sind  nach  Art  einer  zweiblättrigen  (hypereUiptischen)  Fläche 
des  Geschlechtes  j)  mit  {2p  -f  2  i  Verzweigungspunkten,  die  wir  e^,  e^,  . . ., 
^2p  +  2  nennen,  an  einander  geheftet,  und  es  laufen  zwischen  ihnen  ^  +  1 
Verzweigungsschnitte  von  e^  nach  gg?  ^on  e^  nach  e^  u.  s.  w.,  endlich  von 
Cip+i  nach  63^  + 2  {^^-  ^^o-  1^'^;  Po-  522).  Das  dritte  nach  unten  auf  das 
zweite  folgende  Blatt  ist  mit  dem  zweiten  durch  zwei  weitere  Verzwei- 
gungspunkte und  einen  zwischen  ihnen  verlaufenden  Verzweigungsschnitt 
verbunden,  ebenso  das  vierte  Blatt  mit  dem  dritten  u.  s.  w.,  endlich  das 
/i*®  mit  dem  ([i — 1)*^°.    Dabei  wird  gerade  die  Gesammtzahl: 

2p  +  2  +  2!a-2)  =  w  , 

der  Verzweigungspunkte  erschöpft. 

34* 
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Fig.  105. 


Die  j)  Rückkehrschnitte  legen  wir  alle  in  das  oberste  Blatt,  und  zwar 
soll  der  erste  den  e^  und  ßg  verbindenden  Verzweigungsschnitt  umlaufen, 

der  zweite  den  von 
63  nach  e^  ziehenden 
u.  s.  w.  (cf.  Fig.  105, 
wo  2)  =  2  gilt)*). 

Wir  nehmen  nun 
eine  Ergänzung  un- 
serer zerschnittenen 
Fläche  i*\  wiederum 
zu  einer  geschlossenen  Fläche  vor,  indem  wir  jedem  einzelnen  der 
p  Rückkehrschnitte  entsprechend  ein  einzelnes  Vollblatt  der  5 -Ebene 
hinzufügen.  Letzteres  denken  wir  uns  durch  eben  diesen  Rückkehr- 
schuitt  in  zwei  Theile  zerschnitten,  und  zwar  hängen  wir  den  innem 
Theil  an  das  äussere  Ufer  des  fraglichen  Rückkehrschnittes  von  F^  an, 
den  äusseren  Theil  aber  an  das  innere  Schnittufer.  Die  berandete 
Fläche  F^  wird  auf  diese  Weise  durch  Zufügung  der  p  Vollblätter  zu 
einer  geschlossenen  (jit -j-^;)- blättrigen  Fläche  F^,  deren  Anzahl  der  Ver- 
zweigungspunkte die  bisherige  in  (1)  gegebene  ist.  Nach  bekannter 
Regel  (cf.  „Mod."  I  pg.  494)  berechnet  sich  das  Geschlecht  p  von  F^'  zu: 


(2) 


P    =-(ll  +i9)  +   1   +  ^W  =  0. 


Dasselbe  Ergebniss  gewinnt  man  auch  vom  eindeutigen  stetigen 
Abbilde  P^'  der  Fläche  F^  aus.  Denkt  man  P^  in  der  ^- Ebene  so  ge- 
wählt, dass  der  Punkt  £;  =  00  im  Innern  von  P^'  liegt,  so  hat  dieser 
Bereich  2|)  innere  Randkurven,  welche  ebenso  viele  einfach  zusammen- 
hängende Theile  der  ^-Ebene  umschliessen.  Fügen  wir  diese  Theile  dem 
Bereiche  P^'  an,  so  entspringt  ein  einfach  zusammenhängendes  ge- 
schlossenes Gebiet,  nämlich  die  volle  ^- Ebene. 

Auf  der  Fläche  P\'  des  Geschlechtes  p  =  0  giebt  es  nun  nach  den 
Existenzsätzen  der  algebraischen  Functionen  auf  Riemann'schen  Flächen 
(cf.  „Mod."  I  pg.  508)  eine  Hauptfiinction,  die  wir  ri^(z)  nennen  wollen, 
und  die  wir  durch  drei  Angaben  eindeutig  fixieren  können.  Wir  wollen 
zu  diesem  Ende  festsetzen,  dass  yi^{z)  an  einer  beliebigen,  aber  ein  für 


*)  Wie  man  sieht,  haben  wir  hier  nicht  mit  einem  beliebigen,  sondern  mit 
einem  sehr  speciellen  Systeme  von  Rückkehrschnitten  zu  thun.  Die  Betrachtung 
des  Textes  hat  demnach  nur  eine  vorläufige  und  orientierende  Bedeutung,  während 
im  nächsten  Paragraphen  die  allgemein  gültige  Untersuchung  folgen  wird.  Will 
man  übrigens  auf  die  oben  genannten  Entwicklungen  von  Lüroth  und  Clebsch 
nicht  zurückgreifen,  so  ist  es  bei  Lage  der  Sache  statthaft,  die  Untersuchung  un- 
mittelbar an  die  im  Texte  beschriebene  besondere  Riemann'sche  Fläche  anzuknüpfen. 
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alle  Mal  fest  gewählten  Stelle  2q  im  Innern  von  F^  unendlich  werde 
und  in  der  Umgebung  von  0q  die  Entwicklung: 

(3)  7]i{z)  ==  ^-^  +  C,{2-0o)  +  C^i^-^oY  +  •  •  • 

mit  fehlendem  Absolutgliede  gestatte.  Hierdurch  ist  Tj^ißs)  vollständig  be- 
stimmt. In  der  That  sind  zwei  Bedingungen  für  rJ-^^{z)  durch  die  For- 
derung gegeben,  dass  diese  Function  bei  2q  unendlich  werde  wie 
{3  —  ^o)~^j  und  hierdurch  ist  'r}^{2)  bis  auf  eine  additive  Constante  be- 
stimmt. Die  letztere  ist  durch  die  Forderung  fixiert,  dass  in  (3)  kein 
von  0  verschiedenes  Absolutglied  auftreten  soll. 

Die  Function  rj^  (s)  bildet  die  geschlossene  Riemann'sche  Fläche  F^' 
conform  auf  die  schlicht  bedeckte  tj,^- Ebene  ab.  Dabei  wird  insbesondere 
der  Theilbereich  F^  von  F^  sein  conformes  Abbild  in  einem  schlichten  Be- 
reiche Pi  der  rj^- Ebene  finden,  der  den  Querschnittufern  von  F^  ent- 
sprechend '2p  geschlossene  Bandcurven  aufweist  und  übrigens  den  Punkt 
7^^  =  00,  dem  Punkte  Sq  entsprechend,  in  seinem  Innern  enthält.  Dies  ist 
die  Abbildung,  welche  wir  von  J^^  erzielen  wollten. 

Bei  der  Übertragung  dieser  Entwicklung  auf  F^  macht  sich  das 
Bedürfniss  geltend,  für  die  in  (1)  und  (2)  pg.  519  u.  f.  angegebenen 
Anzahlen  abgekürzte  Bezeichnungen  zu  besitzen.    Wir  schreiben: 

s„  ist  also  die  Anzahl  der  Exemplare  F^,  welche  F^  zusammensetzen, 
während  2p^  die  Anzahl  der  Randcurven  von  jP„  (ungedeckt  bleibenden 
Querschnittufer  der  am  Rande  von  F,^  liegenden  Exemplare  F^)  be- 
deutet. Im  ganzen  haben  wir  2p  verschiedenartige  Querschnittufer.  Man 
wolle  sich  durch  eine  inductive  Überlegung  an  den  P/,  P^',  .  ■  •  deut- 
lich machen,  dass  an  der  Berandung  von  JP„  die  einzelne  Art  der  Rück- 
kehrschniüufer  (2j;— 1)"-^  Male,  also  jede  Art  gleich  oft,  vertreten  ist. 
In  Folge  dieses  Umstandes  kommen  von  der  einzelnen  Art  der 
Rückkehrschnitte  ebenso  viele  Innenufer  als  Aussenufer  vor.  Demnach 
können  wir  die  Ergänzung  der  Fläche  P",^  zu  einer  geschlossenen  Rie- 
mann'schen  Fläche  F^'  in  derselben  Weise  wie  im  Falle  n  =  1  voll- 
ziehen. Zuvörderst  werden  {2p  — 1)"-'^  Exemplare  der  ^-Ebene  durch 
den  ersten  Rückkehrschnitt  je  in  zwei  Theile  zerlegt,  worauf  wir  die 
inneren  Theile  an  die  von  den  äusseren  Ufern  des  ersten  Querschnitts 
herrührenden  Randcurven  von  P„  anhängen,  die  äusseren  Theile  aber 
an  die  von  den  inneren  Ufern  herrührenden  Randcurven.  Mit  (2p  —  iy~^ 
weiteren  Exemplaren  der  ^- Ebene  verfahren  wir  genau  so  bei  den 
vom  zweiten  Querschnitt  herrührenden  Randcurven  u.  s  w. 
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Man  gelangt  so  zu  einer  geschlossenen  (,u.s^ -|-^j^)- blättrigen  Rie- 
mann'schen  Fläche  F^  mit  ws^  zweiblättrigen  Verzweigungspunkten. 
Das  Geschlecht  p^  dieser  Fläche  berechnet  sich  der  Relation  (2)  ent- 
sprechend mit  Benutzung  der  Ausdrücke  (4)  zu: 

(5)  IK  =  -  il^s^  +  lO  +  1+2  '''n  =  Ö. 

Natürlich  kann  man  dies  Ergebnis  wie  oben  im  Falle  m  =  1  auch  aus 
der  Gestalt  des  eindeutigen  Abbildes  P  '  der  Fläche  F„  ablesen. 

Die  geschlossene  Riemann'sche  Fläche  F^'  des  Geschlechtes  p^'  =  0 
besitzt  eine  eindeutig  bestimmte  Hauptfunction  rj^(z),  welche  in  der 
Umgebung  der  oben  im  Ausgangsexemplar  F^  der  F^^  ausgewählten 
Stelle  Zq  die  Entwicklung: 

(6)  r,,X0)  =  ^  ^~  +  e,("Hz-,,)  +  c,(«)(5-^o?  +  •  ■  • 

gestattet.  Diese  Hauptfunction  ^„(-^)  bildet  die  geschlossene  Fläche  F.^^' 
auf  die  schlichte  Vollebene  tj,^  ab.  Dabei  wird  insbesondere  die  berandete 
Fläche  F„  als  TJieilbereich  von  F'  ihr  conformes  Abbild  in  einem  schlichten 
Bereiche  P„  der  tj^-Ebene  finden,  der  2p^  rjescldossene  Pi/indcurven  besitzt 
und  übrigens  den  Punkt  ?;„  =  oo,  der  Stelle  Zq  entsp/echend ,  in  seinem 
Innern  enthält.  Dieser  Bereich  P  ist  das  conforme  Abbild,  welches 
wir  von  jp„  herstellen  wollten. 

§  8.    Abbildung  der  Fläche  F^  auf  einen  sohliehten  Bereicli  bei 
beliebigen.  Rückkehrscbnitten. 

Auch  bei  einem  ganz  beliebig  gewählten  Systeme  von  p  Rückkehr- 
schnitten können  wir  unter  Beibehaltung  der  wesentlichen  Gesichts- 
punkte vorstehender  Überlegung  die  Abbildung  der  Fläche  F^  auf  einen 
schlichten  Bereich  P^  mittelst  einer  analytischen  Function  rijz)  leisten. 

Wir  beginnen  wieder  mit  dem  Falle  n  =  1  und  denken  die  ge- 
gebene Fläche  als  „Riemann'sche  Kugelfläche"  über  der  .y?- Kugel"  ge- 
lagert. Über  die  Wahl  der  p  Rückkehrschnitte  setzen  wir  nichts  Be- 
sonderes voraus.  Die  Gestalt  des  einzelnen  Schnittes  dürfen  wir  aber 
so  geregelt  denken,  dass  derselbe  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Stücken 
grösster  Kugellreise  aufgebaut  erscheint. 

Längs  des  einzelnen  Rückkehrschnittes,  den  wir  S  nennen  wollen, 
ziehen  wir  auf  beiden  Seiten  nahe  an  .S',  jedoch  in  nirgends  verschwin- 
dender Entfernung  zwei  geschlossene  Curveu  S'  und  >S"',  die  wir  wieder 
aus  endlich  vielen  Stücken  grösster  Kugelkreise  aufbauen.  Wir  wollen 
sodann  folgende  Consti'uction  ausführen:  Von  den  Eckpunkten,  in  denen 
die  Kreisbogen  der   Curve  S'  zusammenstossen,    ziehen  wir   nach    dem 
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Kugelmittelpunkte  Radien  und  stellen  die  ebenen  Kreissectoren  hei", 
welche  von  je  zwei  auf  einander  folgenden  Radien  und  dem  zwischen- 
liegenden  Kreisbocren  der  Curve  S'  begrenzt  werden.  Diese  Kreissectoren 
bilden  in  ihrer  Aufeinanderfolge  eine  cyclisch  geschlossene  Kette  und 
liefern  solchergestalt  die  Mantelfläche  einer  Pyramide  mit  der  Spitze 
im  Kugelmittelpunkte  und  dem  Rande  S'.  Diese  Mantelfläche  stellt 
einen  einfach  zusammenhängenden  Bereich  dar;  und  der  Zusammenhang 
bleibt  auch  dann  noch  ein  einfacher,  wenn  wir  an  die  Mantelfläche  das 
zwischen  S  und  S'  verlaufende  Flächenband  anfügen.  Die  gleiche  Con- 
struction  denken  wir  für  die  Curve  S",  sowie  in  entsprechender  Weise 
für  alle  (p—l)  übrig  bleibenden  Rückkehrschnitte  ausgeführt. 

Mit  Hilfe  der  2p  so  hergestellten  einfach  zusammenhängenden  Be- 
reiche vollziehen  wir  nun  die  Ausgestaltung  der  berandeten  Fläche  JF\ 
zu  einer  geschlossenen  Fläche.  Längs  des  vom  einzelnen  Querschnitt- 
ufer gelieferten  Randes  von  I\  fügen  wir  das  gegenüberliegende  Flächen- 
band mit  seinem  Pyramidenmantel  an.  Indem  wir  so  längs  aller  2p 
Randcurven  von  F^  verfahren,  entspringt  eine  r/eschlossene  Fläche  F^', 
die,  wie  man  durch  Rückgang  auf  das  Bild  P/  von  F^  sofort  erkennt, 
wieder  einfach  zusammenhängend  ist. 

Die  Fläche  F^'  ist  eine  Polyederfläche,  welche  aus  endlich  vielen 
ebenen  und  sphärischen  Stücken  zusammengesetzt  ist.  Auf  solche  Flächen 
sind  die  in  „Mod."  I  pg.  508 ff.  entwickelten  Methoden  von  Schwarz  und 
Neumann  zur  Herstellung  von  Functionen  unmittelbar  übertragbar, 
wie  dies  von  Schwarz  bereits  im  Jahre  1870  ausgesprochen  wurde.*) 
Es  gelingt  nämlich  die  dachziegelartige  Überdeckung  der  Polyederfläche 
durch  endlich  viele  Bereiche,  deren  einzelner  conform  auf  die  Fläche 
eines  schlichten  Kreises  abbildbar  ist. 

Da  nun  die  gewonnene  Fläche  F^'  das  Geschlecht  p^  =  0  hat,  so 
existiert  auf  ihr  eine  Hauptfunetion  r]^(z),  welche  wir  wieder  durch  die 
Forderung  fixieren,  dass  für  dieselbe  in  der  Umgebung  des  im  Innern 
der  JP\  ein  für  aUe  Mal  fest  gewählten  Punktes  0q  die  Entwicklung  gilt: 

(1)  VM  =  yz.,^  +  Ci  (5  -  ^o)  +  c,  {z  -  ^o)2  +  •  •  • . 

Diese  Hauptfunetion  bildet  die  Polyederfläche  -F/  auf  die   schlicht  be- 


*)  Cf.  §  14  der  Abhandlung  von   Schwarz,    „Über  die  Integration  der  par- 
tiellen Differentialyleichung  : 

dx-  ~^  dy^ 

unter  vorgeschriebenen  Grenz-  und  Unstetigkeitsbestimmungen''\  Berl.  Monatsber.  von 
1870  pg.  767  S.,  Ges.  math.  Abb.,  Bd.  2. 
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deckte  t^^- Ebene  ab.  Dabei  wird  insbesondere  die  berandete  Fläche  F^ 
conform  auf  einen  schlichten  Bereich  Pj  der  r^^- Ebene  abgebildet,  der  den 
2p  Schnittufern  entsprechend  2p  geschlossene  Randcurven  besitzt  und 
übrigens  den  Pmikt  ?j^  =  oo,  der  Stelle  Zq  entsprechend,  in  seinem  Innern 
enthält. 

Für  die  Fläche  F^,  welche  jetzt  eine  berandete  Riemann'sche  Kugel- 
fläche ist,  bleiben  die  im  vorigen  Paragraphen  durchgeführten  Ab- 
zahlungen vollständig  bestehen.  Die  2p^  Randcurven  von  F^^  zerfallen 
demnach  wieder  in  2p  Systeme  zu  je  (2^  —  1)""^  gleichartige  Rück- 
kehrschnittufer. An  den  {2p — 1)""^  Randcurven  der  einzelnen  Art 
werden  wir  nun  wieder  mittelst  ebenso  vieler  je  aus  einem  Ebenen- 
bande und  einem  Pyramidenmantel  bestehender  einfach  zusammenhängen- 
der Bereiche  den  Schluss  der  Fläche  F^  herstellen.  Es  entspringt 
schliesslich  eine  aus  endlich  vielen  ebenen  und  sphärischen  Stücken  be- 
stehende geschlossene  Polyederfläche  F^,  deren  Zusammenhang,  wie  sich 
durch  Rückgang  auf  den  Bildbereich  P^  ergiebt,  einfach  ist.  Die  zu- 
gehörige Hauptfunction  t],X^),  welche  wir  durch  die  Vorschrift: 

(2)  rin{^)  =  j-^-,^  +  q("^(^-^o)  +  c,i''){z-z,y+  ■  •  ■ 

eindeutig  erklären,  führt  uns  wieder  zum  Ziele:  Die  Hauptfunction  »//X-^) 
bildet  die  geschlossene  Polyederfläche  F^'  conform  auf  die  einfach  und 
vollständig  bedeckte  //„-Ebene  ab.  Demgemüss  ivird  die  berandete  FläcJie 
F„  als  Theilbereich  von  F^  durch  ri^{z)  auf  einen  schlichten  Bereich  P„ 
der  ri^-Ebene  abgebildet,  der  2p)„  Randcurven  besitzt  und  den  PunJit 
rj^=  oo,  der  Stelle  Zq  entsprechend,  in  seinem  Innern  enthält. 

Die  Schnitte  S,  welche,  soweit  sie  auf  der  F^  ungedeckt  sind,  die 
Randcurven  unseres  schlichten  Bereiches  P„  liefern,  setzten  wir  oben 
je  aus  endlich  vielen  Bogen  grösster  Kugelkreise  zusammen.  Jeder 
solche  Kreis  wird  durch  die  analytische  Function  rj^iz)  auf  eine  analy- 
tische Curve  der  t;^- Ebene  abgebildet.  Jede  der  2p^  Randcurven  von 
P„  erscheint  demnach  als  aus  endlich  vielen  Stücken  analytischer  Curven 
zusammengesetzt. 

Denken  wir  uns  die  Fläche  F^  als  Theilbereich  der  Überlagerungs- 
fläche  jPoc,  so  können  wir  das  bei  Herstellung  der  geschlossenen  Fläche 
F '  längs  der  einzelnen  Randcurve  von  F„  angefügte  Flächenband  als 
auf  der  F^,  und  zwar  in  dem  längs  jener  Randcurve  mit  F^  benach- 
barten Exemplare  F^  gelegen  ansehen.  Dieses  Flächenband  bildete  sich 
aber  mittelst  der  Function  (2)  in  der  ?/„- Ebene  auf  ein  an  die  be- 
trefi'ende  Randcurve  sich  anschliessendes  ringförmiges  Gebiet  ab,  welches 
sich  schlicht  im  Innern    des  von  jener  Randcurve   umschlossenen,   ein- 
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fach  zusammenhängenden  Bereiches  einlagert.  Während  demnach  die 
Function  ri^{z)  auf  der  F^,  zunächst  nur  für  den  Theilbereich  F^  erldärt 
ist,  so  erweist  sielt,  i],^^)  gleichwohl  noch  hei  analytischer  Fortsetzung  über 
die  einzelne  Bandcurve  von  F^^  hinaus  längs  eines  ausserhalb  sich  an- 
schliessenden Streifens  von  nirgends  verschwindender  Breite  als  eindeutig 
und  regulär;  auch  giebt  die  Abbildung  der  durch  die  2p^^  Streifen  ver- 
grösserten  Fläche  F^^  in  der  ri^^- Ebene  noch  einen  schlichten  wieder  mit 
2p„  Randcurven  versehenen  Bereich. 

Wie  man  bemerkt  haben  wird,  sind  auf  diese  Verhältnisse  die 
Theoreme  des  §  5  berechnet;  in  der  That  werden  wir  die  letzteren 
unten  auf  unseren  Bereich  P^  anzuwenden  haben. 

§  9.    Einführung  eines  zum  Bereiche  F^^  gehörenden  Systems 
analytischer  Transformationen. 

Die  Fläche  F^  war  aus  s,,  Exemplaren  der  Fläche  F^  aufgebaut. 
Diesen  s„  über  einander  gelagerten  Exemplaren  entsprechen  ebenso  viele 
neben  einander  gelagerte  Theilbereiche  von  P^^,  die  wir  mit  PJ^\  PJ^^  •  ■  •■> 
PJ'n-'^)  bezeichnen  wollen,  und  die  in  ihrer  Gesammtheit  den  Bereich 
P„  gerade  erschöpfen.  Da  jeder  dieser  Bereiche  eindeutig  und  conform 
auf  ein  und  dieselbe  berandete  Fläche  F^  bezogen  ist  (denn  jene  s^ 
Exemplare  F^  sind  alle  unter  einander  congruent),  so  sind  je  zwei  unter 
den  Bereichen  P,/*'^,  Pn^\  ■  •  -j  Pn'"~^^  eben  durch  Vermittlung  von  F^ 
selber  auf  einander  eindeutig  und  conform  abbildbar.  Wir  können  ins- 
besondere den  Satz  aussprechen:  Fs  giebt  s^  analytische  Transformationen 
Tf\  TJ-'\  ...,  TJ'n-i\  von  denen  TJ-^  den  Theilbereich  P„W  so  in  PJ'^ 
transformieH,  dass  zwei  correspondierende  Punkte  i]^  und  TJ^\r]^)  einem 
und  demselben  Punkte  der  Fläche  F^  entsprechen. 

Die  Bereiche  P/"),  PJ^\  ■  .  .,  P„('«~^^  haben  zu  einander  genau  die- 
selben Lagenbeziehungen,  wie  die  den  Bereich  P,/  des  Netzes  N'  zu- 
sammensetzenden mit  P^'  äquivalenten  Bereiche  (cf.  pg.  519),  welche  ja 
durch  Vermittlung  von  F^^  jenen  s„  Bereichen  PJ^")  eindeutig  zugeordnet 
sind.  Diese  Theilbereiche  von  P'  werden  durch  Anwendung  linearer 
Substitutionen  Vq,  V^,  .  .  .,  V^  _^  vom  Ausgangsbereich  P^'  aus  ge- 
wonnen. Offenbar  entsprechen  einander  hierbei  die  analytische  Trans- 
formation T/^  und  die  lineare  Substitution  Fj.,  und  insbesondere  ist 
sowohl  Fq  als  TJ^^  die  identische  Operation. 

Die  Analogie  geht  sogar  insofern  noch  etwas  weiter,  als  sich  die 
Transformationen  T^'^  gerade  ivie  die  Substitutionen  V^  aus  p  unter  ihnen, 
mit  denen  die  p  inversen  Transformationen  als  mitgegeben  anzusehen  sind, 
in  bekannter  Weise  durch  Wiederholung  und  Combination  erzeugen  lassen. 
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Ein  erster  Schnitt  S  der  F^  liefere  als  Bilder  seiner  beiden  Ufer 
zwei  einander  zugeordnete  Randcurven  von  PJ°\  von  denen  wir  die 
eine  mit  Bq,  die  andere  mit  Rq  bezeichnen.  Längs  R^  sei  FJ°>  mit 
P  (^)  benachbart,  ein  Bereich,  der  durch  die  Transformation  T  (^^  aus 
PJ°)  entstehe.  Dann  ist  insbesondere  R^  =  TJ'^'>{Rq),  und  also  führt 
die  zu  ly^)  inverse  Transformation  E^'  in  Rq  über.  Nun  giebt  es  aber 
unter  den  T/^  eine  etwa  durch  T„^  +  ^^  zu  bezeichnende  Transformation, 
welche  Rq  in  genau  derselben  Weise  in  R^  überführt,  nämlich  diejenige 
Transformation,  welche  PJ'^'  in  den  längs  R^  benachbarten  Bereich  über- 
führt. Man  beachte  jetzt,  dass  eine  analytische  Transformation  (Func- 
tion) vollständig  bestimmt  ist,  wenn  wir  das  durch  sie  entworfene  Bild 
eines  endlich  ausgedehnten  Curvenstücks  geben.  Also  folgt,  dass  TJp'^^'> 
mit  der  zu  TJ^^  inversen  Transformation  identisch  ist. 

In  dieser  Weise  mögen  die  /)  Randcurvenpaare  von  PJ^^  überhaupt 
die  p  Transformationen: 

und  die  p  zu  ihnen  inversen  Transformationen  TJ-''^^^  .  .  .  liefern.  In- 
dem wir  die  letzteren  p  Transformationen  mit  den  ersteren  als  mit- 
gegeben ansehen,  werden  ivir  in  der  That  alle  s„  Transformationen  TJ'^ 
aus  den  p  Transformationen  (1)  erzeugen  können. 

Um  dies  jetzt  allgemein  zu  beweisen,  führen  wir  PJ'^^  in  irgend 
einen  Theilbereich  PJ''>  von  P„  mittelst  der  Transformation  TJ''^  über. 
Die  mit  Rq  und  P^  homologen  Randcurven  von  PJ'^  mögen  P.  und 
P/  heissen: 

(2)  p,  =  T/)(Po),  r;=^t/hRo). 

Es  möge  nun  auch  noch  der  längs  P/  mit  PJ^'^  benachbarte  Theil- 
bereich PJ'^^^  dem  Gesammtbereiche  P„  angehören  und  aus  P„(°)  durch 
J'J^  +  i)  hervorgehen.  Dann  wird,  insofern  P/  die  mit  P,,  homologe 
Randcurve  von  P/"*"^^  ist,  die  Gleichung: 

r:  =  tj^^^\r,) 

gelten,  während  andrerseits  durch  Einsetzung  von  Rq  =  TJ-^\Rq)  in  die 
zweite  Gleichung  (2)  sich  ergiebt: 

r:^t/^tj^^(r,). 

Aus  dem  vorhin  schon  benutzten  Princip  von  der  Bestimmtheit  analy- 
tischer Functionen  ergiebt  sich  demgemäss  die  Identität  von  T^*"*"^)  und 
T  ^^T  '■^\  Durch  wiederholte  Anwendung  dieses  Schlussverfahrens  erzeugt 
man,  wie  behauptet,  alle  s„  Transformationen  T/^  aus  den  p  speciellen 
Transformationen  (1)  und  ihren  inversen  Transformationen. 
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Natürlich  muss  mau  sich  hüten,  etwa  weitere  Principien  unserer 
Gruppen  linearer  Substitutionen  V  auf  die  hier  vorliegenden  Trans- 
formationen anzuwenden.  Wir  können  ja  ohne  weiteres  von  einer  ganzen 
Gruppe  analytischer  Transformationen  reden,  welche  die  p  Transforma- 
tionen (1)  zu  Erzeugenden  habe.  Aber  es  ist  keine  Rede  davon,  dass 
etwa  PJ")  ein  Discontinuitätsbereich  dieser  Gruppe  sei,  wie  denn  auch 
über  das  Verhalten  der  analytischen  Functionen  TJ^^(r}^)  in  den  vom 
Bereiche  P„  frei  bleibenden  Theilen  der  rj^^- Ebene  gar  nichts  weiter 
ausgesagt  ist,  als  was  sich  aus  der  Eindeutigkeit  und  Regularität  von 
r}^(z)  auf  Fy,  hart  am  Rande  ausserhalb  F^  entnehmen  Hesse. 

Die  vorstehenden  Angaben  gelten  für  jedes   endliche  n.    Nun  ist 
aber   unser    Ziel,    eine    auf   den    Grenzfall    lim  n  ==  oo    bezogene    Con- 
vergeuzbetrachtung  anzustellen.    Hierbei  werden  wir  die  Existenz  einer 
Grenzfunction: 
(3)  ?(^)  =  lim  rjM 

n  —00 

feststellen  können,  welche  die  von  uns  gesuchte  polymorphe  Function 
des  Rückkehrschnitttheorems  sein  wird,  und  für  welche  dann  die  aus 
den  T^^,  .  .  .,  T^p'^  zu  erzeugende  Gruppe  die  bekannte  Bedeutung  ge- 
winnen wird. 

§  10.    Anwendung  des  Verzerrungssatzes  auf  den  Bereich  JP^. 

Der  Punkt  ^j,,  den  wir  bei  der  Herstellung  der  Function  rj^^^z)  be- 
nutzten, sollte  im  Innern  der  Anfangsfläche  F^  gewählt  sein;  auch  sei 
derselbe  nicht  gerade  einer  der  Verzweigungspunkte  unserer  Fläche.  Es 
wird  sich  demnach  um  0q  als  Mittelpunkt  mit  einem  endlichen  Radius 
ein  Kreis  beschreiben  lassen,  der  gleichfalls  ganz  innerhalb  P\  verläuft 
und  weder  in  seinem  Innern  einen  Verzweigungspunkt  der  Fläche  hat, 
noch  mit  seiner  Peripherie  durch  einen  solchen  hindurchläuft.  Die  Fläche 
dieses  Kreises  wird  demnach  eine  schlichte  in  F^  gelegene  Kreisfläche 
sein.  Wir  dürfen  den  Radius  dieses  Kreises  auch  gleich  1  voraussetzen; 
denn  dies  ist  nöthigenfalls  durch  Ausübung  einer  Ähnlichkeitstransfor- 
mation  sofort  erreichbar.  Wir  nennen  den  Kreis  demnach  K^  und  führen 

gleich  auch  den  mit  K^  concentri sehen  Kreis  K\_  des  Radius  —  ein. 

Das  Bild  der  Peripherie  Ki^  in  der  ?;^- Ebene  sei  die  Curve  C'^;  der 
schlichte  ausserhalb  C^  gelegene  Theil  der  r;„- Ebene  ist  das  conforme 
Abbild  der  Fläche  des  Kreises  Ki .  Da  im  Innern  von  K^  für  »?„(^) 
die  Entwicklung: 

(1)  .;„(.)  =  -^^-  +  q(")(0  -  ^o)  +  e,i"Kz  -  ^o)^  +  •  •  • 
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gilt,  und  die  Function  %(^)  ebendort  keinen  Werth  mehr  als  einmal 
annimmt,  so  ist  nach  dem  Satze  von  pg.  49s  längs  Ä^  das  Maximum 
von  \r]^(z)[  kleiner  als  (4  +  4]/2).  Wir  notieren  demnach  als  Ergebniss: 
Die  Ciirve  (7„,  tvelche  das  Äbhild  des  Kreises  K\^  in  der  rj^-Ebene  ist, 
verläuft  ganz  in  dem  durch  |7;„  <4  +  4]/2  charaUerisierten  Tlieile 
dieser  Ebene. 

Andrerseits  können  wir  beweisen,  dass  die  Curve  (7„  auch  bei  be- 
liebig bleibendem  n  nicht  unter  einen  gewissen  Grad  der  Kleinheit  zu- 
sammenschrumpfen kann.  Zu  diesem  Zwecke  nennen  wir  den  Werth  i;„ 
in  dem  auf  der  Peripherie  5'^  gelegenen  Puukte  (^^^-f  1): 

(2)  '?„(^0  +  l)  =  «n; 

wo  a,j  eine   Zahl  mit  einem   Betrage    |a^|<4  4-4]/2   ist.    Bilden  wir 

die  9^^^ -Ebene  durch: 

'In         "■n 

auf  die  7jJ- Ebene  ab,  so  liefere  C„  in  der  t;^'- Ebene  die  Curve  C,/.  Der 
von  0/  umschlossene  einfach  zusammenhängende  Bereich  ist  das  con- 
forme  Abbild  der  Fläche  des  Kreises  Ki_.  Dabei  entspricht  dem  Mittel- 
punkte Zq  der  Nullpunkt  ^]^=0,  und  zwar  ist  der  Abbildungsmodulus 
an  dieser  Stelle  gleich  1.  Auch  im  Innern  von  K^  ist  rj^(z)  eindeutig 
und  regulär  und  nimmt  daselbst  keinen  Werth  mehr  als  einmal  an. 
Wir  können  demnach  den  Satz  19,  pg,  507,  anwenden,  wo  wir  Mo  =  l, 

i?  =  1  und  **  =  -^  einzutragen  haben;  wir  finden:  Die  Curve  C„'  ver- 
läuft innerhalb  desjenigen  ringförmigen  Bereiches  der  rj^-Ebene,  welcher 
durch : 


-i+yä 


1367t 


(4)  Y     <  ^«1<  1  + « '  <  ß''^ 

fixiert  ist;  und  also  verläuft  die  Curve  C^  innerhalb  des  durch: 

(5)  e-i«-<   n,-a^\<^  +  %y2 

charakterisierten  Ringbereiches  der  Vj^- Ebene.  Da  sie  nun  die  Stelle  a^ 
der  r]^- Ebene  umläuft,  so  ist  selbstverständlich,  dass  sie  für  kein  endliches 
n  unter  den  durch  die  linhe  Seite  von  (5)  festgelegten  von  n  unabhängigen 
Grad  der  Kleinheit  herabsinJcen  kann. 

Den  Theilbereichen  F^,  F^,  .  .  .,  -F„_i  von  i%j  mögen  die  Theil- 
bereiche  P„i,  -P„2>  ■  •  •?  ^«  «-i  ^^^  -P«  entsprechen,  von  denen  natür- 
lich auch  jeder  ein  Theilbereich  des  nächstfolgenden  ist.  Offenbar  geht 
nämlich  P„t^.i  aus  P^j.  hervor,  indem  wir  an  den  2^^  Randcurven  von 
^n,k  j^  einen   Bereich  PW,  der  einem  Flächenexemplar  F^  entspricht, 
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anfügen.  P„  ^  ist  natürlich  mit  dem  durch  P^")  bezeichneten  Ausgangs- 
bereiche von  pg.  527  identisch.  Nehmen  wir  von  P^  den  ausserhalb 
der  Cm-ve  0„  verlaufenden  Theil  der  tj,^- Ebene  fort,  so  verbleibt  ein  mit 
i^Pn  +  ^)  Randcurven  versehener  Restbereich,  der  P^  heisse;  entsprechend 
geht  aus  P„  ^  durch  Fortnahme  des  ausserhalb  0^  verlaufenden  Theiles 
der  ?^„-Ebene  der  Bereich  P^^^  hervor,  welcher  (2^)^+1)  Randcurven 
besitzt,  nämlich  die  äussere  Randcurve  C^  und  22?^  innere  Randcurven. 

Während  n  eine  zwar  endliche,  aber  beliebig  grosse  Zahl  ist,  ver- 
stehen wir  unter  l  einen  fest  gewählten  endlichen  Index,  der  jedenfalls 
unter  n  liegt.  Pi'+i  vrird  derjenige  Bereich  sein,  welcher  aus  P^^^  durch 
Foi-tnahme  des  ausserhalb  der  Curve  C^_^_-^^  verlaufenden  Theiles  der 
iy,^i -Ebene  liegt.  In  entsprechender  Weise  entsteht  P/+ij  aus  Pj^i,j- 
Da  es  sich  um  eine  bestimmte  endliche  Zahl  l  handelt,  so  haben  wir 
in  Pi+ij  und  P/^^  fest  bestimmte  Bereiche  unserer  Bauart  vor  uns, 
von  denen  der  letztere  aus  dem  ersteren  durch  Zusatz  von  2pf  Be- 
reichen P/].\  hervorgeht.  Wir  wollen  insbesondere  hervorheben,  dass 
die  verschiedenen  Randcurven  dieser  Bereiche  P/^^  von  einander  überall 
endlich  entfernt  sind. 

In  der  Ty„-Ebene  haben  wir  in  PJ ;  und  P„',i  +  i  conforme  Abbilder 
von  P,  +  i,,  und  P/+i,  entworfen  durch  die  Function  %^  =  f {%  +  ])•  Für 
diese  Abbilder  gelten  die  Voraussetzungen  des  allgemeinen  Verzerrungs- 
satzes am  Schlüsse  von  §  4,  pg.  514,  im  vollen  Umfange.  Unsere  Be- 
reiche sind  nämlich  durchweg  schlicht,  und  ihre  Ränder  sind  aus  end- 
lich vielen  analytischen  Stücken  zusammengesetzt,  die  ja  mittelst  der 
analytischen  Functionen  %j^i{3)  und  ri^{z)  aus  Stücken  grösster  Kugel- 
kreise der  ursprünglichen  Riemann'schen  ^- Kugel  entstehen.  Wir  dürfen 
die  Ungleichung  (5),  pg.  514,  des  Verzerrungssatzes  aber  auch  unter 
Einschluss  der  Ränder  unserer  Bereiche  anwenden.  In  der  That  können 
wir  längs  jeder  Randcurve  von  P/+i,,  bezw.  P/^^  noch  einen  ausser- 
halb gelegenen  Streifen  nirgends  verschwindender  Breite  anfügen,  ohne 
dass  der  vergrösserte  Bereich  aufhört,  den  Bedingungen  des  Verzerrungs- 
satzes zu  genügen.  Für  die  Curve  (7^^^  und  auch  für  die  inneren  Rand- 
curven von  P/^  1 ,  ist  dies  selbstverständlich,  insofern  letzterer  Bereich 
ein  Theilbereich  von  P,'^i  ist.  Für  die  inneren  Randcurven  von  P/^^ 
wolle  man  sich  jener  Streifen  bedienen,  welche  den  längs  der  Rand- 
curven von  Pj  +  i  auf  der  Riemann'schen  Kugelfläche  angelegten  Flächen- 
bändern entsprechen. 

Die  Länge  der  Curve   C„  ist  gegeben  durch: 
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wo  das  rechts  stehende  Integral  in  der  r^^^^-Ehene,  wie  angedeutet, 
längs  der  Curve  6';^^  zu  erstrecken  ist.  Verstehen  wir  unter  M  das 
Maximum  von  f{r^^^)  längs  C^^^  und  unter  l  die  endliche  Länge  der 
Curve   C,^i,  so  gilt  offenbar: 


/ir(^,.x)ii^^,+i!^^^^. 


Da  andrerseits  zufolge  (5)  die  Länge  der  Curve  C„  sicher  grösser  ist,  als 
die  Länge  der  Peripherie  eines  Kreises  mit  dem  in  (b)  links  stehenden 
Betrage  als  Radius,  so  folgt: 

(7)  M>'^^e-'^^. 

Es  kommen  also  längs  (7,^^  sicher  Werthe  f'(j}i+i)  ^^r,  die  grösser 
sind  als  der  in  (7)  rechts  angegebene  Betrag. 

Da  nun  die  Ungleichung  (oj,  pg.  514,  des  Yerzerrungssatzes  uuter 
Einschluss  des  Randes  für  P/^i  gilt,  so  können  wir  einen  solchen  den 
Betrag  in  (7)  rechts  übertreffenden  Werth  für  den  Nenner  \f'(3^)\  ein- 
tragen. Dann  gilt  für  jede  andere  Stelle  ^^  oder,  wie  wir  hier  sagen 
werden,  rjj^^  innerhalb  und  auf  dem  Rande  des  Bereiches  Pi\i  die 
Ungleichung: 

(8)  r('/.+i)i>3-^^^-^'-';%-^«-^ 

Aber  die  in  (2),  pg.  513,  erklärte  Constante  G  ist  >  e^^''.  Unter  Ver- 
kleinerung der  rechten  Seite  von  (8)  können  wir  demnach  auch  schreiben: 

(9)  ir(^,.t)i>     '" 


X-r'  -G 


!v  +  l 


-Es  ist  damit,  wie  gross  auch  die  endliche  Zaid  n  gewählt  sein  mag,  eine 
allein  von  l  abhängige,  jedoch  von  n  unabhängige  untere  Schranlce  für  den 
Abbildungsmodulus  |/"(^,+i)  innerhalb  und  auf  dem  Rande  von  P,+i 
getvonnen. 

Wir  wollen  nun  denjenigen  inneren  Randpunkt  von  P„',;  +  i  ins 
Auge  fassen,  welcher  vom  Rande  des  voraufgehenden  Bereiches  P„' , 
kleinsten  Abstand  m  hat.  Die  Gerade  von  jenem  Punkte  bis  zum  nächst 
gelegenen  Randpuukte  von  P,' ^  heisse  A:  sie  gehört  offenbar  bis  auf 
ihre  beiden  Endpunkte  dem  Innern  eines  am  Rande  von  P^i  +  i  gelegenen 
Bereiches  Pj'^  an.  Bildet  sich  die  gerade  Linie  A  auf  die  Curve  Ä  der 
iyj_^j- Ebene  ab,  so  haben  wir  für  die  Länge  m  der  Geraden  A  die  Dar- 
stellung: 
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Ist  also  etwa  durch  X  die  Länge  der  Curve  Ä  bezeichnet,  so  folgt  aus 
der  letzten  Gleichung: 

Nun  verbindet  Ä  einen  inneren  Randpunkt  von  P/+i  mit  einem  Innern 
Randpunkte  von  P/^.i,,.  Also  ist  die  Länge  k'  von  Ä  nicht  kleiner  als 
die  Minimaldistanz  d  des  lunenrandes  von  P/+i  vom  Innenrande  des  Be- 
reiches P/+i(,  ein  Betrag  d,  welcher  einen  von  n  unabhängigen  von  0 
verschiedenen  Werth  hat.  Dementsprechend  gilt  für  die  Minimaldistanz  m 
die  Ungleichung: 

Endlich  ist  P',,  ,  ein  Theilbereich  von  P',  der  nur  im  niedersten 
Falle  n  =  1  -\-  1  mit  PJ  identisch  sein  würde.  Die  inneren  Randpunkte 
von  P^  können  also  denen  von  P^'  ^  nicht  näher  liegen,  als  die  inneren 
Randpunkte  von  P^i  +  x-  Unter  Rückkehr  zu  den  Bereichen  P„  und 
P„ ,  können  wir  demnach  folgendes  Ergebniss  zum  Ausdruck  bringen: 
Ist  l  ein  fester  und  n  >  l  ein  hcliebiger  endlicher  Index,  so  giebt  es  fwr 
die  Minimaldistanz  des  Bandes  des  Bereiches  P^  vom  Bande  des  Be- 
reiches P,,  j  eine  untere  Schranke: 


UO)  S  =  ,        .,      _2.,+  i, 


2itd 


welche  unabhängig  von  n  und  von  0  verscliieden  ist. 

§  11.    Anwendung  der  Folgerungen  des  Verzerrungssatzes 
auf  den  Bereich  P„. 

Es  sollen  nun  die  in  §  5,  pg.  514  ff.,  aufgestellten  Folgerungen  des 
Verzerrungssatzes  auf  den  Bereich  P^^  in  Anwendung  gebracht  werden, 
wobei  wir  an  den  Bezeichnungen  P^,  B^  j  sowie  auch  P^',  PJ  ^  in  der 
bisherigen  Bedeutung  festhalten.  Unter  P^^  ^  ( ==  P„^"0  haben  wir  also 
denjenigen  Theil  von  P„  zu  verstehen,  welcher  dem  Ausgangsexemplar 
F^  entspricht.  Die  dem  Kreise  Ki  dieses  Flächenexemplars  entsprechende 
Curve  C\^  ist  (cf.  pg.  530)  ganz  in  dem  durch  rjj  <4-|-4l/2  charak- 
terisierten Theile  der  ?;^- Ebene  gelegen.  Andrerseits  finden  sich  die  2p 
vom  Bereiche  P,^  ^  noch  frei  bleibenden  Theile  der  ry,,- Ebene,  wir  wollen 
sagen  „die  2p  Lücken  des  Bereiches  P„  i",  sämmtlich  innerhalb  C„. 
Demnach  wird  der  etwa  mit  J^  ^  zu  bezeichnende  Gesammtflächeninhalt 
dieser  Lücken  kleiner  als  die  Fläche  des  Kreises  vom  Radius  (4  +  4l/2) 
sein : 
(1)  J„,,<(48  +  32}/2):r. 
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Wir  bilden  uns  jetzt  zur  weiter  folgenden  Benutzung  den  Bereich  P^', 
welcher  aus  P^  durch  Fortlassung  des  ausserhalb  C^  gelegenen  Theües 
der  t;^- Ebene  entsteht.  Andi-erseits  lagern  wir  in  einer  ersten  Lücke 
von  P„  j  den  Nachbarbereich  Pj^^  ein,  aus  dem  wir  noch  den  der  Fläche 
des  Kreises  K\  entsprechenden  Theil  herausnehmen.  Der  Rest,  welcher 
jetzt  wieder  2^)  innere  Lücken  enthält,  heisse  Pj^^';  derselbe  ist  ein 
schlichter  endlicher  Bereich,  welcher  eindeutig  und  conform  auf  den 
gleichfalls  schlichten  endlichen  Bereich  P/  bezogen  ist.  Die  Beziehung 
lässt  sich  ohne  Einbusse  ihrer  Eigenart  auch  noch  auf  Streifen  nirgends 
verschwindender  Breite  übertragen,  welche  man  längs  jeder  Randcurve 
ausserhalb  unserer  Bereiche  anlagert.  Für  die  von  der  Peripherie  K^_ 
herrührenden  Randcurven  ist  dies  aus  der  Beziehung  von  F^>  auf  P^ 
selbstverständlich;  für  die  übrigen  Randcurven  benutze  man  wieder  die 
Streifen,  welche  wir  längs  der  Randcurven  von  F^  auf  der  Riemann'- 
schen  Kugelfläche  anlagerten. 

Für  unseren  Bereich  P/  und  sein  Bild  Pj^^'  gilt  demnach  der  im 
Anschluss  an  (9),  pg.  516,  ausgesprochene  Satz.  Zufolge  desselben  ist 
der  Gesammtinhalt  der  2p  inneren  Lücken  von  F^'^'  und  also  um  so 
mehr  der  Gesammtinhalt  der  {2p — 1)  inneren  Lücken  von  F^^^  kleiner 
als  der  mit  q  multiplicierte  Inhalt  derjenigen  Lücke  von  P„  j ,  iu  welcher 
wir  P^^^'  einlagerten.  Dabei  ist  ([  eine  Zahl  des  Intervalls  0<5'<1, 
welche  von  der  abbildenden  Function  unabhängig  ist  und  also  allein 
durch  den  Bereich  P^',  d.  i.  durch  die  Fläche  P,,  und  durch  die  Aus- 
wahl des  Punktes  Zq  bedingt  ist. 

Die  gleiche  Betrachtung  können  wir  auf  alle  übrigen  in  die  Lücken 
von  P„  1  einzulagernden  Bereiche  von  Pj^^  Fi^\  .  .  .  anwenden.  Durch 
diese  Einlagerungen  aber  gelangen  wir  zum  Bereiche  P^  g  ^i^  -Ih  Lücken. 
Der  Gesammtinhalt  J^  g  dieser  Lücken  wird  also,  wie  man  durch  Addition 
findet,  kleiner  sein,  als  der  mit  q  multiplicierte  Gesammtinhalt  ./^  ^  aller 
Lücken  von  P„  ^.    Mit  Benutzung  von  (1)  finden  wir  somit: 

(2)  J-„,2<(48  +  32]/2).tg. 

Wir  wiederholen  die  gleiche  Betrachtung  für  die  in  die  Lücken 
von  P^  2  anzureihenden  weiteren  Bereiche  P^'"' ,  welche  ja  sämmtlich 
auf  P^  eindeutig  und  conform  bezogen  sind.    Es  folgt: 

(3)  J„^,<(4S-\-32y2)7tq'. 

Durch  Fortsetzung  der  Betrachtung  entspringt  der  allgemeine  Satz:  Der 
GesammtfläcJieninhalt  J,,  ,  der  2}^^  LücJcen  des  Bereiches  P„  j  befriedigt 
die   Ungleichung: 

(4)  .  J-„,,<(48  +  32}/2j;r2^-S 
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wobei  q  eine  dem  Intervall  0  <  g'  <  1  angehörende  Zähl  ist,  die  allein 
von  der  zu  Grunde  liegenden  Fläche  F^  und  der  Auswahl  der  Stelle  ^r^ 
abhängt.  Da  P„  „  mit  P,^  identisch  ist,  so  werden  wir  für  J^  „  kurz  J^^ 
schreiben.  Für  den  Gesammtflächeninhalt  J^  der  2p^^  LücJcen  von  P„ 
haben  wir  somit  die  üngleicknng: 

(5)  ,/„<(48  +  32)/2)^3'"-^ 

Auch  die  zweite,  durch  die  Ungleichung  (13),  pg.  518,  zum  Aus- 
druck kommende  Folgeining  aus  dem  Verzerrungssatze  ißt  auf  die  vor- 
liegenden Verhältnisse  zugeschnitten.  Die  2pf.  Randcurven  des  Bereiches 
P„  ^  haben,  als  im  Endlichen  verlaufend  und  aus  je  endlich  vielen  analy- 
tischen Stücken  zusammeugesetzt,  endliche  Längen,  die  wir  durch 
L  ,,  L  ]_,  ....  X  'f*  bezeichnen  wollen.  Für  w  =-=  1  kommen  wir  auf 
die  2p  Randcurven  von  P^  zurück.  Um  den  Satz  (13),  pg.  518,  be- 
quem anwenden  zu  können,  wollen  wir  uns  der  beiden  Linien  S'  und 
S"  von  pg.  524  erinnein,  die  wir  neben  dem  einzelnen  Schnitte  S  auf 
der  gegebenen  Riemann'schen  Fläche  gezogen  hatten.  Wir  übertragen 
das  von  S'  und  S"  eingegrenzte  Flächenband  mittelst  der  Function  ri^{z) 
auf  die  tj^- Ebene  und  finden  dasselbe  in  einem  Ebenenbande  wieder,  in 
dessen  Innern  die  gerade  in  Betracht  kommende  Randcurve  von  Pj 
verläuft.  Um  aber  mit  dem  zu  betrachtenden  Bereiche  nicht  bis  an 
den  Rand  dieses  Ebenenbandes  heranzukommen,  wollen  wir  uns  im 
Innern  des  Bandes  einen  schmaleren  Streifen  gezogen  denken,  der  zwar 
auch  noch  die  Randcurve  von  P^  in  seinem  Innern  enthält,  sich  im 
übrigen  aber  vom  Rande  des  eben  genannten  Ebenenbandes  überall  end- 
lich entfernt  hält.  Solche  Streifen  denken  wir  uns  für  jede  Randcurve 
von  P,  angebracht  und  nennen  dieselben  6Y/^',  <SV/%  .  .  .,  St^^'^^\  Selbst- 
verständlich laufen  dieselben  in  der  jj^- Ebene  von  einander  getrennt, 
ohne  irgendwo  über  einander  zu  greifen. 

Die  erste  Randcurve  von  P,,^,  deren  Länge  wir  X^  j[  nannten, 
möge  nun  als  Randcurve  eines  Bereiches  Pj'^  derjenigen  Randcurve  von 
Pj  entsprechen,  um  welche  wir  den  Streifen  St-y""^'  abgrenzten.  Die  Vor- 
kehrungen sind  so  getroffen,  dass  alle  Voraussetzungen  des  an  (13),  pg.  518, 
angeschlossenen  Theorems  durch  den  Streifen  SY^'^'  erfüllt  sind.  Es  giebt 
also  eine  allein  vom  Bereiche  SY^^^'  abhängende  endliche  Zahl  Q^  der 
Art,  dass  das  Quadrat  der  Länge  L^^'^_  die  Ungleichung: 


(6)  (l^Zf<^rJ^ 


(1) 


erfüllt,   unter  -P^'  den   Inhalt   des   die   betrachtete  Randcurve   von  P„  ^ 
umschliessenden  Bildbereiches  von  St^^^^  verstanden. 
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In  ganz  entsprechender  Weise  findet  man  für  die  Randcurven  von 
^nk  Überhaupt: 

(7)  (XJ;1)^<^,J^*\  i=l,2,...,2v,. 

Unter  den  Zahlen  Q^  haben  wir  natürlich  nur  2p  verschiedene,  die  den 
2p  Streifen  Sti(^\  Sh^^\  •  •  •?  ^^i^^^^  zugehören.  Nennen  wir  die  grösste 
unter  ihnen   Q,  so  gilt  offenbar: 

woraus  wir  durch  Addition  gewinnen: 

2  PA-  iPk 

(8)  ^(i',1)^<«2''^"'- 
t=l  «=1 

In  der  einzelnen  Lücke  von  JP„k-\  lagert  nun  je  ein  mit  P^  con- 
former  Bereich  als  sich  hier  einordnender  Bestandtheil  von  P„k-  ^^ 
den  {2p—  1)  inneren  Randcurven  dieses  Bestandtheils  befinden  sich  dann 
{2p  —  1)  Bildstreifen,  die  ebenso  wenig  mit  einander  coUidieren,  wie  die 
Streifen  St^^^\  .  .  .,  6Y^<^^>  des  Bereiches  P^.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass 
die  in  (8)  rechts  stehende  Summe  kleiner  ist  als  der  Gesammtflächen- 
inhalt  der  2p^_^  Lücken  des  Bereiches  P„^t_i.  Dieser  Gesammtinhalt 
wurde  oben  mit  J„,c-i  bezeichnet  und  gehorcht  der  Ungleichung: 

J^,,_,<{4S-\-32y2)nr/-K 

Also  entspringt  aus  (8)  folgendes  Ergebniss:  Die  Summe  der  Qtiadrate  der 
Bogenlängen  aller  2p^  Randcurven  von  P^,^  hefriedigi  die  Ungleichung: 

(9)  2  (^m)'  <  ('^^  +  321/2)^  Ö5*-% 
»=i 

u-Q  q  dieselbe  Bedeutung  wie  in  (4)  hat  und  au£h  Q  eine  von  n 
und  k  unabhängige  endliche  positive  Zahl  ist,  ivelche  nur  von  unserer 
Fläche  Fl  und  den  ein  für  alle  Mal  ausgeivählten  Streifen  Sti^^\  . . .,  <S^i<-^) 
ahhängt. 

Insbesondere  für  den  Bereich  P„  „  =  P^  selber  wollen  wir  die 
Längen  der  Randcurven  L^^\  .  .  .,  I-f^"^  nennen.  Für  diese  ergiebt  sich 
also  aus  (9): 

(10)  ^  (Lf  f  <  (48  +  32l/2J:r  Qq^-K 
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§  12.  Durchführung  des  Convergenzbeweises  der  Functionen  ri  {z). 
Wir  haben  jetzt   alle  Mittel   beisammen,   um    die  Convergenz   der 
Functionen : 

(1)  rt^{z),  %{s),  ..  .,  7j„(^),  ... 

gegen  eine  für  alle  inneren  Punkte  der  Überlagerungsfläche  _F«,  erklärte 
Grenzfunetion : 

(2)  lim  ri^iz)  =  l{z) 

«  =00 

zu  beweisen. 

Wir  verstehen  unter  B  irgend  einen  im  „Innern"  der  Überlagerungs- 
fläche gelegenen  fest  gewählten  Bereich.  Es  giebt  alsdann  eine  be- 
stimmte endliche  Zahl  l  der  Art,  dass  B  Theilbereich  von  Fj  ist.  Während 
also  l  festliegt,  bedeute  «>Z  einen  beliebigen  die  Zahl  l  übertreffenden 
endlichen  Index.    Wir  betrachten  die  Differenz: 

und  können  zeigen,  dass  dieselbe  durch  ausreichend  gross  gewähltes 
n  bei  willkürlich  bleibendem  m  im  ganzen  Bereiche  B  beliebig  klein 
gemacht  werden  kann. 

Wir  verlegen  die  Betrachtung  in  die  ?y^ -Ebene  und  schreiben  zur 
Abkürzung  r}  statt  ?^,^.  B  liefert  hier  einen  schlichten  Bereich  B  , 
welcher  Theilbereich  von  P^  ^  und  also  um  so  mehr  von  P„  ist.  Die 
Differenz  (3)   werde  in  Abhängigkeit  von  >;  abgekürzt: 

geschrieben,  ^{f])  stellt  eine  nicht  nur  in  B^,  sondern  im  ganzen  Be- 
reiche P,,  eindeutige  und  reguläre  Function  dar,  ohne  dass  die  Stelle 
7}  =  oo,  welche  dem  Punkte  s^  entspricht,  auszunehmen  wäre.  In  der 
That  gilt  ja  zufolge  (6),  pg.  524,  in  der  Umgebung  von  Zq  die  Ent- 
wicklung : 

(5)       z/  =  (ci(» + "»)  -  c^f"))  {z  -  ^o)  -f  (cjt» + "')  -  C2(»))  {z  -  s^)-  -f  •  •  • , 

so  dass  A  an  der  Stelle  rj  =  oo  einen  Nidlpunkt  erster  Ordnung  aufweist. 
Bei  dieser  Sachlage  brauchen  wir  ^(^)  nur  noch  für  irgend  eine 
im  Endlichen  gelegene  Stelle  rj^  des  Bereiches  B  abzuschätzen.  Dies 
kann  auf  Grund  des  Cauchy 'sehen  Integralsatzes  geschehen.  Um  diesen 
anzusetzen,  beschreiben  wir  um  t^^  als  Mittelpunkt  einen  Kreis  K^  mit 
so  grossem  Radius,  dass  alle  etwa  mit  P^,  Pj,  .  .  .,  Pg^,  zu  bezeich- 
nenden Randcurveu  von  P„  innerhalb  K^.  liegen.  Nehmen  wir  den 
ausserhalb  K^  verlaufenden  Theil  der  ?j- Ebene  vom  Bereiche  P„  fort, 
so  verbleibt  ein  mit  (2p^  +1)  Randcurven  versehener  Bereich  P„'.    Die 
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Function  ^(r])  ist  in  diesem  Bereiche  P^'  unter  Einschluss  aller  Rand- 
curven  eindeutig  und  regulär.  Zufolge  des  Cauchy'schen  Integralsatzes 
können  wir  also  setzen: 

(6)  ^W  =  ,-'      /'  ^-'"    dr,  +  ,-'  -  y-    f-^-^  rf,, 

WO  die  Integrale,  wie  angedeutet,  über  die  Randcurven  von  P„'  zu  er- 
strecken sind. 

Da  sich  für  lim  r  =  oc  zufolge  (5;  der  Betrag  \^{r])  längs  K^ 
gleichmässig  dem  Werthe  0  nähert,  so  kann  der  Betrag  des  ersten  Inte- 
grales in  (6)  bei  hinreichend  gross  gewähltem  r  beliebig  klein  gemacht 
werden,  ohne  dass  sich  die  übrigen  Bestandtheile  der  Grleichung  (6) 
ändern.    Dieses  Integi'al  verschwindet  also  für  sich,  so  dass  wir  finden: 

i  =  1  {Rk) 

Verstehen  wir  unter  j/*'  irgend  eine  fest  gewählte  Stelle  der  Rand- 
curve  it^,  so  gilt  jedenfalls: 

(Rk)  fHk) 

da  die  Function  unter  dem  letzten  Integralzeichen  auf  und  innerhalb 
der  Integrationscurve  ü^  durchweg  regulär  ist.  Mit  Benutzung  dieses 
Umstandes   dürfen   wir   die  Gleichung   (7)   umschreiben   in   die  Gestalt: 

t  =  l   (Rk) 

Wir  können  nun  leicht  das  einzelne  der  rechts  stehenden  Integrale 
seinem  absoluten  Betrage  nach  abschätzen.  Da  erstlich  tJq  im  Innern 
von  P^  j  liegt  und  ?/  in  (8j  nur  Randpuukte  von  P^  bedeutet,  so  ist 
nach  dem  an  die  Gleichung  flO),  pg.  533,  angeschlossenen  Theoreme 
jedenfalls     i\  —  j/q   >  s  und  also: 

(9)  .-^— ;<-, 

^  ^  \n  —  fio       s  ' 

unter  s  die  ebendort  angegebene  von  n  unabhängige  und  von  0  ver- 
schiedene Zahl  verstanden.  Bezeichnen  wir  ferner  die  Schwankung  (cf. 
pg,  498)  der  Function  z/(rj)  längs  der  Curve  P^  durch  S,^(zJ{r})),  so  ist 
für  die  Punkte  y]  eben  dieser  Curve  P^  selbstverständlich: 

(lOj  ^(^)_^(^«)  <5,(z/(7?)). 
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Endlich  aber  gilt: 

(11)  f\dri^L^\ 

(Rl:) 

WO   rechts   wie   im   vorigen   Paragraphen   die   Länge   der   Curve  R^  ge- 
meint ist. 

Bezeichnen    wir    demnach    das  Z;*^  Integral    der    Summe  (8)    kurz 

durch    /,  so  finden  wir  für  dessen  Ahsolutwerth : 

(*) 

. /    I  -  J  :n  —  rio\  s      *     »    ' 

wobei    S^    abgekürzt    für    S^(^{rj))    geschrieben    ist.     Da    nun    allemal 
2SL-^S^-\-L^  ist,  so  können  wir  auch  schreiben: 

(12)  /!<;K-(A;*r)- 

(*) 

Nun   ist   die   Schwankung  von   ^(^/)  =  >/„  +  ^  —  »?„  längs  R^^  nicht 

grösser   als    die    Summe   der   Schwankungen   von   t],^^^  und  rj^   ebenda. 

Aber  die  Schwankung  von  r^^  =  ?j  ist   offenbar  kleiner  als  die  Curven- 
länge  LJ^\   und   diejenige  von  rj^^^^^  ist   kleiner  als   die  Länge  2y^*^„,  „ 

der  correspondierenden  Kandcurve   des  Bereiches  P   ,  in   der  v 
Ebene.    Somit  gilt: 
(13)                                     S.KL^'^  ^L^'l      , 

-'  k  n         '  n  +  in.n' 

woraus  wir  sofort  die  Folgerung  ziehen: 

*  \      n    /        ^      ^      n  +  m,nf        '  n  n  +  Tn,n' 

Die  Ungleichung  (12)  geht  demnach  über  in: 


/! 


<i(3(i:y+2(i<«„,/), 


und  also  folgt  aus  (8): 


2Pn  2j.„ 


(14)      ./(..i:  <  i^.i32'(irr + 2^;  i^'-..)T 

Nun  kommen  die  Ungleichung  (10),  pg.  536,  sowie  die  Ungleichung 
(9)  ebenda  zur  Benutzung,  in  welcher  letzteren  man  für  die  Indices  n 
und  k  jetzt  n  -f  m  und  n  einsetze.    Es  ergiebt  sich: 

(15)  |^(r,,)   <  ]  (60  +  401/2)  gg«-^ 
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Hiermit  haben  wir  unser  Ziel  erreicht.  Da  Q  und  q  von  n  unabhängig 
sind  und  q  dem  Intervall  0  <  g  <  1  angehört,  so  können  wir  durch 
ausreichend  gross  gewähltes  n  den  Betrag  z/(>/o)|  unter  jede  angebbare 
von  0  verschiedene  positive  Grösse  herabdrücken.  Dadurch  aber  ist  die 
gleichmässige  Gonvergenz  der  unendlichen  Reihe  analytischer  Functionen: 

(16)  Vi  +  ivi+i  -  Vi)  +  (ni+2  -Vi+i)  +  --- 

im  BereicJie  B  bewiesen;    die  Summe  ist  die  analytische   Grenzfundion: 

(17)  ^{z)^  lim  ri„(z), 

M  =  00 

die  fü/r  das  ganze  Innere  der  Überlagerungsfläche  i^«,  definiert  ist. 

In  ihr  besitzen  wir  bereits  die  polymorphe  Function  des  Rück- 
kehrschnitttheorems. Um  dies  aber  endgültig  einzusehen,  haben  wir 
noch  zwei  Thatsachen  festzustellen,  erstlich  nämlich  die,  dass  ^(z) 
„Zmear'^- polymorph  ist,  zweitens  die,  dass  ^(z)  im  wesentlichen  eindeutig 
bestimmt  ist. 

§  13.    Be'weis  des  Linearitätssatzes. 

Über  die  Abbildung,  welche  die  Grenzfunction  i,{z)  von  dem  ge- 
sammten  Innern  der  Überlagerungsflüche  F^o  leistet,  gehen  mehrere  An- 
gaben unmittelbar  aus  den  bisherigen  Entwicklungen  hervor.  Mit  P«, 
wird  das  Abbild  der  F^  in  der  ^- Ebene  zu  bezeichnen  sein,  und  der 
Theilbereich  F^  von  i^«  wird  den  Theilbereich  P«,„  ergeben.  Letzterer 
Bereich  lagert  schlicht  auf  der  ^- Ebene  und  hat  2^;^  Randcurven, 
welche  die  2}),^  inneren  Lücken  von  P»,«  umgrenzen. 

Die  Ungleichungen  (4),  pg.  534,  und  (9),  pg.  536,  gelten  bei  fest- 
stehendem /.'  für  jedes  n,  also  wegen  der  gleichmässigen  Gonvergenz  der 
Vni^)  S^g®^  ^•^)  unter  Einschluss  der  möglichen  Gleichheiten  auch  für 
lim.n  =  oo.  Schreiben  wir  nach  dem  Grenzübergang  lim «  =  cx)  in 
jenen  Ungleichungen  statt  Ä"  die  Bezeichnung  n  ein,  so  gewinnen  wir 
über  das  Abbild  der  F^  in  der  ^- Ebene  den  Satz:  Für  den  Gesammt- 
inhalt  J«,,„  der  ^p^  Lüchen  des  schlichten  Bereiches  Pco,n  gilt- 

(1)  J«,,^(48-f32j/2):rg''-i; 

desgleichen  finden  wir  für  die  Längen  ij,  „  der  2p„  Randcurven  des  Be- 
reiches  Pco,n' 

(2)  ^  [L^IY  ^  (48  -f-  32|/2);r  Qq^-K 

Auch  die  Entwicklungen  von  §  10  übertragen  sich  auf  den  Fall 
n  =  oo.    Zunächst  bleibt  die  Bedingung  (5),  pg.  530,  für  lim  )^  =  oo, 
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d.  li.  für  die  Curve  C«,  bestehen.  Daran  knüpfen  sich  die  a.  a.  0.  ent- 
wickelten Anwendungen  des  Verzerrungssatzes,  und  also  notieren  wir: 
Bei  jedem  endlichen  l  gieht  es  für  die  Entfernung  eines  BandpunMes  des 
Bereiches  P«,  ?  + 1  ^ö**  einem  inneren  Punkte  oder  BandpunMe  des  Bereiches 
P^ ,  eine  von  0  verschiedene  positive  untere  Schranke  S;.  Um  so  mehr 
wird  diese  Schranke  bestehen  für  die  Entfernung  eines  Bandpunktes  irgend 
eines  Bereiches  P^  ,,  mit  n>  l  von  einem  Innen-  oder  Bandpunkte  des 
Bereiches  P^ , . 

Da  2?  >  1  vorausgesetzt  wird,  so  wächst  die  Anzahl: 

2p^,  =  2pi2p-lY-' 

der  Lücken  von  P^  ,^  mit  lim  n  =  oo  selbst  über  alle  Grenzen.  Dem- 
gegenüber entspringt  aus  (1): 

(3)  limJ-„,„  =  0. 

«=00 

Es  folgt:  Das  Ahhild  Poo  der  Vherlagerungsfläche  E^  bedeckt  die  ganze 
l- Ebene  schluM  bis  auf  eine  unendliche  Menge  von  Grenzpunkten,  die 
wir  M   nennen  wollen,  und  die  zufolge  (3)  keinen  Inhalt  hat. 

Fixiert  man  einen  einzelnen  dieser  Grenzpunkte,  d.  h.  also  irgend 
eine  dem  Innern  von  P„  nicht  angehörende  Stelle  der  ^- Ebene,  so  wird 
dieselbe  für  jedes  n  in  einer  eindeutig  bestimmten  unter  den  2p^^  Lücken 
gelegen  sein.  Wenn  man  dann  weiter  irgend  zwei  von  einander  verschie- 
dene Grenzpunkte  markiert,  so  werden  dieselben,  eine  bestimmte  endliche 
Entfernung  e  von  einander  haben.  Wählen  wir  daraufhin  die  Zahl  n 
so  gross,  dass  der  in  (2)  rechts  stehende  Betrag  <  4e^  ausfällt,  so 
werden  um  so  mehr  die  2p^^  Längen  i^  „  kleiner  als  2e  sein.  Hieraus 
ergiebt  sich  unmittelbar,  dass  die  beiden  Punkte  in  zwei  verschiedenen 
unter  den  2p^^  Lücken  von  P^  ^^  liegen  müssen,  und  dass  also  jede  Ver- 
bindungslinie der  beiden  Stellen  durch  das  Innere  von  P^,^  dringen 
muss.  Es  folgt:  Für  irgend  zivei  verschiedene  Punkte  der  Menge  M^ 
giebt  es  keitie  Verbindungslinie,  die  nur  aus  Grenzpunkten  bestände;  M^ 
stellt  also  eine  3Ienge  discreter  Punkte  dar. 

Wir  übertragen  weiter  die  Sätze  des  §  9,  pg.  527,  auf  den  Grenz- 
fall n  =  oo.  Den  unendlich  vielen  über  einander  gelagerten  Exemplaren 
F^,  welche  die  P»  bilden,  entsprechen  unendlich  viele  neben  einander 
gelagerte  Bereiche  P^\  P^\  P^\  .  .  .,  welche  in  ihrer  Gesammtheit 
den  Bereich  P^  lückenlos  und  einfach  überdecken.  P^  sei  mit  P^^ 
identisch.  P^g  besteht  aus  P^"'  und  den  2p  benachbarten  Bereichen 
PJ*^;  ebenso  besteht  P^g  aus  P^^  und  allen  von  P^^  durch  nicht  mehr 
als  einen  Bereich  PJ'^  getrennten   Bereichen  P!:\    In  derselben  Weise 
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fortfahrend  können  wir  sagen:  P^  „  bestellt  aus  P^'  und  allen  von  diesem 

Ausgangsraum  durch  höchstens  (n  —  2)  Bereiche  F^^  getrennten  P„  .  Man 
wolle  an  dieser  Erklärung  für  eine  weiter  unten  anzustellende  Über- 
legung festhalten. 

Vor  allem  stellen  wir  fest:  Die  ÜberlagerungsÖäche  F^  ist  in  dem 
Sinne  regulär,  dass  sie  um  jedes  ihrer  Exemplare  F^  herum  gerade  so 
aufgebaut  ist,  wie  um  jedes  andere:  sie  gestattet  demnach  unendlich 
viele  umkehrbar  eindeutige  Transformationen  in  sich,  deren  einzelne 
man  dadurch  festlegt,  dass  man  dasjenige  Fliichenexemplar  F^  angiebt, 
in  welches  das  Ausgangsexemplar  mittelst  jener  Transformation  über- 
geführt wird.  Diese  unendlich  vielen  Transformationen  der  i^«  in  sich 
bilden  offenbar  eine  Gruppe. 

Gehen  wir  zur  ^-Ebene,  so  gelangen  wir  zur  Übertragung  der  Er- 
gebnisse des  §  9,  pg.  527,  auf  den  Grenzfall  n  =  oo.  Wir  geivinnen 
eine  Gruppe  analytischer  Functionen: 

(4)         r  =  ^fa),    i'  =  T^2\^),   i'  =  T^^\i),  ■••, 

deren  jede  das  Netz  P^  der  Bereiche  P^\  PJ,^',  P^\  .  .  .  derart  umliehr- 
har  eindeutig  in  sich  transformicH,  dass  hei  Ausübung  von  TJ  der  Aus- 
gangsraum P<1°'  in  PJ'^  übergeführt  wird.  Die  Gruppe  ist  aus  p  Erzeugen- 
den herstellbar  (cf.  pg.  528),  welche  P^^  in  p  benachbarte  PJ'^  überführen. 

Die  voraufgesandten  Entwicklungen  gestatten  uns  nunmehr  zu 
zeigen,  dass  es  sich  um  eine  Gruppe  linearer  ^-Substitutionen  handelt. 
Der  analytische  Charakter  der  einzelnen  Substitution  Tj^  bezieht  sich 
vorerst  allein  auf  die  inneren  Punkte  von  P«',  denn  nur  für  diese  ist 
TJ'-'(^)  bisher  erklärt.  Nun  können  wir  aber  Tj\^)  sofort  auch  für  die 
Punkte  der  Menge  31  erklären.  Dem  einzelnen  Grenzpunkte  entspricht 
nämlich  eine  bestimmte  und  nur  für  ihn  charakteristische  Kette  von 
Bereichen  P^\  welche  vom  Ausgangsraum  P^  zu  jenem  Grenzpunkte 
hinführt.  Die  durch  die  einzelne  TJ'*  transformierte  Kette  führt  dann 
zu  demjenigen  Grenzpunkte,  welcher  jenem  ersten  mittelst  der  Trans- 
formation TJ'^  entspricht.  Nach  dieser  Erweiterung  liefert  die  einzelne 
Transformation  T^^  eine  in  der  ganzen  ^- Ebene  eindeutige  stetige  Func- 
tion, abgesehen  davon,  dass  sie  einen  Pol  erster  Ordnung  an  derjenigen 
innerhalb  P«  gelegenen  Stelle  aufiveist,  tvelche  durch  die  zu  TJ  inverse 
Transformation  aus  dem  innerhalb  des  Ausgangsbereiches  P^  gelegenen 
Punkte  ^  =  oo  hervorgeht. 

Es  fragt  sich  nun,  ob  T^'\^)  im  einzelnen  Grenzpunkte  analytisch 
ist.    Wir  brauchen  dies   nur  für   die  p  Erzeugenden   zu  beweisen.    Sei 
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demnach  T(^)  eine  derselben,  welche  P^  in  den  benachbaiten  Bereich  P^ 
transformiere.  Wir  wollen  dann  ähnlich  wie  pg.  538  den  Cauchy'schen 
Satz  verwerthen,  um  die  Function  T(^)  für  einen  beliebigen  endlichen 
und  vom  Pole  T~-^(oo)  verschiedenen  Inneupunkt  ^q  des  Gebietes  P^ 
darzustellen.  Denken  wir  t^  fest  gewählt,  so  können  wir  eine  bestimmte 
endliche  Zahl  l  so  auswählen,  dass  ^^  auch  bereits  Innenpunkt  von  P«,,j 
ist.  Sei  alsdann  n  ein  beliebiger  die  Zahl  l  übertreffender  Iudex,  so 
ist  ^Q  auch  in  P„,n  gelegen,  und  übrigens  ist  T{^)  innerhalb  und  auf 
dem  Rande  von  P«,,,i  überall  eindeutig  und  analytisch.  Man  wolle  jetzt 
den  2^^  inneren  Randcurven  von  P«,„  noch  eine  geschlossene  endliche 
äussere  Randcurve  hinzufügen,  welche  ^q  und  alle  inneren  Randcurven 
umschliessen  soll,  jedoch  so,  dass  der  Pol  T~^(oo)  von  T(^)  ausserhalb 
dieser  Curve  liegt*).  Wir  nennen  diese  neue  Randcurve  C  und  wollen 
den  ausserhalb  C  verlaufenden  Theil  der  t- Ebene  vom  Bereiche  P»,» 
fortnehmen.  Im  gekürzten  Bereiche,  der  P^^„  heisse,  wird  alsdann  die 
Function  T{^)  auch  noch  überall  stetig  sein. 

Auf  diesen  Bereich  PJ^.n  beziehen  wir   den  Cauchy'schen  Lehrsatz 
und  finden  T(^q)  dargestellt  durch: 

WO  sich  die  Integrale  auf  die  (2^)^-f  1)  Randkurven  von  P^  ^^  beziehen, 
deren  2p^  innere  wir  wie  pg.  538  durch  P^,  R^,  .  .  .  bezeichnen. 

Das  einzelne  Integral  der  Summe  in  (5)  rechts,   welches   zur  Ab- 
kürzung  durch  /  bezeichnet   sein   mag,   wandeln   wir   nach   dem   schon 

(h 
pg.  538  benutzten  Principe  um.    Unter  ^^.  werde  irgend  ein  Punkt  der 

Ä**^"  Randcurve  P^  verstanden,  der  fest  gewählt  sei.    Dann  gilt  (cf.  pg.  538) 
die  Gleichung: 

so  dass  wir  für  das  k^^  Integral  der  Summe  (5)  die  Schreibweise: 
(6)  f-J^^'^^^ 


gebrauchen  dürfen.    Für  den  absoluten  Betrag  des  Integrals  folgt: 


(7)  iJi^JlTCO-ja.)!,,^,^ 


(*)  {Rk) 


*)  Dieser  Pol  findet  sich  in  einem  Bereiche  Pii\  der  mit  P^"  benachbart  ist. 
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Nim  ist  aber: 

\T(t)-T(Q\<S,(T&), 

wo  rechts  die  Schwankung  von  T(^)  längs  R,.  gemeint  ist.  Ferner 
gilt  I S  —  ^0 1  ^^i  ^^^  ^^so : 

^        <^ 

unter  s^  die  oben  (pg.  541)  so  bezeichnete  von  0  verschiedene  positive 
Zahl  verstanden,  da  ^^  ein  innerer  Punkt  von  P^^  und  ^  nur  Rand- 
punkte von  P^  „  bedeutet.    Endlich  ist: 


/ 


'  I  oo,n 


|«*b|    =  -^ 

die  Länge  der  /i*^°  Randcurve  B,^  von  P«„.    Aus  (7)  folgt  somit: 

(8)  i  f\<'  S,L^'^  <^(s'-\-(L''^Y), 

WO  /Sj  zur  Abkürzung  für  Sf.(T{^))  gesetzt  ist. 

Man  gehe  nun  auf  die  obige  Erklärung  von  P«,,«  zurück  (pg.  542). 
Da  T  eine  Erzeugende  sein  soUte,  so  war  P^^^  ==  T(P^^)  mit  P^^  be- 
nachbart. Entsprechend  besteht  T(P„  J  aus  P^  und  allen  den  Be- 
reichen P^\  welche  von  P^  durch  nicht  mehr  als  (n  —  2)  solche  Be- 
reiche getrennt  sind.  Aber  ein  Bereich  PJ ,  der  von  P^  durch  höchstens 
(n  —  2)  Bereiche  getrennt  ist,  wird  vom  Nachbarbereich  P^ ''  höchstens 
durch  (n—1)  Bereiche  getrennt  sein,  so  dass  T(Poo,„>  ein  Bestandtheil 
von  Pco,n  +  i  ist.  Andererseits  wird  ein  Bereich  des  Complexes  Pao,„_i, 
der  doch  von  P^  durch  höchstens  (n  —  3)  Bereiche  getrennt  ist,  von  P^ 
durch  höchstens  (w  — 2)  Bereiche  getrennt  sein  und  also  T(Poo,„)  an- 
gehören.   Demnach  ist  Poc,„_i  seinerseits  Bestandtheil  von  T{Px,,n)- 

Die  durch  T  transformierte  Randcurve  R^,  die  T{R^)  zu  nennen 
ist,  gehört  demnach  als  Randcurve  entweder  dem  Bereiche  Px,,«-!  oder 
Poo,«  oder  endlich  Pao,n  +  i  an.  Da  aber  offenbar  Sf.(T{^j)  kleiner  als  die 
Länge  dieser  Randcurve  ist,  so  entspringt: 

2p„  -^Pn-l  ^Pn  ^Pn+1 

*=1  k=X  k=l  *=1 

Die  Bedingung  (2)  liefert  demnach: 

^Pn 

2'  S,'  <  (48  -f  32]/2)jr  Q^q"-^ +  q"-^ +  q'^-^) 

Jc=l 
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und  also  um  so  mehr: 


^  Ä/ <  3(48  + 32/2) ;r$^"- 


Da  (7  <  1  ist,  so  ergiebt  sich  aus  (2)  weiter 

I 


'^(0'<^48+32y2)irej- 


und  also  folgt  aus  (8): 

2P„         ^  2/'« 


^^  f  :^2  \f  < s, ^^^ + ^^>^^ ^«"''- 


t=l   (k)  k  =  L     (k) 


Man  gehe  nun  auf  die  Gleichung  (5)  zurück,  deren  erstes  Glied 
rechter  Hand  nach  links  genommen  werde.  Durch  Übergang  zum  abso- 
luten Betrage  rechts  und  links  folgt: 

(9)  I  T{Q  -  2^  JT-t^   <  l  ^^^  +  ^^'^^  ^^""'• 

(c)  "  ' 

Halten  wir  auch  bei  wechselnder  Auswahl  von  n  an  der  einmal 
gewählten  Curve  C  fest,  so  steht  in  ( 9)  links  ein  bestimmter  von  n  un- 
abhängiger Betrag.  Dahingegen  kann  die  rechte  Seite  der  Ungleichung  (9) 
durch  ausreichend  gross  gewähltes  n  dem  Werthe  0  beliebig  nahe  ge- 
bracht werden.  Demnach  ist  der  Betrag  in  (9)  linJcs  mit  0  identisch,  und 
also  besteht  die  Gleichung: 


(lÖ)  ^(^o)  =  ,l„ff^ 


dt 

iC) 


Das  hier  rechts  stehende  Integral  liefert  nun  nicht  nur  für  die 
Punkte  ^0  im  Innern  von  P»,  sondern  nach  bekannten  Sätzen  für  den 
gesammten  von  C  umschlossenen  Bereich,  also  auch  für  die  Punkte  der 
Menge  M  eine  eindeutige  und  stetige  analytische  Function.  Diese  Func- 
tion stimmt  mit  unserer  Function  T(J^  zufolge  flO)  in  allen  Punkten  t,^ 
im  Innern  von  P»  überein.  Die  Übereinstimmung  bleibt  eben  deshalb 
auch  in  den  Grenzpunkten  bestehen,  da  wir  wissen,  dass  T(J^  auch  in 
ihnen  stetig  ist:  Die  Function  T(^)  ist  nicht  nur  im  Innern  von  P«, 
sondern  auch  in  den  PunJcten  der  Menge  M^  und  also  in  der  gesammten 
i^- Ebene  eine  utnlcehrbar  eindeutige  analytische  Function. 
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Eine  derartige  Function  ist  nach  bekannten  Grundsätzen  der  P'unc- 
tionentheorie  notwendig  eine  lineare: 

(11)  ^(o-;}±^ 

Da  nun  dieses  Ergebniss  für  jede  der  p  Erzeugenden  gilt,  so  gilt  es 
zugleich  für  die  gesammten  Transformationen  TJ{^)  unserer  Gnippe. 
Wir  haben  damit  den  „Linearifätssatz"  bewiesen:  Die  Gruppe  der  ein- 
deutigen Transformationen  der  Uberlayerungsfläche  i%o  in  sich  stellt  sich  in 
der  Grenzfunction  t,{z)  als  Gruppe  „linearer  Substitutionen"  mit  P^^  als 
„Discontimdtätshereich"  dar,  so  dass  ^(0)  in  der  That  eine  linear-polymorpJie 
Function  der  geuiinschten  Art  auf  unserer  gegebenen  Rienwnn'schen  Fläche 
ist.  Es  bleibt  jetzt  nur  noch  die  Frage  zu  entscheiden,  ob  ^{z)  die 
einzige  Function  dieser  Art  ist,  oder  ob  es  deren  mehrere  giebt. 

§  14.    Beweis  des  Unitätssatzes.     Gewinnung  des 
E.ückkelirsclinitttheorems. 

Die  Thatsache,  dass  die  gewonnene  polymorphe  Function  t{^)  <ler 
Fläche  F^  im  wesentlichenj  d.  h.  von  linearer  Transformation  abgesehen, 
einzig  ist,  beweisen  wir  iudirect,  indem  wir  von  der  Existenz  einer 
zweiten  linear-polymorpheu  Function  1,(2)  ausgehen,  welche  F^  wieder 
auf  einen  Discontinuitätsbereich  unserer  Art  abbildet.  Wir  wollen  den 
letzteren  P^ '  nennen,  die  sich  anreihenden  äquivalenten  Bereiche  durch 
P^\  P^',  ■  .  .  und  das  ganze  Netz  durch  P^  bezeichnen.  Der  Bereich 
Poo  ist  eindeutig  und  conform  auf  die  Überlagerungsfläche  F^.  bezogen; 
dabei  entspreche  wieder  dem  Theilbereiche  F^  yon  F^o  der  Theilbereich 
Poo.n  von  P^.  Der  Einfachheit  halber  setzen  wir  noch  fest,  dass  der 
Stelle  Zq  des  ursprünglichen  Flächenexeraplars  F^  die  Stelle  ^  =  00  ent- 
spreche, was  nöthigenfalls  durch  lineare  Transformation  von  g  erreich- 
bar ist. 

Die  Überlegungen  der  Paragraphen  10  und  11,  welche  die  An- 
wendungen des  Verzerruugssatzes  auf  das  Xetz  P^  der  Bereiche  PJ'  be- 
trafen, übertragen  sich  unmittelbar  auf  das  Netz  P^.  Dabei  sind  sogar 
die  Zahlen  q  und  Q  dieselben  wie  damals,  da  ja  unser  jetziger  Bereich 
P^^  durch  Vermittlung  von  F-.  conform  auf  P^ '  bezogen  ist.  Wir 
notieren  insbesondere  für  die  Längen  i^  „  der  2p^  Randcurven  von  P^^  „ 
die  der  Bedingung  (2),  pg.  540,  entsprechende  Ungleichung: 
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Durch  Vermittlung  der  Uberlagerungsfläche  i^«  ist  das  gesammte 
Innere  des  Bereiches  P^  auf  dasjenige  von  P«,  umkehrbar  eindeutig 
und  conform  bezogen,  wobei  unserer  Festsetzung  gemäss  die  Stellen 
^  =  cc  und  ^  =  cx>  einander  entsprechen.  Wir  können  die  Eindeutig- 
keit des  Entsprechens  aber  sofort  auch  auf  die  beiderseitigen  Mengen 
M  und  M^  der  Grenzpunkte  ausdehnen,  indem  homologe  Bereichketten 
der  beiden  Netze  F^  und  P«  einander  zugeordnete  Grenzpunkte  liefern. 
Die  Beziehung  zwischen  ^  und  t,  ist  dann  insbesondere  auch  in  allen 
Grenzpunkten  eine  stetige. 

Die  festgelegte  Beziehung  wollen  wir  nun  durch  die  Gleichung: 

(2)  S  =  m) 

darstellen.  Diese  Function  f(^)  ist  alsdann  für  alle  Werthe  ^,  auch  den 
Werth  ^  =  oo  einbegriffen,  umkehrbar  eindeutig  und  für  alle  endlichen  t, 
stetig;  überdies  ist  sie  jedenfalls  für  alle  der  Menge  31^  nicht  ange- 
hörenden Stellen  t,  analytisch.  Dass  aber  der  analytische  Charakter 
auch  in  den  Grenzpunkten  gewahrt  bleibt,  erkennt  man  durch  Wieder- 
holung der  pg.  543  an  den  Cauchy'schen  Satz  angeschlossenen  Über- 
legung. Sei  wieder  ^o  ein  beliebiger  endlicher  innerhalb  P«  gewählter 
Punkt,  so  verfüge  man  über  die  Indices  l  und  n  wie  damals  (pg.  543). 
Auch  gehen  wir  wieder  von  P^o. »  zu  einem  endlichen  Bereiche  P«,  „  durch 
Zufügung  einer  äusseren  Randcurve  C,  welche  ^q  und  alle  2p^  inneren 
Randcurven  von  P»,,,  umschliesst.    Der  Cauchy'sche  Satz  liefert  alsdann: 


(ä)      f'i^-^fm+^^f 


1    («A) 

Für  diese  Gleichung  lässt  sich  die  an  (5),  pg.  543,  angeschlossene 
Überlegung  erneut  anwenden,  wobei  der  einzige  unwesentliche  Unter- 
schied besteht,  dass  für  die  Abschätzung  der  Schwankung  von  f{^) 
längs  R/.  unsere  jetzige  Ungleichung  fl)  an  Stelle  der  Ungleichung  (2) 
pg.  540  zu  benutzen  ist.  Wir  kommen  wieder  zu  dem  Ergebniss,  dass 
die  in  (3)  rechts  stehende  22J,j-gliedrige  Summe  für  sich  verschwindet, 
woraus  die  Darstellung  folgt: 

Die  Übertragung  der  an  (10),  pg.  545,  angeschlossenen  Überlegung 
zeigt  daraufhin,  dass  der  analytische  Charakter  von  f{^)  auch  in  den 
Punkten  der  Menge  M^  gewahrt  bleibt.    Sobald  dies  feststeht,  versteht 
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sich  von  selbst,  dass  ^  eine  lineare  Function  von  ^  ist;  und  zwar  gilt: 

da  dem  Werthe  ^=00  wieder  der  Werth  ^  =  cx)  entspricht.  Hiermit 
gewinnen  wir  den  „ünitätssatz" :  Es  giebt  im  wesentlichen,  d.  i.  von 
linearer  Transformation  abgesehen,  nur  eine  einzige  linear -polymorphe 
Function  l{z)  der  gewünschten  Art  auf  der  verschnittenen  Riemann'schen 
Fläche  F^. 

Unter  Zusammenfassung  aller  Ergebnisse  entspringt  das  „RücJc- 
Tcehrschnitttheorem":  Auf  jeder  Riemann'schen  Fläche  eines  Geschlechtes 
^  >  0,  IV eiche  wir  mit  irgend  einem  System  von  p  dieselbe  nicht  zer- 
stückenden RückJichr schnitten  verseilen  haben,  existiert  eine  und  im  tvesent- 
lichen  auch  nur  eine  linear -polymorphe  Function  t,{z\  welche  die  zer- 
schnittene Fläche  auf  einen  mit  2p  paarweise  linear  einander  zugeord- 
neten geschlossenen  Ratidcurven  versehenen  schlichten  Bereich  (Discontinuitäts- 
hereich)  conform  überträgt. 

§  15.    Koebe's  Beweis  des  allgemeinen  Klein'schen  Fundamental- 

theorems. 

Von  den  weitergehenden  Untersuchungen  Koebe's*)  kommen 
namentlich  die  beiden  Noten  „Über  die  Uniformisierung  der  algebraiscJien 
Curven  durch  automorphe  Functionen  mit  imaginären  Substitationsgruppen" , 
welche  bereits  pg.  446  genannt  wurden,  hier  in  Betracht,  und  zwar 
deshalb,  weil  es  Koebe  hier  gelungen  ist,  auch  das  allgemeinste  pg.  47 
erwähnte  Fundamentaltheorem  von  Klein**),  welches  sich  auf  Bereiche 
bezieht,  die  aus  v  Polygonen  mit  Grenzkreisen***)  von  den  Signaturen: 

(1)  {l\,n,-  lAh^%...,m,  i=l,2 


>  "j  •  •  ■■) 


durch  Composition  entstehen,  zum  Nachweise  zu  bringen f).  Es  sollen 
hier  wenigstens  die  Hauptgesichtspunkte  dieses  Koebe'schen  Beweises 
kurz  bezeichnet  werden. 


*)  Ausser  den  oben  (pg.  445  u.  f.)  citierten  Arbeiten  nennen  wir  noch  Koebe's 
Note  „  über  die  Hubert'' sehe  Uniformisierungsmethode'^^  Gott.  Nachr.  von  1910,  pg.  59, 
welche  sich  an  die  pg.  496  genannte  Note  Hilbert's  „Zur  Theorie  der  conformen 
Abbildung'',  Gott.  Nachr.  von  1909,  pg.  314,  anschliesst. 

**)  Ausgesprochen  1882  in  Bd.  20  der  Math.  Ann.,  pg.  206  ff. 
***)  Es  können  auch   noch   elliptische  oder  parabolische  Rotationsgruppen    an 
der  Composition  tlieilnehmen;  doch  sehen  wir  der  Kürze  halber  von  ihnen  ab. 

t)  Eine  ausführliche  Darstellung  seines  Beweises  wird  Koebe  in  der  Arbeit 
„über  die  uniformisierung  der  algebraischen  Curven  III'^  geben,  die  demnächst 
in  den  mathematischen  Annalen  erscheinen  soll. 
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Ausser  den  bisherigen  Untersuchungsmetlioden  tritt  noch  eine  als 
wesentlich  neu  hinzu,  welche  Koebe  als  ein  „iferierendes  Verfahren"^  be- 
zeichnet. Wir  können  den  Charakter  dieses  Verfahrens  am  besten  bei 
Anwendung  auf  das  Rückkehrsehnitttheorem  beschreiben. 

Die  längs  der  p  Rückkehrschnitte  durchschnittene  Fläche  F^  hatten 
wir  pg.  525  u.  f.  auf  einen  schlichten  mit  2p  Randcurven  versehenen  Be- 
reich Pj  der  T/j -Ebene  abgebildet.  Die  Randcurven  waren  zu  Paaren 
einander  zugeordnet,  und  zwar  ist  diese  Zuordnung  (was  wir  damals  für 
Pj  noch  nicht  besonders  verfolgten)  eine  analytische,  wie  aus  der  Be- 
trachtung der  oben  (pg.  524)  auf  der  Riemann'schen  Fläche  längs  der 
Rückkehrschnitte  angebrachten  Flächenbänder  unmittelbar  beweisbar  ist. 

Das  iterierende  Verfahren  hat  nun  zum  Ziele,  diesen  Bereich  P^ 
conform  auf  einen  neuen  schlichten  Bereich  mit  2p  Randcurven  zu 
übertragen,  bei  dem  jedoch  die  analytische  Zuordnung  der  Randcurven 
insbesondere  eine  lineare  ist.  Dies  geschieht  in  folgender  Weise:  Wir 
behalten  nur  ein  einziges  Paar  auf  einander  bezogener  Randcurven  bei 
und  denken  also  die  {2p  —  2)  übrigen  Lücken  unseres  Bereiches  P^ 
schlicht  gefüllt.  Den  so  gewonnenen  Bereich  können  wir  wegen  der 
analytischen  Zuordnung  seiner  beiden  noch  vorhandenen  Randcurven 
conform  auf  eine  geschlossene  Riemann'sche  Fläche  des  Geschlechtes 
p  =  1  abbilden.  Das  Integral  erster  Gattung  u  dieser  Fläche  habe  dem- 
jenigen Perioden wege,  welcher  aus  den  Randcurven  von  Pj^  entsteht, 
entsprechend  die  Periode  ojg,  während  in  gegenüberliegenden  Uferpunkten 
des  betreifenden  Rückkehrschnittes  u  um  oj^  differiere.  Wir  bilden  als- 
dann mittelst  der  Function: 

2t7(U 

(2)  i'g  =  e^^r 

die  Riemann'sche  Fläche  und  damit  unseren  Bereich  der  t;^- Ebene  auf 
die  Vj- Ebene  ab,  wo  wir  wieder  einen  mit  zwei  Randcurven  versehenen 
Bereich  gewinnen.  Die  letzteren  sind  aber  nun  durch  die  lineare  Sub- 
stitution : 

2 1"  rt  (Ui 

(3)  <  =  e   "'^     ^2 
auf  einander  bezogen. 

Dem  Bereiche  P^  entspricht  ein  etwa  P<^)  zu  nennender  Theilbereich 
des  so  erhaltenen  Bereiches  der  Vg -Ebene.  Der  gewonnene  Vortheil  ist, 
dass  bei  einem  unter  den  p  Randcurvenpaaren  lineare  Beziehung  vor- 
liegt, während  jeweils  die  beiden  Curven  der  übrigen  {jp — 1)  Paare 
nach  wie  vor  analytisch  auf  einander  bezogen  sind.  Sobald  lineare  Be- 
ziehung der  Randcurven  vorliegt,  tritt  der  Begriff  des  Discontinuitäts- 
bereiches  der  durch  die  Beziehung  erzeugten  Gruppe  in  Kraft.  Wir 
können  also  wenigstens  in  die  beiden  zu  den  bevorzugten  Randcurven 
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gehörenden  Lücken  je  eine  unendliche  Kette  von  äquivalenten  Bereichen 
anlagern,  welche  sich  glatt  an  einander  lagern,  und  von  denen  natürlich 
jeder  noch  (2p  — 2)  innere  Lücken  fwie  Pj)  darbietet. 

Wir  vollziehen  nun  dieselbe  Operation  an  einem  zweiten  Paare 
von  Randcurven  und  gelangen  zu  einem  in  einer  V3- Ebene  gelegenen 
schlichten  Bereiche  P^^K  bei  dem  die  Randcurven  jenes  zweiten  Paares 
linear  zusammenhängen.  Dabei  ist  dann  freilich  für  den  analytischen 
Charakter  des  Zusammenhanges  der  Randcurven  des  ersten  Paares  der 
lineare  Charakter  wieder  verloren  gegangen.  Aber  es  bleibt  für  das 
erste  Paar  etwas  Wesentliches  erhalten:  Nämlich  die  zugehörige  analy- 
tische Transformation,  auf  P^^^  angewandt,  liefert  auch  in  den  heiden  zu- 
erst bevorzugten  Lücken  glatte  Aneinanderreihung  der  äquivalenten  Bereiche. 
Hierin  liegt  der  Nerv  der  ganzen  Betrachtung:  Während  man  im  All- 
gemeinen bei  nicht -linearen  analytischen  Transformationen  von  vorn- 
herein über  die  Fortsetzung  in  die  Bereichlücken  hinsichtlich  der  Schlicht- 
heit nichts  auszusagen  vermag,  verhält  sich  an  F^'-^^  die  zum  ersten 
Paare  gehörende  Transformation  nach  wie  vor  in  Anbetracht  der  An- 
einanderreihung der  Bereiche  wie  eine  lineare  Substitution.  Diese  That- 
sache  ist  eine  Folge  des  Umstandes,  dass  sich  die  conforme  Abbildung 
der  t'g- Ebene  auf  diejenige  von  13  auf  die  Vollebenen,  abgesehen  von 
je  den  beiden  zum  zweiten  Randcurvenpaar  gehörenden  Lücken,  erstreckt. 
Die  Reproductiou  am  zweiten  Randcurvenpaar  können  wir  demnach  so- 
gleich auf  die  einfach  unendliche  Kette  von  Bereichen  beziehen,  welche 
wir  am  ersten  Randcurvenpaar  bereits  entworfen  hatten.  Heissen  T^ 
und  Tj  die  beiden  ersten  Transformationen  für  P^^^  (von  denen  also  T.^ 
gegenwärtig  linear  ist),  so  werden  jetzt  bereits  alle  Transformationen 
T^"*Ti"  (für  alle  positiven,  negativen  und  verschwindenden  ganzzahligen 
m,  n  gebildet)  glatte  Aneinanderreihung  der  Bereiche  bewirken. 

Man  behandle  jetzt  nach  derselben  Methode  das  dritte,  das  vierte 
u.  s.  w.  Randkurvenpaar  und  hat,  nachdem  man  das  p^  Paar  erledigt  hat, 
mit  dem  ersten  wieder  zu  beginnen.  Das  iterierende  Verfahren  besteht  in 
der  unbegrenzten  Wiederholung  des  gleichen  Verfahrens,  wobei  nach  und 
nach  für  alle  aus  den  2^  erzeugenden  Transformationen  herzustellenden 
weiteren  Transformationen  glatte  Aneinanderreihung  der  Bereiche  eintritt. 

Zu  zeigen  bleibt  hierbei  die  Convergenz  gegen  eine  Grenzfundion 
lim  v„,    sowie   die   Sätze   der  Linearität  und   ünität  im  Grenzfall.    Wie 

n  =  ao 

Koebe  a.  a.  0.  dargethan  hat,  gelingt  dies  auf  Grund  derselben  Principien, 
welche  der  Methode  der  Uberlagerungsfläche  zu  Grunde  liegen,  so  dass 
hiermit  ein  zweites  Beweisverfahren  zunächst  für  das  Rückkehrschnitt- 
theorem gewonnen  ist. 
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Wie  Koebe  nun  in  der  zweiten  der  oben  citierten  Noten  bewiesen 
hat,  bewahrt  genau  dieselbe  Untersuchungsmethode  ihre  Zugkraft  auch 
beim  Beweise  des  allgemeinen  vorhin  genannten  Klein 'sehen  Funda- 
mentaltheorems. Die  Hauptgesichtspunkte  seiner  Überlegung  sind  die 
folgenden : 

Eine  beliebige  geschlossene  mit  n  Punkten  e  signierte  Riemann- 
sche  Fläche  des  Geschlechtes  p  sei  vorgelegt.  Auf  derselben  soll  irgend 
ein  Querschnittsystem  der  pg.  47  besprochenen  Art  gezeichnet  seiii,  wie 
es  bei  der  Composition  von  v  Grenzkreispolygonen  entsteht.  Das  Ge- 
sammtsystem  soll  also  in  v  getrennte  Querschnittsysteme  je  von  kano- 
nischem Charakter  (cf.  Fig.  40  in  I  pg.  183)  zerfallen.  Ist  die  Signatur 
des  i'*°  unter  diesen  Systemen  durch  (1)  gegeben,  so  gilt: 

P  =  Vx+lh-\ \-P.y     w  =  Wj  +  W2  + \-n^. 

Die  so  zerschnittene  Fläche  ist,  wie  schon  pg.  47  festgestellt  wurde, 
noch  v-fach  zusammenhängend  und  besitzt  v  aus  Querschnittufern  auf- 
gebaute Randcurven. 

Diese  Fläche  bildet  Koebe  zunächst  auf  einen  schlichten  v-fach 
zusammenhängenden  Bereich  mit  analytischer  Randkurvenzuordnung  ab. 
Die  Zuordnung  bezieht  sich  dabei  auf  die  verschiedenen  Theile  eines 
und  desselben  unter  den  v  geschlossenen  Rändern,  und  zwar  ist  die 
Reihenfolge  der  zugeordneten  Seiten  dieselbe,  wie  sie  am  Rande  eines 
kanonischen  Grenzkreispolygons  vorliegt. 

Nun  setzt  das  iterierende  Verfahren  ein.  Es  wird  nur  der  erste 
Rand,  derjenige  der  Signatur  {p^,  n^]  l^^^\  .  .  .),  beibehalten,  während 
die  (v  —  1)  übrigen  Lücken  schlicht  ausgefüllt  werden.  Der  ergänzte 
Bereich  kann  auf  eine  Riemann'sche  Fläche  des  Geschlechtes  p^  und 
der  Signatur  (p^,  w^;  ?^(^',  .  .  .)  abgebildet  werden,  diese  aber  auf  Grund 
des  bewiesenen  Grenzkreistheorems  rückwärts  auf  ein  Grenzkreispolygon 
der  gleichen  Signatur.  Nach  Vollzug  der  Abbildung  tragen  wir  die  Bilder 
der  (v — 1)  übrigen  Lücken  wieder  ein  und  gelangen  zu  einem  mit 
V  Rändern  versehenen  Bereich  zurück,  der  wenigstens  in  Bezug  auf 
seinen  ersten  Rand  „Gren^JcreischaraJcter"  besitzt.  In  Bezug  auf  diesen 
Grenzkreis  ist  also  glatte  Aneinanderreihung  der  Bereiche  erzielt. 

Vor  Weiterführung  des  Processes  spiegelt  Koebe  das  bisher  er- 
haltene Netz  in  das  Innere  des  Grenzkreises  hinein  und  wendet  die 
Fortsetzung  zugleich  auf  das  äussere  und  innere  Netz  an.  Diese  Fort- 
setzung besteht  darin,  dass  jetzt  auf  einen  zweiten,  einen  dritten  u.  s.  w, 
Rand  die  Umformung  auf  Grenzkreischarakter  mit  nachfolgender  Spiege- 
lung vollzogen  wird,  und  dass  nach  Erledigung  des  v^^^  Randes  mit  dem 
ersten  wieder  begonnen  wird. 

Flicke-Klein,  Automorphe  Functionen.  II.  3.  36 


552      II.  Fundamentaltheoreme  über  die  Existenz  polymorpher  Funktionen. 

Auch  hier  gelingt  es  Koebe  auf  Grund  der  Folgerungen  seines 
Verzerrungssatzes  die  Convergenz  des  Processes,  sowie  die  Linearität 
und  Unität  der  Grenzfunction  zu  zeigen,  womit  das  genannte  allgemeine 
Theorem  Kl  ein 's  in  der  That  bewiesen  ist. 


Bei  aller  Wichtigkeit,  welche  den  hiermit  zu  Ende  geführten  Unter- 
suchungen zukommt,  können  wir  doch  nicht  unterlassen,  hier  noch  ein- 
mal auf  die  besondere  Stellung  des  Grenzkreistheorems  hinzuweisen  (cf. 
pg.  493).  Das  Schnittsystem  der  Riemann'schen  Fläche,  welches  dem 
Rückkehrschnitttheorem  zu  Grunde  liegt,  ist  in  unendlich  vielen  wesent- 
lich verschiedenen  Arten  wählbar;  und  dasselbe  gilt  offenbar  von  dem 
in  V  getrennte  Züge  zerfallenden  Schnittsystem  des  zuletzt  betrachteten 
allgemeinen  Theorems. 

Dementsprechend  giebt  es  in  diesen  Fällen  allemal  unendlich  viele 
wesentlich  verschiedene  polymorphe  Functionen  t,(/). 

Dagegen  war  die  polymorphe  Function  des  Grenzkreistheorems,  die 
auf  jeder  signierten  Fläche  existiert,  invariant  gegenüber  einer  Trans- 
formation des  kanonischen  Schnittsystems.  Die  Function  t,{s)  des  Grenz- 
kreistheorems  hat  in  dieser  Hinsicht  eine  einziga/rtige  Stellung,  und  sie 
erscheint  als  eindeutig  hesiimmtes  Attribut  der  unzerschnittenen  Fläche. 

Die  polymorphe  Function  i,{z)  des  Grenzkreistheorems  leistet  denn 
auch  in  Bezug  auf  ihre  „uniformisierende  Kraftf'  am  meisten.  Ziehen 
wir  auf  einer  mit  n  Punkten  e^  und  zugehörigen  ganzen  Zahlen  l^  aus- 
gestatteten Fläche  einmal  ein  kanonisches  Schnittsystem  von  der  Grenz- 
kreisart,  sodann  aber  ein  in  v  getrennte  Züge  zerfallendes  Schnittsystem 
von  der  Art  des  allgemeinen  Theorems,  so  wird  die  zum  letzten  System 
gehörende  polymorphe  Function  eindeutig  sein  in  der  Function  t,(z)  des 
Grenzkreistheorems  (wie  sie  zum  erstgewählten  Schnittsystem  gehJirt); 
aber  keineswecrs  ist  umgekehrt  auch  diese  Function  des  Grenzkreistheorems 
eindeutig  in  der  polymorphen  Function  des  allgemeinen  Theorems. 

Bei  dieser  Sachlage  darf  man  die  Entdeckung  der  polymorphen 
Function  t,{z)  des  Grenzkreisfalles  auf  jeder  signierten  Fläche  durch 
Klein  und  Poincare,  sowie  den  endgültigen  Existenzbeweis  dieser 
Function  durch  Koebe,  Picard  und  Poincare  als  einen  Gipfelpunkt 
bezeichnen,  den  die  Riemaun'sche  Functionentheorie  nach  dieser  Rich- 
tung hin  erreicht  hat.  Die  Entwicklung  würde  sogar  als  eine  voll- 
kommene bezeichnet  werden  können,  wenn  nicht  (cf.  pg.  279)  leider  zur 
Zeit  noch  ein  Desideratum  in  der  Hinsicht  übrig  bliebe^  dass  wir  noch 
kein  wirklich  brauchbares  analytisches  Darstellungsgesetz  der  übrigen 
Functionen  der  Fläche  in  t,  besitzen. 


Anhang. 

Ein  Beitrag  zur  Transformationstheorie  der  antoniorphen  Functionen. 

In  der  Theorie  der  elliptischen  Modulfunctionen  nimmt  die  Behand- 
lung des  Problems  der  Transformation  n'®"  Grades  einen  sehr  breiten 
Raum  ein.  Die  Entwicklungen  in  „Mod."  II  sind  wesentlich  dieser  Trans- 
formationstheorie und  ihren  vielfältigen  Anwendungen  algebraischer  und 
arithmetischer  Natur  gewidmet.  Der  Gegenstand  hatte  neben  dem  sach- 
liehen  auch  ein  historisches  Interesse,  insofern  es  galt,  die  z.  Th.  sehr 
lange  bekannten  Resultate  der  Transformationstheorie  der  elliptischen 
Functionen  in  die  auf  gruppentheoretisch-geometrischer  Basis  aufgebaute 
Theorie  der  Modulfunctionen  von  „Mod."  I  einzuordnen  und  in  neuer 
Weise  verständlich  zu  machen. 

Eine  solche  Tradition  haftet  nun  freilich  der  Transformationstheorie 
anderer  eindeutiger  automorpher  Functionen  nicht  an.  Erst  im  Jahre  1887 
hat  Poincare  in  seiner  Arbeit  „Les  fondions  fiicJisiennes  et  Varithme- 
tiqiie'^*)  auf  die  Möglichkeit  einer  Transformationstheorie  bei  solchen 
automorphen  Functionen  hingewiesen,  deren  Gruppen  in  der  genannten 
Arbeit  (cf.  auch  I  pg.  501)  aus  der  Theorie  der  indefiniten  ganzzahligen 
ternären  quadratischen  Formen  abgeleitet  werden.  Einen  Versuch,  diese 
Idee  weiter  zu  verfolgen,  macht  Poincare  nicht;  auch  ist  ein  solcher 
Versuch,  von  ein  paar  kleinen  Ansätzen**)  abgesehen,  bis  vor  kurzem  von 
anderer  Seite  nicht  unternommen.  Gleichwohl  liegen  in  dieser  Richtung 
Entwicklungen,  die  sich  ihrer  Eigenart  nach  aufs  schönste  in  den  Ge- 
sammtcharakter  des  vorliegenden  Buches  einordnen.  Wir  wollen  dies 
hier  zum  Schlüsse  wenigstens  an  einem  Falle  darthun,  indem  wir  die 
Transformation  dritten  Grades  der  zur  Signatur  (0,  3;  2,  4,  5)  gehörenden 
DreiecJisfunction  behandeln.  Wir  lernen  hier  eine  Entwicklung  kennen, 
welche   mit   der   Behandlung   der  Transformation   7*®"  Grades  der   ellip- 


*)  Journ.  de  Math.,  4*«  Reihe,  Bd.  3. 

**)  Siehe  hierüber  insbesondere  das  Kap.  III  „Congruenzgruppen  und  Trans- 
formationstheorie'^ der  Abhandlung  des  Verf.  „Weitere  Untersuchungen  über  auto- 
vtorphe  Gruppen  u.s.iv.^\  Math.  Ann.  Bd.  39,  pg.  62ff.  (1891). 
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tischen  Functionen  durch  Klein*)  sinnfällig  verwandt  erscheinen  wird, 
wenn  auch  die  hier  zu  entwickelnde  Theorie  in  gewisser  Hinsicht  sich 
noch  beziehungsreicher  gestalten  wird.  Einige  allgemeine  Bemerkungen 
über  die  Transformation  höheren  Grades  der  automorphen  Functionen 
schicken  wir  zunächst  voraus. 


§  1.   Allgemeiner  Ansatz  der  Transformation  eindeutiger 
automorpher  Functionen. 

Ist  f/(ct>)  die  so  bezeichnete  wohlbekannte  Modulfunction  erster 
Stufe,  und  sind  a,  h,  c,  d  vier  ganze  Zahlen  von  positiver  Determinante: 

ad  —  hc  =  n  >  0, 

so  Sagt  man  (cf.  „Mod.'^  II  pg.  44),  die  Function: 

entstehe  durch  Transformation  n*®"^  Grades  aus  J(co).  Ist  w  =  1,  so  ist 
J\co)  =  J{a).  Ist  «>1,  so  besteht  zwischen  J'ico)  und  J{a>)  eine 
algebraische  Gleichung: 

aj',  j)  =  0, 

welche  als  „Modulargleichung  erster  Stufe  für  Transformation  n*""  Grades" 
bezeichnet  wird  und  Gegenstand  ausgedehnter  algebraischer  und  arith- 
metischer Entwicklungen  ist  (cf.  „Mod."  II  pg.  54  ff.). 

Indem  wir  versuchen,  diesen  Ansatz  zu  verallgemeinern,  verstehen 
wir  unter  F  irgend  eine  unserer  Gruppen  des  Geschlechtes  79  =  0  und 
unter  J(t)  eine  zweckmässig  gewählte  Hauptfunction  von  F.  Die  Sub- 
stitutionen von  r  seien  wie  üblich  V^^  =  1,  F^,  V.^,  F3,  ...  genannt 
und,  sofern  wir  ihre  entwickelte  Gestalt  brauchen,  in  der  Form: 

(1)  ^'-^'      «,<s<-ft..-i, 

d.  i.  also  „iinimodidar"  geschrieben.  Der  Fuudamentalbereich  der  Gruppe  F, 
der  eindeutig  und  conform  auf  die  t7- Ebene  bezogen  ist,  werde  Pq  ge- 
nannt und  gehe  durch  V^  in  den  Bereich  P^  über.  Das  ganze  Netz  der 
Bereiche  F^,  P^,  F^,  .  .  .  heisse  wie  üblich  ^'. 

Mau  verstehe  nun  unter  T  eine  in  F  nicht  enthaltene  lineare  Sub- 
stitution von  g: 

(2)  i'  =  m  -  %-^, 

mit  nicht  verschwindender  Determinante  (ad  —  hc)  und  frage,  ob  es  ins- 


*j  Math.  Ann.  Bd.  14,  pg.  428  (.1878);  cf.  auch  „Mod."  I,  pg.  692. 
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besondere  solche  Substitutionen  T  geben  kann,  für  welche  die  transformierte 
Hauptfunction : 

(3)  J\0  =  JiTiO)  =  j(^l^l) 

mit  der  ursprünglichen  J{^)  durch  eine  algebraische  Relation: 

(4)  /"(/', /)  =  0 
verbunden  ist. 

Die  transformierte  Function  J'{t)  ist  die  Hauptfunction  der  Gruppe 
r  =  T-^rT  aller  Substitutionen: 

(5)  v:  =  T-'v,T, 

welche  aus  den  V^  durch  Transformation  vermittelst  T  hervorgehen. 
Als  Fundamentalbereich  von  F'  in  der  g- Ebene  wird  das  Polygon 
Pq  =  T~^(Pq)  zu  wählen  sein;  durch  die  Substitution  F/  geht  dasselbe 
über  in  P/  =  F/(Po'). 

Da  die  beiden  eindeutigen  Functionen  J(^)  und  J'{t)  zufolge  (4) 
algebraisch  zusammenhängen  sollen,  so  haben  sie  gleiche  Definitions- 
bereiche: Das  Gesammtnetz  der  Bereiche  Pq\  P/,  Pg',  . . .  deckt  sich  genau 
mit  dem  Netze  N  der  Bereiche  Pq,  P^,  P^,  .  .  .,  so  dass  der  Bereich  N 
durch  die  Transformation  T  in  sich  übergeführt  wird. 

Die  Gleichung  (4) ,  dürfen  wir  als  irredueibel  voraussetzen  und 
nehmen  an,  dass  sie  in  J'  den  Grad  ^  besitze;  ihr  gehört  alsdann  eine 
gewisse  /i- blättrige  zusammenhängende  Riemann'sche  F'läche  F  über  der 
f/- Ebene  zu.  Wir  wollen  nun  feststellen,  wie  die  Substitutionen  der 
Gruppe  r  auf  die  eindeutige  Function  J'{t)  wirken,  und  gehen  zu  dem 
Zwecke  von  einer  Stelle  l  des  Ausgangsbereiches  P^,  wo  die  Functions- 
werthe  J{^)  und  J'{^)  vorliegen,  im  Innern  des  Netzes  N  zu  den  äqui- 
valenten Stellen  F^(t).  Die  Function  J  reproduciert  sich  bei  jedem 
solchen  Wege,  und  also  übertragen  sich  unsere  Wege  in  der  «7- Ebene 
auf  geschlossene  Wege,  in  der  Fläche  i^„  aber  auf  Wege  von  der  der 
Ausgangsstelle  t,  bezw.  dem  zugehörigen  Werthepaar  J",  J'  entsprechen- 
den Stelle  zu  irgend  einer  der  /*  hierselbst  über  einander  liegenden 
Stellen.  Solche  Wege  führen  von  dem  eben  insbesondere  durch  J'  be- 
zeichneten „Zweige''  unserer  durch  (4)  erklärten  algebraischen  Function 
J'  von  J  zu  irgend  einem  der  ii  etwa  durch  die  Bezeichnungen  J',  J", 
J'",  .  .  .,  J*'")  zu  unterscheidenden  Zweige  dieser  Function.  Umgekehrt 
kann  man  auch  durch  Übertragung  eines  geeigneten  Weges  von  der 
Riemann'schen  Fläche  P,,  auf  das  Netz  N  in  der  genannten  Art  zu 
jedem  Zweige  unserer  algebraischen  Function  gelangen:  Barch  Ausübung 
der  Substitutionen  V^,  F^,  Fg,  ...  von  F  auf  J'{1)  gewinnt  man  die  ge- 
sammten  ^  Zweige  J\t),  J'\i),  •  •  •>  J'^'KO  unserer  algebraischen  Func- 
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tion  und  nur  diese.  Insbesondere  können  wir  die  n  ersten  Substitutionen 
Vq  =  1,  Fj,  Fj,  .  .  .,  F,,_i  so  gewählt  denken,  dass  sie  die  ^  Zweige: 

gerade  vollzählig  ergeben. 

Liefert  nun  irgend  eine  Substitution  F^  von  F  gleichfalls  den  Zweig 
j-C^+i)^  den  wir  bereits  durch   V-  erhielten,  so  gilt: 

und  also  wird: 

F=  V,V-' 

eiue  Substitution  von  F  sein,  welche  J'(^)  invariant  lässt.  Ist  umge- 
kehrt F  irgend  eine  Substitution  von  F,  die  J'(t)  in  sich  transformiert, 
so  wird: 

zu  demselben  Zweige  J^'"""^)  führen  wie  F^.  Hieraus  folgt  mittelst  be- 
kannter Schlussweise:  I)ie  gesammten  Substitutionen  V  von  F,  tvelche 
J'iX)  unverändert  lassen,  bilden  in  F  eine  Untergruppe  F^  des  endlichen 
Index  II,  für  tvelche  die  Substitutionen  Fo=  1,  F^,  Fg,  .  .  .,  V^_^  ein 
„Repräsentantensystem"  darstellen. 

Nun  umfasste  die  transformierte  Gruppe  F'  =  T-^  FT  die  gesammten 
Substitutionen  des  Netzes  N  in  sich,  welche  die  zugehörige  „Haupt- 
function"  J'(g)  reproducieren.  Also  ist  F,,  auch  in  F'  als  Untergruppe 
Fü'  enthalten.  Hierbei  ist,  da  die  vorstehende  Betrachtung  genau  so  an 
die  Gruppe  F'  und  die  Function  J'  (an  Stelle  von  J)  angeknüpft 
werden  kann,  der  Index  u'  gleich  dem  Grade,  den  unsere  Relation  (4) 
in  J  erreicht. 

Zwei  Gruppen,  welche  eine  Untergruppe  gemeinsam  haben,  die  in 
jeder  der  beiden  Gruppen  von  endlichem  Index  ist,  heissen  „commensu- 
rabel".  Unsere  beiden  Gruppen  F  und  F'  =  T~^  FT  müssen  demnach 
nothtvendig  commensurabel  sein.  Hiermit  aber  haben  wir  zugleich  die 
hinreichende  Bedingung  für  die  Existenz  einer  Transformation  T  ge- 
wünschter Art  gewonnen,  da  umgekehrt  aus  der  Commensurabilität  der 
Gruppen  F  und  F'  die  Existenz  einer  algebraischen  Relation  (4)  un- 
mittelbar folgt:  Wird  die  Gruppe  F  der  Hauptfmiction  J{1)  durch  Trans- 
formation mittelst  T  in  eine  mit  F  „commensurabele"  Gruppe  F'  =  T~^  FT 
übergeführt,  so  existiert  zivischen  der  ursprünglichen  Function  J{t)  und  der 
transformierten  J'{^)  =  J{T{^j)  eine  algebraische  Belation  (4),  welche  als 
die  zugehörige  „Transformationsgleichung"  bezeichnet  werden  soll. 

Mit  T  werden  auch  alle  unendlich  vielen  Substitutionen  T^=  TV^ 
eine  solche  Transformation  leisten.  Aber  wie  wir  schon  sahen,  gelangen 
wir  auf  diese  Weise  nur  zu  den  ^  verschiedenen  Functionen: 
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(7)     J\^)  =  J{Tit)),  J'Xt)  =  J(Tr,{^)),  .  . .,  Ji^'\0  =  J{TV^_,{1)), 
so  dass  wir  die  ^  Transformationen: 
(S)  T,  T,  =  TV,,  1\  =  TV„  .  .  ,  T^^_,  ==  TF_, 

als  die  „Repräsentanten"  für  die  gesammten  hier  vorliegenden  Trans- 
formationen TV^  zu  bezeichnen  haben. 

Die  ii  Functionen  J'(X),  J'Xt),  ■  ■  ■>  J^'^'Kt)  kann  man  auch  als  die 
(i  Lösungen  der  Transformationsgleiehung  (4)  auffassen.  Gegenüber  den 
Substitutionen  der  Gruppe  F  erfahren  diese  jtt  Functionen  eine  Gruppe 
von  Permutationen,  welche  die  Galois'sdie  Gruppe  (Monodromiegruppe) 
der  Transformations(ßeic}mng  (4)  darstellt.  Zu  diesen  ^  Functionen  ge- 
hören II  gleichgerechtigte  Untergruppen: 

(9)  r^„  v-'r^j„  vf'r^j,,...,  v^\r^v^^_,. 

Die  allen  diesen  Gruppen  gemeinsamen  Substitutionen  bilden  innerhalb 
r  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  von  endlichem  Index,  deren  Fundamental- 
hereich  auf  die  J- Ebene  überfragen  die  Riemann'sche  Fläche  der  Galois- 
schen  Resolvente  der  Transfor)nationsgleichung  liefert. 

Alle  diese  Angaben  sind  die  Übertragungen  wohlbekannter  Sätze 
aus  der  Transformationstheorie  der  Hauptmoduln  in  der  Theorie  der 
Modulfunctionen.  Auch  ist  klar,  dass,  falls  die  ursprünglich  vorgelegte 
Gruppe  ein  Geschlecht  ;;>  0  hat,  an  Stelle  der  Transformationsgleiehung 
eine  „Transformationscorrespondens"  mit  analogen  gruppentheoretischen 
und  algebraischen  Eigenschaften  tritt.  Doch  verfolgen  wir  dies  nicht 
weiter. 

Die  Hauptfrage  wird  nunmehr  sein,  unter  welchen  Bedingungen 
wirklich  eine  Gruppe  F  durch  eine  Transformation  T  in  eine  mit  ihr 
commensurabele  Gruppe  F'  =  T~^rT  übergeht.  Auch  hier  sind  die 
oben  kurz  berührten  Verhältnisse  der  Modulgruppe  vorbildlich.  Diese 
Gruppe  war  ein  einfachstes  Beispiel  einer  grossen  Reihe  arithmetisch 
erklärter  Gruppen,  die  in  I  pg.  446  unter  verschiedenartigen  Gesichts- 
punkten untersucht  wurden.  Der  Erklärung  einer  einzelnen  solchen 
Gruppe  F  liegt  ein  gewisser  reeller  Zahlkörper  zu  Grunde  in  der  Art, 
dass  die  Substitutionscoefficienten  a,  ß,  y,  d  der  F  als  ganze  Zahlen  diesem 
Körper  angehören.  Dabei  setzen  wir,  um  nur  den  einfachsten  Fall  hier 
zunächst  im  Auge  zu  haben,  die  Substitutionen  als  unimodular  voraus, 
d.  h.  wir  nehmen  an,  dass  die  Determinante  der  einzelnen  Substitution 
aö  —  ßy  =1  sei*).    Bei  der  Modulgruppe  handelt  es  sich  um  alle  ganz- 

*)  Schon  in  dem  unten  zur  ausführlichen  Behandhing  gelangenden  Falle  der 
Gruppe  der  Signatur  (0,  3;  2,  4,  5)  sind  die  Verhältnisse  arithmetisch  etwas  com- 
plicierter,  insofern  die  Forderung  von  nur  unimodularen  Substitutionen  nicht  auf- 
recht erhalten  werden  kann. 
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zahligen   unimodularen  Substitutionen   dieser  Art  im  Körper  der  ratio- 
nalen Zahlen.    Liegt  ein  Zahlkörper   zweiten  oder  höheren  Grades  vor, 
so  kommt  noch  eine  gewisse  Strudur  der  Substitutionen  hinzu,   welche 
bei  Combination  derselben  erhalten  bleibt. 
Die  Substitutionen: 

■^^^^      cj  +  d' 

für  welche  eine  Transformationstheorie  besprochener  Art  möglich  sein 
soll,  haben  dann  dasselbo  Bildungsgesetz  zu  befolgen,  wie  die  Substitu- 
tionen V  von  r  mit  der  einzigen  Ausnahme,  dass  die  Determinante  von  T: 

ad  —  hc  =  n 

irgend  eine  ganze  jjositive  Zahl  des  zu  Grunde  liegenden  Körpers  ist. 
Dies  ist  die  directe  Übertragung  des  aus  der  Theorie  der  Modulfunc- 
tionen  bekannten  Ansatzes.  Es  wird  statthaft  sein,  auch  in  dem  Falle 
von  einer  „Transformation  des  Grades  u"  zu  sprechen,  dass  n  keine 
rationale  ganze  Zahl  ist*).  t^ 

Um  die  aus  F=  (     A  durch  Transformation  mittelst  T  entstehende 
Substitution: 

gleich  wieder  unimodular  zu  schreiben,  haben  wir  zu  setzen: 

na'=»=  ada  —  hcd  -f  cdß  —  ahy, 
nß'^bd{a-d)  +  d'ß  -h^y, 
ny'  =^  ac{d  —  a)  —  c^  ß  ■\- a^y, 
nö'  =  add  —  bca  —cdß  -]-  aby . 


(10) 


Auch  hat  zweitens  V  wieder  die  Structiir  der  Substitutionen  V  von  F, 
da  wir  dieselbe  bei  der  Substitution  T  voraussetzten.  Also  bleibt,  sofern 
die  transformierte  Substitution  F'  der  Untergruppe  F^,-  und  also  der 
Gruppe  r  wieder  angehören  soll,  drittens  nur  noch  die  Ganzzahligkeit  zu 


*)  Wenden  wir  diesen  Ansatz  auf  die  in  I  pg.  533  behandelten  Gruppen  an, 
deren  zu  Grunde  liegende  Zahlkörper  quadratisch  sind  oder  durch  Combination 
quadratischer  Körper  entstehen,  so  gelangen  wir  zu  dem  in  der  Einleitung  (pg.  551) 
genannten  zuerst  von  Poincare  erwähnten  Falle  der  Transformation.  Im  An- 
schlusü  an  die  zugehörigen  indefiniten  ternären  Formen,  aus  denen  Poincare  die 
fraglichen  Gruppen  F  ableitet,  lässt  sich  der  Ansatz  der  Transformation  bereits 
im  Körper  der  rationalen  Zahlen  formulieren:  Die  gesammten  „unimodularen"  ganz- 
zahligen ternären  Substitutionen  der  Form  in  sich  liefern  die  Gruppe  F;  eine  Trans- 
formation T  wird  von  einer  eben  solchen  Substitution  „beliebiger  nicht  verschvnn- 
dender  Determinante"  geliefert. 
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fordern    übrig.     Diese    Forderung    kleidet    sich    aber    zufolge  (10)    in 

Congruenzen  nach  dem  Modul  n,  welche  die  vier  Coefficienten  a,  ß,  y,  d 

erfüllen  müssen,   und  welche  z.  B.  immer  dann   erfüllt  sind,  wenn  die 

Bedingungen: 

(11)  cc  =  d,     ^  =  0,     y  =  0  (mod.n) 

zutreffen. 

Wie  man  sieht,  gestalten  sich  die  Verhältnisse  genau  wie  bei  der 
Modulgruppe.  Durch  die  Congruenzen  (11)  wird  eine  ausgezeichnete 
Untergruppe  von  endlichem  Index  innerhalb  F  erklärt,  welche  wir  als 
die  Hauptcongruenzgruppe  der  Stufe  n  benennen  werden;  dieselbe  liefert 
uns  mittelst  ihres  Fundamentalbereiches  die  Galois'sche  Resolvente  der 
Transformationsgleichung  für  den  Grad  n.  Die  umfassendste  r  und 
r'=T~^rT  gemeinsam  angehörende  Untergruppe  F  ist  eine  jene 
Hauptcongruenzgruppe  in  sich  enthaltende  Congruenzgruppe  der  Stufe  w, 
deren  Fundamentalbereich  die  functionentheoretische  Grundlage  für  die 
Aufstellung  der  Transformationsgleichung  selbst  abgiebt.  Ist  die  Haupt- 
congruenzgruppe innerhalb  F  eine  Untergruppe  Fm  des  Index  M,  so 
wird  sich  die  Gesamratgruppe  F  nach  dem  Modul  n  auf  eine  endliche 
Gruppe  Gm  der  Ordnung  M  reducieren,  welche  die  Galois'sche  Gruppe 
der  Transformotionsgleichung  in  neuer  Darstellungsform  giebt. 

Alle  diese  Angaben  entsprechen  wohlbekannten  Sätzen  aus  der 
Transformationstheorie  der  Modulfunctionen.  Indem  wir  aber  unsere 
Ansätze  für  die  Gruppe  F  der  Signatur  (0,  3;  2,  4,  5)  und  zwar  im 
niedersten  dabei  in  Betracht  kommenden  Falle  des  Grades  n  =  3  durch- 
führen wollen,  werden  wir  vorher  an  die  arithmetische  Structur  der 
fraglichen  Gruppe  F  etwas  eingehender  zu  erinnern  haben. 

§  2.    Der  arithmetische  Charakter  der  Gruppe  von  der  Signatur 

(0,3;  2,4,5). 

Die  Gruppe  F  der  Signatur  (0,  3;  2,  4,  5)  ist  eine  der  arithmetisch 
einfachsten  gegen  die  Modulgruppe  sicher  incommensurabelen  Gruppen. 
Die  arithmetische  Theorie  derselben  ist  in  den  Entwicklungen  von 
I  pg.  586  flF.  vollständig  enthalten.  Da  aber  diese  Entwicklungen  sehr 
allgemein  gehalten  sind,  so  ist  es  nöthig,  sie  hier  für  unsere  in  Rede 
stehende  Gruppe  zu  specialisieren  *). 

*)  Die  nachfolgenden  Angaben  weichen  (in  Folge  anderer  Afuswahl  des  Aus- 
gangsdreiecks) ein  wenig  von  I  pg.  586 ff.  ab,  schliessen  sich  jedoch  unmittelbar 
an  die  Arbeiten  des  Verf.  an  „Entwicklungen  zur  Transformation  fünfter  und 
siebenter  Ordnung  einiger  specieller  antomorpher  Functionen",  Act.  math.  Bd.  17, 
pg.  345  (1893)  und  „Über  eine  einfache  Gruppe  von  360  Operationen",  Gott.  Nachr. 
von  1896,  Heft  3. 
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Unter  j  verstehen   wir  weiterhin  die  der  quadratischen  Gleichung: 

(1)  f-hj -1=0 
genügende  reelle  ganze  algebraische  Zahl: 

(2)  i-=^^- 

Der  zugehörige  reelle  quadratische  Zahlkörper  kann  mittelst  der  Basis 
[l,jj  dargestellt  werden-,  insbesondere  gelangen  wir  gerade  genau  zu 
allen  ganzen  Zahlen  dieses  Körpers,  wenn  wir  mittelst  aller  Paare  ratio- 
naler ganzer  Zahlen  a,  h  die  Summen  (a  +  hj)  bilden. 

Dieser  Zahlkörper  liegt  der  Darstellung  unserer  Gruppe  F  der 
Signatur  (0,  3;  2,  4,  5)  zu  Grunde.  Wenn  wir  nämlich  in  der  positiven 
Halbebene  der  Variabelen  ^  =  ^  +  ?>/  die  drei  Halbkreise  der  Gleichungen: 

(3)         (1  +j-vj){^'+v')  -  a  +  j +i/j)  =  0 

U  =  o 

zeichnen,  so  schliessen  diese  gerade  ein  Kreisbogendreieck  der  gewünsch- 
ten Winkel  — ,  .  ,  -  ein.  Die  zu  diesen  Kreisen  als  Symmetriekreisen 
gehörenden  Spiegelungen  sind: 


(4) 


(F,) 
(V,) 

(T,) 


^^-r  +  i 


r= 


wobei  ^  der  zu  ^  conjugiert  complexe  Werth  ist.    Die  aus  ihnen  hervor- 
gehenden Erzeugenden  der  Gruppe  Fder  Signatur  (0,3;  2,4,5)  selbst  sind: 

(i+j+l/j) 


(5) 


s  = 


(i+i-yj)?+(-i-;-vJ) 


Wie  es  sein  muss,  befriedigen  diese  Substitutionen  die  Bedingungen: 


V,'=l,     F,*=l,     TV=1,     F,F,F3=1. 

Dem  in  (5)  hervorgetretenen  Substitutionentypus  folgend,  bilden 
wir  uns  mittelst  irgend  welcher  ganzen  Zahlen  Ä,  B,  C,  D  unseres  qua- 
dratischen Körpers  allgemein  die  Substitutionen: 
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i-C+DVM  +  iÄ-BVj) 

und  wollen  zur  Abkürzung  die  einzelne  solche  Substitution  V  unter 
Angabe  ihrer  vier  ganzen  Zahlen  Ä,  B,  G,  D  durch  das  Symbol  be- 
zeichnen: 

(7)  V^{A,B,C,B). 

Der  Typus  dieser  Substitutionen  V  reproduciert  sich  bei  Combination 
zweier  unter  ihnen.  Da  aber  alle  drei  Substitutionen  (5)  sich  diesem 
Typus  unterordnen,  so  werden  jedenfalls  alle  Substitutionen  unserer 
Grruppe  r  den  in  Rede  stehenden  Typus  besitzen. 

Indessen  liegt  gegenüber  den  allgemeinen  Angaben  des  vorigen 
Paragraphen  hier  noch  eine  Abweichung  vor.  Nach  jenen  Angaben 
würden  wir  alle  unimodularen  Substitutionen  (6)  zu  einer  Gruppe  ver- 
einigen und  auf  diese  die  Transformation  T  anwenden.  Damit  aber 
treffen  wir  unsere  gewünschte  Gruppe  der  Signatur  (0,  3;  2,  4,  5)  noch 
nicht;  denn  unter  den  drei  Erzeugenden  (5)  haben  die  beiden  ersten 
die  Determinante  2  und  die  dritte  die  Determinante  4;  und  es  würde, 
faUs  die  Substitutionen  unimodular  geschrieben  werden,  die  Ganzzahlig- 
keit  der  Coefficienten  verloren  gehen*). 

Wie  die  hier  hervorgetretene  Unstimmigkeit  zu  überwinden  ist, 
lehren  die  allgemeinen  Entwicklungen  von  I  pg.  589  ff.  Wir  denken  alle 
dimodularen  und  qiiadrimodularen  Substitutionen  (6),  d.  i.  alle  Substitu- 
tionen der  Determinanten  2  und  4  gebildet,  wobei  sich  unter  den  quadri- 
modularen  auch  die  gesammten  mit  2  erweiterten  unimodularen  Sub- 
stitutionen finden  werden. 

Betrachten  wir  alsdann  zunächst  die  quadrimodularen  Substitutionen, 
für  welche  also: 

A^-jB^+  C'-jB'=^4 

gilt,  so  ergiebt  sich  hieraus: 

(8)  Ä'-]-  C'~j(B'+B'),     (mod.  4). 

Da  es  nun  modulo  2  vier  incongruente  Zahlen  giebt  und  modulo  2  con- 
gruente  Zahlen  modulo  4  congruente  Quadrate  liefern,  so  giebt  es  in 
unserem  quadratischen  Körper  modulo  4  im  Ganzen  nur  die  vier  qua- 
dratischen Reste: 

(9)  0,     1,     l+3j,     2+j, 

wie  man  sofort  durch  Quadrieren  der  modulo  2  incongruenten  Zahlen 
feststellt.    Demnach  ist  {B^ -\- B^)  entweder  mit  einer  der  vier  Zahlen: 

*)  Nur  die  Substitution  Fj  würde  ganzzahlig  bleiben,  da  man  in  -  '"  '^*'' 
leicht  eine  ganze  algebraische  Zahl  erkennt.  V  ^ 
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(10)  0,     2,     2  +  2j,     2j 
oder  mit  einer  der  sechs  Zahlen: 

(11)  1,     l  +  3i,     2+j,     2  +  3j,     3+7,     3 

raodulo  4  congruent.  Den  sechs  Resten  (11)  entsprechen  die  Congruenzen: 

(12)  j{B'  +  D')^j,  3  +  2i,   1+j,  3  +  3^,    1  +  2j,   3j,     (mod.  4), 

wo  hier  rechts  gerade  die  sechs  in  (10)  und  (11)  noch  nicht  vertretenen 
Reste  modulo  4  stehen.  Da  diese,  wie  wir  sahen,  nicht  mit  der  Summe 
zweier  Quadrate  (Ä^  -\-  C^)  nach  dem  Modul  4  congruent  sein  können, 
so  fordert  die  Congruenz  (8): 

A^JrC^=j{B^  +  B^)  =  (),  2,  2  +  2j,  2j,     (mod.  4). 

Hieraus  aber  ergiebt  sich,  dass  für  die  quadrimodularen  Substitutionen  (6) 
nothwendig : 

(13)  A^C,     B  =  D,     (mod.  2) 
zutrifft. 

Combinieren  wir  jetzt  die  beiden  Substitutionen: 

F=(^,i?,C,.D),     r=^(A',B',C\D') 

und  schreiben: 

VV'=V"^{Ä",B",C",D"), 

so  gelten  (ausführlich  geschrieben)  die  vier  Gleichungen: 
Ä"  =  ÄÄ'  -\-jBB  -  CC  -\-jDD', 
B"  =  AB^   BÄ'i-CD'-  DG', 
C"  =  AC  +jBB'  +  CA'  -jBB, 
y  D"  =  AD'  +   BC  -  CE  +   DA'. 

Sind  nun  V  und  V  quadrimodular,  gelten  also  für  diese  beiden 
Substitutionen  die  Congruenzen  (13),  so  erkennt  man  sofort  in  A",  B", 
G",  D"  durch  2  theilbare  Zahlen.  Nach  Fortheben  des  gemeinsamen 
Factors  2  aus  den  vier  Coefficienten  von  V"  restiert  also  wieder  eine 
quadrimodulare  Substitution  vom  Typus  (6)  mit  ganzzahligen  Coeffi- 
cienten: Die  gesammten  quadrimodularen  Substitutionen  (6)  mit  ganzen 
Zahlen  A,  B,  C,  D  unseres  quadratischen  Körpers  bilden  für  sich  eine 
Gruppe. 

Die  dimodularen  Substitutionen  erledigt  man  in  einfachster  Art 
auf  Grund  der  Thatsache,  dass  die  unter  (5)  gegebene  Substitution  Fg, 
welche  dimodular  ist,  die  Gruppe  der  quadrimodularen  Substitutionen 
in  sich  transformiert.  In  der  That  gilt  für  eine  beliebige  Substitution 
V={A,B,G,Dy. 

r=Vf^VV,=^{A,D,C,-B), 


(14) 
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so  dass  V'  wieder  quadrimodular  ist,  wenn  es  V  war.  Die  Gruppe  der 
quadrimodularen  Substitutionen  ist  also  durch  Zusatz  von  V^  erweite- 
rungsfähig zu  einer  umfassenderen  Gruppe,  in  welcher  die  erstere  eine 
ausgezeichnete  Untergruppe  des  Index  2  ist.  Hinzu  kommen  die  Sub- 
stitutionen V  =  VV2,  wo  V  alle  quadrimodularen  Substitutionen  zu 
durchlaufen  hat.    Aber  es  gilt: 

(15)  r  =  VV,  =  (Ä  +  C,  B-\-n,  -A  +  G,  -B  +  D). 

Da  nun  für  V  die  Congruenzen  (13)  gelten,  so  können  wir  aus  den 
Coefhcieuten  der  in  (15)  gewonnenen  Substitutionen  V  den  gemein- 
samen Factor  2  fortheben  und  erkennen  demnach  in  V  wieder  eine 
unserer  dimodularen  Substitutionen.  Wir  gelangen  so  aber  auch  zu 
sämmtlichen  dimodularen  Substitutionen;  denn  ist  V  irgend  eine  unter 
ihnen,  so  ist  F'F2~^=  V  quadrimodular  und  also  ist  F'=  VV^  in  der 
Gestalt  (15)  darstellbar:  Die  durch  Fg  erweiterte  Gruppe  aller  quadri- 
modularen V  ist  identisch  mit  der  Gruppe  aller  dimodularen  und  quadri- 
modularen Substitutionen,  deren  Existenz  ivir  damit  bewiesen  haben. 

Die  gewonnene  arithmetisch  erklärte  Gruppe  enthält  die  Gruppe 
der  Signatur  (0,3;  2,4,5)  bei  der  oben  ausgewählten  Lage  des  Aus- 
gangsdreiecks (3j  jedenfalls  in  sich  und  ist  andrerseits  eigentlich  dis- 
continuierlich  (cf.  I  pg.  597  ff.).  Daraus  ergiebt  sich  alsdann  mit  Rück- 
sicht auf  die  Gestalt  des  Kreisbogendreiecks    ~,  -— ,  -     auf  Grund  der 

"  2  '   4  '   5 

in  I  pg.  617ff.  entwickelten  Überlegung  sehr  leicht,  dass  die  Gruppe 
der  Signatur  (0,3;  2,4,5)  bei  der  in  (3)  getroffenen  Auswald  des  Aus- 
gangsdreiecks mit  der  Gruppe  aller  dimodularen  und  quadrimodularen 
ganzzahligen  Substitutionen  (6)  geradezu  identisch  ist. 

§  3.    Einführung  der  Transformation  dritten  Grades. 

Da  die  Gruppe  F  die  dimodularen  Substitutionen  (6)  pg.  561  selbst 
enthält  und  übrigens  die  Zahl  0  im  zu  Grunde  liegenden  quadratischen 
Zahlkörper  eine  Primzahl  ist,  so  kommt  3  hier  als  niederster  Trans- 
formatiousgrad  in  Betracht.  Eine  einzelne  Transformation  dritten  Grades, 
an  welche  wir  anknüpfen  wollen,  ist: 

in  der  That  besitzt  dieselbe  den  Typus  (6)  pg.  561  der  Substitutionen 
unserer  Gruppe  F,  nur  dass  eben  die  Determinante  der  Substitution  (1) 
gleich  3  ist. 

Wir  beginnen  damit,  die  in  F  und  der  transformierten  Gruppe 
r'  =  T~^  FT  gemeinsam  enthaltene  Congruenzgruppe  dritter  Stufe  F 


564  Anhang. 

aufzusuchen.  Ist  V  =  (A,  B,  C,  D)  eine  Substitution  von  F  und 
V'  =  T-^VT=(Ä,  B',  C,  B')  die  entsprechende  Substitution  von  T', 
so  findet  man  leicht,  sofern  man  V  wieder  die  Determinante  von  V 
ertheilt: 


(2) 


A'  =  A,      B'=\{B{\-V2j)-^2D), 
C"=  C,      B'  =  |(-  2B  +  Ba  +  2j)). 


3 

Man  sieht  sofort,  dass  V  stets  und  nur  dann  wieder  ganzzahlig  uud 
also  in  F  enthalten  ist,  wenn  V  die  Congruenz: 

(3)  B^B{l-j\     (mod.  3) 

erfüllt. 

Die  Auflösung  der  Gleichung  (2)  nach  A,  B,  C,  B  ergiebt: 

\  Ä  =  A,      B=  \(B'a^2j)-2B'), 

(4) 

I    C=6",      B  =  \{2B'+  I)'a+2j)).     ' 

Die  in  F  wieder  enthaltenen  transfoi-niierten  Substitutionen  V  erfüllen 
somit  die  Congruenz: 

(5)  B'^B'{-l+j),     (mod.3); 

und  man  sieht  umgekehrt  auch  leicht,  dass  je(?e  Substitution  von  F,  welche 
die  Congruenz  (5)  erfüllt,  aus  einer  anderen  Substitution  V  =(A,B,  (',  B), 
welche  dann  der  Congruenz  (3)  genügt,  durch  Transformation  mittelst  7' 
gewonnen  wird:  Bie  gemeinsame  Untergruppe  F,,  der  Gruppe  F  und  der 
trcmsformierten  Gruppe  F'  =  T~^FT  ist  die  durch  die  Bedingiuig: 

(6)  D  =  J5(-l+j),     (mod.3) 

erMärte  Congruensgruppe  dritter  Stufe 

Dass  die  Congruenz  (6)  eine  Untergruppe  definiert,  sieht  mau  auch 
leicht  direct.  Sind  nämlich  V^  =  {A^ ,B^,C^,  />, )  und  Fg  =  {A^,B.^,  ^2>  A) 
irgend  zwei  Substitutionen  von  F  uud  gewinnt  man  durch  ihre  Com- 
bination  die  Substitution  Fg  =  V-^^V^  =  {A.^,  B.^,  C.^,  B^)  von  F,  so  gilt 
nach  (14)  pg.  562: 

A^B,  +  B^A^  +  C,B^-  A  C,  =  aB„ 
A^ Dg  -\-  B,C^-  Ci B,  +  B,A^  =  aB^, 

"WO  ö  =  1  oder  2  ist,  je  nachdem  beide  Substitutionen  Fj ,  Fg  dimodular 
waren  oder  nicht.  Gilt  nun  die  Congruenz  (6)  für  F^  und  V^,  so  folgt 
als  modulo  3  gültig: 

A,B,  +  B,A,  +  (-  1  +j)  C,B,  +  (1  -j)B,C,  ^  öB,, 
i-l-hj)A,B,-^B,C,-C,B,-\-i-l+j)B,A,^öB,. 
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Mit  Rücksicht  auf  (—  1  +j)"  —  —  1,  (mud.  3)  folgt  demnach  dieGültig- 
keit  der  Congruenz  (6)  auch  für  V^. 

Die  gesammten  Substitutionen  V  von  F,  welche  bei  der  Transfor- 
mation durch  T  die  Untergruppe  J^,,  lieferten,  und  welche  also  der  Con- 
gruenz (3)  genügen,  bilden  selbstverständlich  auch  eine  durch  (3)  als 
definiert  anzusehende  Untergruppe.  Ihr  kommt  derselbe  Index  wie  F^ 
zu,  und  sie  heisse  dieserhalb  Pj;  denn  es  gilt: 

(7)  f;  =  tf^^t-\ 

so  dass  der  Discontiuuitätsbereich  von  F'  aus  dem  von  F  durch  die 
Transformation  T  hervorgeht  und  also  dieselbe  Anzahl  von  Kreisbogen- 
dreiecken enthält  wie  der  von  F  . 

Für  die  Gewinnung  des  Discontinuitätsbereiches  von  F  ist  der 
Umstand  wichtig,  dass  wir  F'„  auch  noch  durch  eine  andere  Transfor- 
mation aus  F^^  herstellen  können.  Mit  der  Substitution  (Ä,  B,  C,  D) 
enthält  nämlich  F^^  stets  auch  die  Substitution  (A,  B,  —  C,  D).  Gehen 
wir  von  dieser  Substitution  zu: 

(8)  {Ä',  h,  C",  U)  =  U,  B,  -  C,  -  D), 

indem  wir  auch  noch  die  vierte  ganze  Zahl  im  Zeichen  wechseln,  so 
wird  auch  die  so  gewonnene  Substitution  (8)  in  F  enthalten  sein,  und 
zwar  befriedigt  sie  die  Congruenz  (3)  und  ist  also  in  F,'  enthalten.  Auch 
gewinnen  wir  offenbar  auf  diese  Weise  von  F,^  aus  die  ganze  F\  Zeiohen- 
wechsel  von  C  und  D  wird  nun  aber,  wie  man  leicht  ausrechnet,  durch 
Transformation  mittelst  der  Spiegelung  V^  an  der  imaginären  ^-Axe 
erzielt:  _  _ 

V,-\A,  B,  G,  D)V,  =  {A,  B,-C,-  B). 

Man  kann  somit  F'  aus  F   auch  durch  Transformation  mit  V .  herstellen: 

F  =  V  -^F  V 

Im  Verein  mit  (7)  folgt  hieraus  sofort  weiter: 

{V,nF^XV^T)-'-I'„ 
womit   der   Satz   gewonnen  ist:    Bie   Congruen^gruppe  dritter  Stufe   F 
wird  durch  Transformation  mittelst  der  Suhstitution  zweiter  Art: 

in  sich  seihst  iihergeführt;  diese  Suhstitution  (9)  ist  eine  Spiegelung,  und 
ihr  Symmetrielireis  ist  gegeben  durch: 

(10)  (|  +  2+J7+.?2=6-f3i. 
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Der  Zusatz  dieser  Spiegelung   möge  F    zur  „Gruppe   zweiter  Art*^  F 
erweitern. 

Man  beachte  hierbei  wohl,  dass  die  gewonnene  Spiegelung  keines- 
wegs in  der  durch  V^  erweiterten  Gruppe  F  enthalten  ist  Die  erkannte 
Symmetrie  ist  hiernach  eine  Eigenschaft  der  Untergruppe  i^^  und  nicht 
der  Gesammtgruppe.  Der  Symmetriekreis  (10)  wird  demnach  durch  die 
Dreiecke  unseres  zur  F  gehörenden  Netzes  quer  hindurehscbneiden,  und 
zwar  in  einer  Art,  die  wir  bald  näher  festzustellen  haben. 

Zuvor  machen  wir  auf  die  Thatsache  aufmerksam,  dass  unsere  Gruppe 
F^  noch  durch  eine  zweite  wesentlich  neue  Substitution,  nätnlich  durch: 

(11)  T'(t)  =  (^  +  ^•^')  V-^  ^  +  (i_+  i)  (3  +  2  y])^ 

(1 +J)(- 3  +  2yi)?-(3  +  2j)VJ 

in  sich  transformiert  wird.    Schreibt  man  nämlich: 

r-\Ä,B,C,D)T'={Ä',B',(J\I/), 
so  stellt  man  leicht  die  Relationen  fest: 

'  Ä'=Ä, 

B^-  \{n  +  hj)B  +  (5  +  3i)C-  |(3  +  2j)I), 

(12)  \q'__^^^  2j)B  +  (5  +  3j)C  -  2(1  +j)D, 

i)'  =  - 1  (3  +  2j)B  +(4  4-  2j)  C  -  3  (7  +  4j)D. 

Da  B  und  D  der  Congruenz  (6)  genügen,  so  erkennt  man  in  B  und  D' 
wieder  ganze  Zahlen.    Andrerseits  folgt  aus  (12): 

D'+  (1  -j)B=  ~  (4  +  j)5+  3(2  +i)C-  (3  +  2j)B 
und  also: 

B'  +  (1  -j)B^j(B  -f  (1  -j)B)  =  0,     (mod  3). 

Da  endlich   die  transformierte  Substitution  dieselbe  Determinante   wie 
die  ursprüngliche  hat,  so  ist  unsere  Behauptung  bewiesen. 

T'  ist  eine  elliptische  Substitution  der  Periode  2.    Der  Zusatz  dieser 
Substitution  zu  F    wird  diese  Gruppe  zu  einer  Gruppe  Fi      erweitern, 

in  der  F^  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  des  Index  2  ist.    Natürlich 
ist  Fl      ebensowenig  in  der  erweiterten  Gruppe  F  enthalten,   wie  F^. 

Indessen  gieht  es  eine  andere  in  Fi     enthaltene  Untergruppe  zweiter  Art  F'^, 

die  in  der  erweiterten  F  enthalten  ist.     Wir  finden  nämlich  in: 

(13)  rT-'=^(  -i  +  (i+i)V7.    (2+j)(i  +  >/i)_\ 
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eine  iu  der  Gruppe  F  enthaltene  Substitution.  Hieraus  geht  einmal 
hervor,  dass  J{T'{JQ)  =  J{T{1))  gilt,  und  dass  also  T  und  T'  zwei  Trans- 
forynationen  sind,  van  denen  jede  dureh  die  andere  repräsentiert  werden 
kann.    Andererseits  gewinnen  wir  in: 

(14)  r  j-^r3a)  =  r(F3r)-He)-  ^'~^'+'"^^^l^  +  ^'+'"^^'+-^J^ 
^  ^  '^^       •  '  ^   '  ^     (2+j-)(i-i/jK-i-(i+j-)yi 

eine  in  F  enthaltene  Std)stitution,  die  F,,  in  sich  transformiert.    Der  Zu- 


Fig.   106. 

satz   dieser   Substitution    zu   F,    liefert   die   oben   dureh   F'   bezeichnete 
Gruppe. 

Die  bisherigen  Angaben  sind  ausreichend,  um  den  Discontinuitäts- 
bereich   der  Gruppe  F    zu   construieren.    In   den   beigefügten  Fig  106 

Flicke-Klein,  Automorphe  Functioneu.   II.  3.  37 
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sind  diejenigen  Eckpunkte  der  Dreiecksteilung  von  F,  welche  von  4  Drei- 
ecken umlagert  sind,  allgemein  durch  a  bezeichnet;  entsprechend  sind 
Punkte  b  und  c  solche  Eckpunkte,  die  von  8  bzAv.  lU  Dreiecken  um- 
geben sind.  Man  fasse  das  Dreieck  a^h^c^  als  Ausgangsraum  der  F,  so 
dass  &!  bei  ^  =  i  liegt,  der  Kreis  ^a^b^  den  Einheitskreis  darstellt,  auf 
dem  «1  und  h^  an  den  Stellen: 

tyeleo-en  sind,  und  endlich  der  Kreis  h^a^\  die  imaginäre  ^-Axe  liefert, 
auf  welcher  die  Punkte  a^  und  \  bzw.  die  Werte: 

tragen  (der  erste  von  ihnen  ist  der  Fixpunkt  von  F^  [cf  (5)  pg.  560]). 
Zu  dem  in  der  Figur  mit  a^  bezeichneten  Punkte  gehört  die  Substitu- 
tion der  Periode  2: 
(15)  F,=  F3-^F,F3=(0,1,  2^j,  2+i), 

so  dass  der  Punkt  a^  das  Bild  des  Fixpunktes  von   F^: 

(16)  ^==(i+y^-)(-l/i  +  «Y2) 

ist. 

Die   Substitutionen  Fg  und  F^  genügen  der  Cougnienz  (6)  pg.  564 

und  sind  demnach  in  der  F^  enthalten.    Die  bei: 

1  =  0,     7?=1     bzw.     |  =  -j_-)/j,     ri  =  {\+y~j)V2 

gelegenen  Fixpunkte  dieser  Substitutionen  sind  Punkte  des  Symmetrie- 
kreises (10)  der  Spiegelung  V^T.  Dieser  Symmetriekreis  (10)  ist  also 
der  in  der  Figur  punktierte  Kreis  \a^^'). 

Mit  F3T  und  F2  ist  in  der  F^  auch  die  Operation: 

F3TF,(0  =  ~^  +  ^+'^"^ 

enthalten,  welche  wieder  eine  Spiegelung  ist,  nämlich  diejenige  des  Sym- 
metriekreises: 
(17)  (1  +  2j)  {i'  +  ry2)  ^  2^  -  (1  -f  2j)  =  0. 

Derselbe   schneidet   den  Symmetriekreis   (10)   im  Punkte  \  unter  dem 

Winkel  ^  und  ist  der  in  der  Figur  punktierte  Kreis  h^Qr,. 

Nun  ziehen  wir  die  elliptische  Substitution  T'  der  Periode  2  heran, 
deren  Fixpunkt   in   der  Figur  mit  d^  bezeichnet  ist.    Auf  Grund   der 

*)  Diese  beiden  Punkte  genügen  zur  Festlegung  des  fraglichen  Kreises,  da 
derselbe  ja  zum  Orthogonalkreis  unseres  Dreiecksnetzes  selber  senkrecht  ver- 
laufen muss. 


A 
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Relationen  (12)  beweist  man  leicht,  dass  die  durch  T'  transformierte 
Substitution  V^  die  folgende  ist: 

V,=  r-W,r=  (0,  4  +  3i,  4  4-  2i,  2  +;•)• 

Combinieren  wir  dieselbe  mit  der  Spiegelung  V^TV^,  so  entspringt  in: 

VV  TV  (t)  =     (^  +  3i)g+2+j  +  3(2+i)>/i 

wiederum  eine  Spiegelung.  Also  liegt  in  der  That  der  Fixpunkt  a^ 
von  F5  auf  dem  Symmetriekreise  (17),  und  letzterer  wird  von  dem 
Symmetriekreise : 

(18)  (2+j-3(2+j)]/i)  (r+  ^^)  -  2(4  +  3i)|  -  (2+i  +  3(2  -i-j)Vj)  =  0 
der  eben  gewonnenen  Spiegelung  unter  rechtem  Winkel  gekreuzt. 

Hiermit  hat  sich  bereits  der  Discontinuitätsbereich  für  die  um- 
fassendste Gruppe  JTi     geschlossen.    Wir  haben  als  Resultat:  Ein  Dis- 

continuitätsbereich  der  Gruppe  Fi     tvird  von  dem  Dreieck  h^a^a^  geliefert; 

von  den  drei  Seiten  desselben  sind  ztvei,  nämlich  h^a^  und  h^cir^,  die  Sym- 
metriehreise  der  erzeugenden  Spiegelungen  V^T  und  V^TV^;  die  dritte 
Seite  wird  in  d^  halbiert,  und  die  beiden  Hälften  sind  durch  die  dritte 
Erzeugende  T'  auf  einander  bezogen. 

Die  Gewinnung  der  Discontinuifätsbereiche  für  die  übrigen  in  Fi 

enthaltenen  Untergruppen  F  ,  jT',  F,^  hat  nun  keine  Schwierigkeit  mehr. 
Das  Dreieck  b^a^^^ar,  wird  durch  T'  in  das  Dreieck  b^a^a^  der  Figur 
transformiert.  Durch  Anfügung  des  zweiten  an  das  erste  Dreieck  gewinnen 
wir  im  Kreisbogenviereck  b^aj)^a-^  einen  Discontinuitätsbereich  für  die 
Gruppe  F^,  die  somit  aus  den  vier  Spiegelungen  V^T,  V^TV^,  V^V^TV^, 
F3TF2  erzeugbar  ist.  Die  Substitution  T'  transformiert  dieses  Viereck 
zwar  in  sich,  führt  aber  dabei  das  Dreiecksnetz  der  Gruppe  F  in  das- 
jenige der  transformierten  Gruppe  T'-^FT'  über. 

Fügen  wir  dem  Viereck  biaj)^a^  sein  Spiegelbild  längs  b^a^  an, 
so  entspringt  im  Doppelviereck  b^a^b^a^b^^a^  endlich  ein  Discontinuitäts- 
bereich für  die  Gruppe  F,,,  in  der  ivir  demnach  eine  Gruppe  des  Ge- 
schlechtes p  =  0  erkennen,  die  erzeugbar  ist  aus  den  beiden  elliptischen 
Substitutionen  V^,  Fg  und  der  hyperbolischen  Substitution  V^TVJ^^TV^. 

Übrigens  ist  es  leicht,  den  erhaltenen  Bereich  durch  erlaubte  Ab- 
änderung so  umzuwandeln,  dass  er  aus  einer  Anzahl  unzerstückter  Drei- 
ecke zusammengesetzt  erscheint.  Man  wird  das  Dreieck  h^b^a^  durch  Fg 
transformieren  usw.  Durch  geeignete  Fortsetzung  gewinnt  man  den  Dis- 
continuitätsbereich der  F    in  Gestcdt  des  aus  zivei  regulären  rechtwink- 

37* 
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ligen  Fünfecken  aufgebauten  in  der  Figur  starJc  umrandeten  Bereiches 
hih^hgh^hr,hQ,  ivobei  wir  die  Zusammengehörigkeit  der  Randcurven  in  sofort 
verständlicher  Weise  durch  die  Tabelle  angeben: 

Q>A)  -  ihh),   («4^3)  -  ((^A)f   (^6^7)  -  (^2^9), 

(«5  ^7)  -  («5  h) ;      (^5  h)  -  ih  h)  ■ 

Wir  notieren  vor  allen  Dingen  das  Ergebnise:  Unsere  Gruppe  F^  hat 
den  Index  jti  =  10,  so  dass  sie  fortan  als  F^q  zu  bezeichnen  ist. 

Endlich  erledigen  wir  ohne  Mühe  auch  noch  die  in  der  Gruppe  F 
enthaltene  Gruppe  F[f^,  die  wir  oben  durch  Zusatz  der  Substitution  (14) 
zur  F^Q  erzeugten.  Statt  dieser  Substitution  (14)  können  wir  auch  die 
aus  der  elliptischen  Substitution  T'  und  der  Spiegelung  V^TV,^  am 
Kreise  b^a^,  zusammengesetzte  Substitution: 

benutzen,  deren  Wirkung  auf  den  Discontinuitätsbereich  der  Fjy  un- 
mittelbar feststellbar  ist.  Durch  Ausübung  der  Spiegelung  und  nach- 
herige Anwendung  von  T'  wird  nämlich  das  Viereck  b^a^b^a^  in  der 
Weise  in  das  Viereck  b^a^b^üg,  umgelegt,  dass  die  Punkte  br,,  «5  bezw. 
nach  fej,  a^  gelangen.  Man  liest  in  der  Figur  sofort  ab,  dass  hierbei 
das  reguläre  Fünfeck  b,jb^br,b^b^  auf  das  Fünfeck  b^b^b^b^b^  zu  liegen 
kommt.  Daraus  aber  ergiebt  sich  sofort:  Ein  Discontinuitätsbereich  für 
die  erweiterte  Gruppe  F^q  ivird  von  dem  regulären  Fünfeck  b^b^b^b^b^ 
geliefert;  diese  Gruppe  ist  demtiach  aus  drei  Substitutionen  erzeugbar, 
nämlich  Tg,  V^  und  der  Substitution  zweiter  Art  (19),  icelche  die  Fünf- 
echseite  b^^b^  in  b^b-^  transformiert. 

§  4.    Aufstellung  der  Transformationsgleieliung  zehnten  Grades. 

Um  nun  die  der  Transformation  dritten  Grades  T  entsprechende 
Transformationsgleichung  zehnten  Grades  zwischen  J'{^)  =  J{T{^))  und 
J[X)  wirklich  zu  gewinnen,  bedienen  wir  uns  unter  Heranziehung  der 
hei  den  Modulargleichungen  der  elliptischen  Functionen  von  Klein*) 
befolgten  Methode  einer  Hauptfunction  (p{^)  der  zum  Geschlechte  ^  =  0 
gehörenden  Gruppe  F^q. 

Würde  man  bei  Festlegung  dieser  Hauptfunction  (p{^  nur  erst  auf 
die  F^Q  allein  Rücksicht  nehmen  und  noch  nicht  auf  die  Gasammtgruppe 


*)  „über  die  Transformation  der  elliptischen  Functionen  und  die  Auflösung 
der  Gleichungen  fünften  Grades.''  Math.  Ann.  Bd.  14  pg.  141  (1878).  Vergl.  auch 
„Mod."  I,  pg.  636. 
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r  und  damit  auf  die  Ausfüllung  des  Discontinuitätsbereiches  der  F^^ 
durch  Kreisbogendreiecke,  so  würde  es  z.B.  nahe  liegen,  (p(^)  so  zu 
wählen,  dass  diese  Function  im  Punkte  d^  (cf.  Fig.  106,  pg.  567)  ver- 
schwindet und  das  Kreisbogenviereck  h^aj)^a^  auf  den  Einheitskreis  der 
qo-Ebene  abbildet.  Der  Substitution  T',  der  Spiegelung  V^TV^  und  der 
Substitution  zweiter  Art  T'V^TV^  entsprechen  dann  bezw.  die  Sub- 
stitutionen : 

(1)  ^'--^,     9^'=^,      9''=-|-, 

wo  wie  üblich  ^  der  zu  q)  conjugiert  complexe  Werth  ist.  Die  dritte 
dieser  Substitutionen  (1),  welche  also  der  in  der  Gruppe  F  enthaltenen 
Substitution  (19),  pg.  570,  entspricht,  stellt  die  Umformung  durch  so- 
genannte „Diametralsymmetrie"  dar.  Denken  wir  die  Werthe  von  q)  so 
auf  der  „qp- Kugel"  gelagert,  dass  die  reeUe  Axe,  die  imaginäre  Axe 
und  der  Einheitskreis  drei  einander  orthogonal  kreuzende  grösste  Kugel- 
kreise sind,  so  besteht  die  Diametralsymmetrie  einfach  darin,  dass  jeder 
Punkt  der  Kugel  in  den  diametral  gegenüberliegenden  übergeht. 

Wir  können  nun,  ohne  dass  die  Diametralsymmetrie  ihre  Dar- 
steUungsform  (1)  verliert,  noch  eine  beliebige  Drehung  der  qp-Kugel  um 
ihren  Mittelpunkt  vornehmen,  was  nach  I  pg.  42  darauf  hinausläuft,  statt 
qp  irgend  eine  Hauptfunction: 

^        (—c-\-id)cp-\-{a  —  ib) 

unter  der  dort  angegebenen  Bedeutung  der  reeUen  Coefficienten  a,  b,  c,  d 
einzuführen.  Hiervon  woUen  wir  Gebrauch  machen,  indem  wir  qp  in 
einer  der  Gesammtgruppe  F  und  ihrem  Dreiecksnetze  besser  angepassten 
Art  fixieren. 

Wir  wollen  zuvörderst  so  drehen,  dass  die  beiden  diametralen 
Punkte  qp  =  0  und  qp  =  oo  den  beiden  in  der  Figur  (cf.  pg.  567)  mit 
q  und  Cj  bezeichneten  Punkten  des  Discontinuitätsbereiches  entsprechen. 
Dabei  möge  zunächst  noch  unentschieden  bleiben,  ob  qp  =  0  im  Punkte  q 
oder  in  Cg  stattfindet,  so  dass  hiermit  eine  erste  Zweideutigkeit  in  der 
Auswahl  von  qp  eingeführt  ist.  Wir  wollen  dann  weiter  um  den  von 
qp  =  0  nach  qp  =  oo  ziehenden  Kugeldurchme^iser  so  weit  drehen,  dass 
irgend  ein  dritter  Werth  qp,  z.  B.  der  im  Eckpunkt  &,  stattfindende, 
rein  imaginär  wird.  Hierdurch  ist  eine  zweite  Zweideutigkeit  eingeführt; 
denn  der  fragliche  Werth  kann  sowohl  positiv  wie  negativ  imaginär 
gewählt  werden.  Wir  haben  demnach  im  Ganzen  noch  vier  zidässige  Aus- 
wahlen von  (p(t)y  jedoch  hängen  diese  vier  Hauptfunctionen  aufs  einfachste 
zusammen,  indem  sich  in  einer  ersten  unter  ihnen  qp(^)  die  drei  anderen 
in  den  Gestalten: 
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/o\  '  ,1,1 

c/arstellen.  Wir  behalten  uns  die  Entscheidung  darüber,  welche  unter 
diesen  vier  Functionen  unsere  Hauptfunction  g)(^)  sein  soll,  einstweilen  vor. 

Um  den  Zusammenhang  der  Hauptfunction  (p(^)  mit  der  Haupt- 
function J(^)  der  Gesammtgruppe  F  zu  erforschen,  lagern  wir  in  be- 
kannter Weise  die  9?-Ebene  und  also  den  Discontinuitätsbereich  der  Fjq 
als  zehnblättrige  geschlossene  Riemann'sche  Fläche  über  die  -/-Ebene. 
Die  Verzweigung  dieser  Fläche  liest  man  sofort  aus  der  Fig.  106  pg.  567 
ab:  Bei  J  =  0  verlaufen  zwei  Blätter  isoliert  (Punkte  a^,  a^),  die  übrigen 
Blätter  hängen  zu  Paaren  in  vier  Verziveigungsimnkten  zusammen;  hei 
J=  1  verlaufen  gleichfalls  zwei  Blätter  isoliert  {Punkte  h^,h^),  die  übrigen 
Blätter  hängen  zu  je  vier  in  zwei  VerzweigungspunJcten  zusammen;  hei 
J=  oo  hängen  schliesslich  die  Blätter  zu  je  fünf  in  zwei  Verzweigungs- 
punkten zusammen,  in  denen  unserer  Festsetzung  gemäss  die  Werte  (p  =  0 
und  g)  =•  oo  zutreffen. 

Für  die  Darstellung  von  J  als  rationale  Function  zehnten  Grades 
von  cp  entnehmen  wir  diesen  Angaben  den  Ansatz: 

(3)  J:J-l:l  =  (q)2  +  acp  +  h)  (ip'  +  ccp^  -h  d(p^  -f  e<p  +  ff 

:{(p'-^acpi-ß)i<p'  +  ycp  +  df 
:  £9?^ 

Unsere  nächste  Aufgabe  besteht  darin,  die  Werthe  der  elf  hier  noch 
unbekannten  Coefficienten  in  Erfahrung  zu  bringen. 

Nun  muß  diese  Gleichung  gegenüber  der  oben  genannten  Diametral- 
symmetrie in  der  Art  invariant  sein,  dass  bei  Ausübung  der  dritten 
Substitution  (1)  J  in  J  übergeht;  denn  diese  Substitution  entspricht 
der  in  der  erweiterten  Gruppe  F  enthaltenen  Operation  (19j,  pg.  570. 
Die  rechte  Seite  der  Gleichung  (3)  wird  demnach  auch  bei  Ausübung 
der  dritten  Substitution  (1)  und  nachherigem  Zeichen  Wechsel  von  i  in 
allen  Bestandtheilen  der  Gleichung  in  sich  selbst  übergehen.  Indem  wir 
beachten,  dass  ß  und  d  sicher  nicht  verschwinden,  wenden  wir  diese 
Forderung  der  Invarianz  zunächst  auf  die  im  mittleren  Gliede  der  rechten 
Seite  von  (3)  stehenden  beiden  Trinome  an.  Es  ergiebt  sich,  dass  die 
beiden  Gleichungen 

^2_«^_|_  0,      (p'' -\- acp -}- ß  =  0 

P  P 

übereinstimmen  müssen,  und  ebenso  die  beiden  Gleichungen: 

9^-1-9)  + 4  =  0,    <p'  +  rcp  +  d==o. 

O  0 
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(4) 


K  ^  1 


Die  beiden  Lösungen  von  (p^  -{-  y(p  -\-  ö  =  0  sind  die  Werthe  der 
Function  (p{^)  in  den  Punkten  h^  und  ftg  des  Discontinuitätsbereiches  der 
F^Q.  Der  eine  dieser  Werthe  sollte  rein  imaginär  sein,  und  also  gilt  dies 
auch  vom  zweiten,  da  er  aus  dem  ersten  durch  die  dritte  Substitution  (1) 
hervorgeht.    Für  einen  rein  imaginären  Werth  (p  gilt  cp  =  —  q),  so  dass 

die  dritte  Gleichung  (1)  für  jene  zweite  Wurzel  cp'  =  -  -  liefert.     Somit 

folgt  ö  =  (pq)'  =  1,  so  dass  wir  die  dritte  und  vierte  Gleichung  (4)  ge- 
nauer so  zu  schreiben  haben: 

(5)  y  =  -y,       d=l. 

Zur  Gewinnung  weiterer  Bedingungen  für  die   unbekannten  Coef-  , 
ficienten   benutzen   wir  (cf.  Klein  a.  a.  0.  oder  „Mod."  I,  pg.  636)  den 
Umstand,  dass  die  Functionaldeterminaute  der  beiden  Functionen: 

(cp'--\-a<pi-ß)(cp'  +  r(p  +  dy,   <p' 

wegen  der  nothwendiff  zutreffenden  Identität: 

(6)  {(p'  +  a(p  +  h){cp'  +  ccp'  +  d(p'  +  e<p-\-fy 

den  Factor  (g)^ -\-cq)^ -i- dcp^ -\- ecp -\-f)  enthalten  muss.  Die  Durchrech- 
nung dieses  Ansatzes  liefert  für  die  Coefficienten  c,  d,  e,  f  folgende 
Ausdrücke  in  a,  ß,  y: 


(7) 


1 


5 


ßy, 


Um  weitere  Relationen,  insbesondere  auch  solche  für  a  und  h  zu 
gewinnen,  benutzen  wir  die  Identität  (6)  selber  und  vergleichen  links  und 
rechts  die  Coefficienten  von  cp^,  cp  und  die  Absolutglieder.  Auf  diese 
Weise  finden  wir: 

Ia  +  2c  =  a  -{-  Ay, 
ap+2bef=a-\-4ßy, 
hf-^ß. 
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Mit  Benutzung  von  (7)  ergeben  die  erste  und  dritte  dieser  Gleichungen: 

(9)  ^  =  -   5  «+    5  J''      ^  =  /' 
die  zweite  Gleichung  (8)  aber  liefert: 

(10)  a{ß'-l)  =  6ßy{ß-l). 

Wäre  nun  ^  =  1,  so  wäre  ä  =  —  a  und  hätte  auch  die  Gleichung 
(p^  -{-  acp  -\-  ß  =  0  rein  imaginäre  Lösungen,  die  wir  im  Anschluss  an 
Fig.  106  pg.  567  durch  (f{hi)  und  (p(h^)  bezeichnen  dürfen.  Auch  wäre 
6  =-=  1  und  a  rein  imaginär,  so  dass  auch  (p{a^  und  «^(«5)  rein  imaginär 
sein  würden.  Da  in  den  beiden  Punkten  c  die  Werthe  ^  =  0  und 
cp  =  00  zutreffen,  so  würden  in  der  ^- Ebene  die  sechs  Punkte  g)(a^, 
cp{a^,  fpihi),  ^(Ps)  =  9^{^i)}  ^(Ci),  ffic^)  auf  der  imaginären  Axe  und 
also  bei  jeder  anderen  Auswahl  der  Hauptfunction  qp  auf  der  Peripherie 
eines  und  desselben  Kreises  liegen.  Wählen  wir  aber  (p(^)  in  der 
pg.  571  (oben)  erwähnten  Art  aus,  so  liegen  die  Punkte  (p(hj),  cpia^, 
tpih^y  fpici^  auf  dem  Einheitskreise.  Dieser  Peripherie  aber  gehört 
dann  eben  (p{c^  nicht  an.  Also  ist  ß  von  1  verschieden,  so  dass  wir 
aus  Gleichung  (10)  die  Relation  entnehmen: 

(11)  «(/3  +  l)  =  6^y. 

Wäre  weiter  a  =  0,  so  müsste,  da  ß  nicht  verschwindet,  noth- 
wendig  y  =  0  sein,  und  also  würden  zufolge  (9)  und  (7)  auch  a,  c 
und  e  verschwinden.  In  der  Identität  (6)  würden  demnach  abgesehen 
vom  einzigen  Gliede  i(p^  nur  gerade  Potenzen  von  q)  auftreten,  so  dass 
«  =  0  sein  würde.  Dies  aber  ist  ausgeschlossen,  und  also  ist  u  von  0 
verschieden.    Die  erste  Gleichung  (4)  sowie  (11)  liefern  nun: 

(12)  /5  =  -l.      y  =  |(«-^), 

worauf  man  in  (9)  und  (7)  auch  für  a,h,  .  .  .,  f  eindeutige  Ausdrücke 
in  a  erhält. 

Zur  Gewinnung  von  a  selbst  aber  reichen  die  bisher  aufgestellten 
Bedingungen  noch  nicht  aus.  Wir  ziehen  noch  die  Thatsache  heran, 
dass  die  Functionaldeterminante  der  beiden  Functionen: 

den  Factor  {(p^  +  y  q) -\- V)  im  Cubus  enthalten  muss.  Es  ist  indessen 
ausreichend,  wenn  wir  diesem  Ansätze  nur  noch  die  eine  Relation  ent- 
nehmen: 

2ac^-  3&  +  a(=  15  +  lby\ 
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welche  sich  mit  Hilfe  der  schon  gewonnenen  Ausdrücke  von  a,  h,  c, 
(l,  y  in  a  und  cc  auf  die  Gestalt  umrechnet: 

(13)  -i-««+^ä^-  «  --i4  =  y  +  A(a-ä)l 

Da  die  numerischen  Coefficienten  in  dieser  Gleichung  alle  reell  sind, 
80  ist  der  Austausch  von  cc  und  ü  statthaft: 

^  A  '75  a  5     a  5     '    36  ^  ^ 

Durch  Subtraction  dieser  beiden  Gleichungen  von  einander  folgt: 

riP.\  1/2        -  2\  *    a*  —  ä* 

^      ^  75^  ^  b        ccce 

Wäre  nun  a  reell,  so  würde  aus  (12)  folgen  ß  =  —  l,  y  =  0,  und 
also  wäre  zufolge  (9)   auch   ?>  =  —  1    und   a  reell.    Somit  würden   alle 

sechs  Werthe  (p(a^),  (p{a-^,  qp(&i),  95(^4),  ^>{p\)y  ^((^2)  ^^^^^  ^®^^>  "'^^^ 
nach  einer  oben  schon  ausgeführten  Überlegung  unmöglich  ist.  Wäre 
zweitens  a  rein  imaginär,  so  würde  man  unter  entsprechender  Schluss- 
weise jene  sechs  Werthe  cp  rein  imaginär  finden,  was  gleichfalls  un- 
möglich ist.  Hiernach  ist  (cc^  —  ü^)  von  0  verschieden,  und  also  folgt 
aus  (15): 
(16)  aä  =  60. 

Unter   Benutzung  dieses   Resultates  liefert   die  Addition  der  Glei- 
chungen (13)  und  (14)  nach  kurzer  Zwischenrechnung: 

(a_ä)2  =  -180. 

Damit  ergehen  sich  für  a  die  vier  Werthe: 

a  =  |/^5-f-3^l/5,    /lö  -  3il/5,    -VT5  +  3i)/5,    -}/l5- 3*1/5. 

Dieselben  entsprechen  den  vier  noch  möglichen  Auswahlen  der  Haupt- 
functionen  (p{^).  Eipe  Bestätigung  des  Ergebnisses  können  wir  dadurch 
vollziehen,  dass  wir  die  vier  Gestalten  der  Function: 

wirklich  ausrechnen: 

{cp'  +  r/l5+  3i]/5)(p  +  '  '^-p^)(cp'  ±iV^cp  +  iT-  cp-% 

(92-  (1/15  ±  SiVb)cp  +  ^-^^)(<p'  TiV^cp^  lY-  cp-\ 

Aus  einem  unter  diesen  Ausdrücken  müssen  die  drei  anderen  bis  auf 
einen  constanten  Factor  *J  durch  die  Substitutionen  (2)  hervorgehen. 
Die  Prüfung  bestätigt  dies. 

*)  Man  beachte,  daas  der  Coefficient  «  noch  nicht  bestimmt  ist. 
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Wir  bestimmen  jetzt  die  Hauptfunctioii  (p(^)  dadurch  eindeutig,  dass 
wir  für  a  den  ersten  der  angegebenen  Werthe  ]/l5(l  +*]/3)  wählen. 
Die  Coefficienten  ß,  y,  a,h,  .  .  .,  f  sind  damit,  wie  schon  bemerkt,  ein- 
deutig bestimmt;  endlich  bestimmt  sich  aus  der  Identität  (6)  auch  a  ein- 
deutig. Wir  gewinnen  als  Resultat:  Die  Hauptfiinction  J(J^  ist  als  ratio- 
nale Function  sehnten  Grades  der  Hauptfunction  qp(g)  der  Untergruppe  F^^ 
dargestellt  durch: 
(17)  J:J-1:1  = 

{cp^  -  ^'  (1  -  iyi)  9>  +  I  (1  +  iV^))  {cp^  +  ^  (4|/3  +  13.-)  cp^ 

-i^(l  +  ^>^)T^-2^(9>/3  +  25i)^-|(l-.y3)y 

:  (9.2  -f  1/15  (1  +  il/3)  y  +  I  (1  -  iV^  {q>' +  iVb  cp -\- 1/ 

Mit  Rücksicht  auf  spätere  Entwicklungen  müssen  wir  noch  genauere 
Angaben  über  die  Werthevertheilung  der  Hauptfunction  (p{^)  im  Dis- 
continuitätsbereiche  der  F^^  (cf.  Fig.  106,  pg.  567)  machen.  Erstlich  sind 
die  beiden  durch  q)(a^),  (p{a^)  zu  bezeichnenden  Werthe  die  Lösungen 
der  quadratischen  Gleichung: 

wobei  nur  zunächst  noch  unentschieden  bleibt,  welche  Wurzel  dem 
Punkte  a^  und  welche  %  zugehört: 

(p{a^),  (p{a^) ^ ^-         ■ 

In  demselben  Sinne  findet  man: 

9>(&i),9'(&5)  =  -^-^(±4  +  ]/l5), 

Die  Werthe  (p{c^)  und  g)(c^)  sind,  wie  wir  erinnern,  gleich  0  und  00, 
wobei  wieder  unentschieden  ist,  ob  cpic^)  gleich  0  oder  gleich  00  ist_ 
Zwei  von  den  noch  vier  fehlenden  Werthen  q)(a)  sind: 

.   K_— l  +  i|/3    3  +  1/5    (— 3  + y^3-f- 8 l/ejj/S  +  tfö  1/5  +  1/31/3 -f 8 l/e) 

die  beiden  anderen  gehen  aus  diesen  Wei-then  durch  die  dritte  Sub- 
stitution (1),  pg.  571  (Diametralsymmetrie)  hervor. 
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Um  die  hier  noch  vorliegenden  Unbestimmtheiten  zu  heben,  wollen 
wir  nach  einer  in  „Mod."  I  oft  ausgeübten  Methode  den  Discontinuitäts- 
bereich  der  F^q  durch  Zusammenbiegung  der  auf  einander  bezogenen 
Randkurven  mechanisch  in  die  gp -Ebene  überführen,  in  welcher  wir  uns 
zuvor  zur  leichteren  Orientierung  die  den  Werthen  (p{a^,  (fid^),  ■  •  •  ent- 
sprechenden Punkte  markiert  denken.  Das  conforme  Abbild  des  Disconti- 


uuitätsbereiches  auf  die  qp-Ebene  ist  freilich  deshalb  nicht  recht  brauchbar, 
weil  einige  unter  den  aufgetragenen  Punkten  zu  nahe  am  Nullpunkte 
zusammenrücken,  andere  weit  hinaus  liegen.  Man  kann  diese  Unbequem- 
lichkeit aber  durch  Übergang  zu  einer  kreisverwandten  Figur  heben. 
Dies  ist  hierneben  in  Fig.  107  geschehen,  in  der  man  die  eine  Hälfte 
des  Discontinuitätsbereiches,  nämlich  das  reguläre  Fünfeck  mit  dem 
Mittelpunkte  c^  übertragen  findet.    Die  imaginäre  Axe  ist  hier  noch  als 
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Gerade  verblieben,  während  die  reelle  gj-Axe  zu  einem  Kreise  mit  end- 
lichem Radius  geworden  ist. 

Wir  haben  in  der  Figur  eine  Werthevertheilung  von  q)  dadurch 
angedeutet,  dass  wir  die  drei  Punkte  9)  =  +  1,  (p  =  —  i  markierten, 
was  die  Annahme  (p{c^  =  0  involviert.  Indessen  besteht  noch  die  Un- 
bestimmtheit, dass  wir  nicht  wissen,  ob  diese  Werthevertheilung  die  rich- 
tige ist,  oder  ob  die  thatsächlich  zutreffende  Werthevertheilung  aus  der 
eben  gedachten  erst  durch  eine  der  drei  Transformationen  (2)  pg.  572 
hervorgeht.  Aber  die  Transformation  9?  =  —  (p  kann  deshalb  nicht  zu- 
treffen, weil  die  nahe  am  Nullpunkt  gelegenen  Stellen: 

2  -j/5  2  2 

positive  imaginäre  Bestandtheile  haben.  Wäre  cp  =  —  cp~^  die  zur  rich- 
tigen Werthevertheilung  führende  Transformation,  so  hätten,  wie  Fig.  107 
lehrt,  die  Zahlen  fpQ)^^)  und  (pia^)  Beträge  >  1  und  positive  imaginäre 
Bestandtheile.  Aber  die  wegen  der  Forderung  { (pQ)^  >  1,  |  (p{a^  \  >  1 
allein  zulässigen  Zahlen: 

_L±il^(4+l/T5),       1-«Y3     3>/3  +  4>/2 

haben  negative  imaginäre  Bestandtheile.  Würde  endlich  qp'  =  qp"  * 
gelten,  so  würde  wiederum  zufolge  der  Fig.  107  nothwendig  |9)(6i)|>l, 
l^'C^JI^  1  sein  und  (p(b^  müsste  positiven,  95 (aj  aber  negativen  reellen 
Bestandtheil  haben.  Aber  auch  dies  trifft  nicht  zu.  Wir  notieren  dem- 
gemäss  als  Resultat: 

cpic,)  =  0,     ip{c,)  =  00,     cp{b,)  ==  L±^(4  --^), 


(18) 


,     .  .3-yi  ,     .        -l-fi|/3   4|/2  — 3]/3 

()p(&j)=-95(&3)  =  (jp(&6)  =  *— ^,    «pW^ — 2 yi — ' 


Die  in  (11)  pg.  566  gegebene  Transformation  T'  der  Periode  2 
lieferte,  wie  wir  oben  feststellten,  eine  Umformung  der  Gruppe  F^  in 
sich.    Demnach  ist  auch: 

(19)  <p\l)  =  g^ino) 

eine  Hauptfunction  von  F  und  hängt  also  mit  9?(g)  linear  zusammen. 
Zudem  wird  diese  lineare  Substitution  von  (p  in  9)',  da  wie  bemerkt 
T'*  =1  ist,  selber  von  der  Periode  2  sein.  Dabei  muss  insbesondere 
der  Werth  cp  =  q){h^)  in  q)'  =  95(^4)  übergehen  und  ebenso  der  Werth 
(p  =  9*  («4)  in  9»'  =  <p{ci5)-  Nachdem  wir  die  Werthe  (p(hj),  .. .  eindeutig 
festgestellt  haben,   ist  demnach  jetzt   die  lineare  Relation  zwischen  q) 
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und  9?'  unmittelbar  angebbar.  Die  ursprüngliche  Hauptfundion  cp{^  und 
die  durch  T'  transformierte  90' (0  ^^ß^*^**  *^*  ^ß**  linearen  Beziehung: 

(20)  ^,pfll:=l±liVi. 

Zur  Gewinnung  der  Transformationsgleicbung  zehnten  Grades: 

(21)  fir,J)-o 

liegen  nun  alle  Mittel  bereit.    Da  nach  pg.  567 : 

j'(^)  =  Jim))  =  j{T\^)) 

gesetzt  werden  kann,  so  findet  man  nach  Eintragung  von  T\^)  für  t, 
in  (17)  zwischen  J'iX)  und  (p'{^)  die  mit  (17)  gleichlautende  Relation: 

(22)      J'  :  J'  -  1  :  1  ==  (cp'^  -  "^.^  (l  - iV^)  ^' ^  -  ■  )  W  +  •  •  0^ 

:  (<p'2 +)/l5(l +  />/3)<p'+-..)  (9'«-h»y5  9)'+ 1)' 

Die  Transformationsgleichung  zehnten  Grades  (21)  ergieht  sich  jetzt 
durch  Elimination  von  cp  und  (p  aus  den  GleicJmngen  (17),  (20)  und  (22); 
in  üblicher  Art*)  sehen  wir  diese  drei  Gleichungen  als  Ersatz  der  Trans- 
formationsgleichung an. 

§  5.    Die  Galois'sche  Gruppe  der  Transformationsgleichung 
und  ihre  cyklisehen  Untergruppen. 

Nach  pg.  559  ist  die  Galois'sche  Gruppe  (Monodromiegruppe)  der 
Transformationsgleichung  zehnten  Grades  isomorph  mit  derjenigen  end- 
lichen Gruppe  Gm,  auf  welche  sich  unsere  Gruppe  F  der  Signatur 
(0,  3;  2,  4,  5)  modulo  3  reduciert.  Bei  dieser  Reduction  übernimmt  die 
ganze  algebraische  Zahl  j  die  RoUe  einer  „Galois'schen  Imaginären", 
welche  der  irreducibeleu  Congruenz: 

(1)  j2+j  +  2^0     (mod.3) 

genügt.  Entsprechend  werden  die  A,  B,  C,  D  nur  noch  modulo  3  zu 
unterscheidende  ganze  imaginäre  Zahlen  der  Gestalt  (a  +  hj),  wo  a  und  h 
rationale  ganze  Zahlen  sind. 

Die  Determinante  der  einzelnen  Substitution  ist  zunächst  ^  +  1 
(mod.  3).    Aber  wir  können,  falls  die  Determinante  =  —  1  ist,  die  vier 

*)  Siehe  die  Nachweise  pg.  670. 
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Coefficienten  der  Substitution  mit  der  ganzen  Zahl  {j  —  1),  die  der  Con- 

gruenz: 

(j-iy^-1,     (mod.3)    . 

genügt,  raultiplicieren,  worauf  ohne  Störung  der  Bauart  unserer  Sub- 
stitutionen in  allen  Fällen  die  Determinante  ^  1  wird:  Die  Galois'sche 
Gruppe  der  Transftyrmaüonsgleichung  ist  isomorph  mit  der  Gruppe  Gm 
aller  modulo  3  incongruenten  „unimodularen"  Substitutionen: 

(2)  V^{Ä,B,C,D), 

für  welche  also: 

(3)  Ä^i-C^-  j(B'  +  D')  =  1,     (mod.  3) 

gilt  Dabei  sind  jedoch  zwei  Substitutionen,  die  durch  Zeichemvechsel  der 
Coefficienten  in  einander  üherführbar  sind,  als  nicht  verschieden  anzusehen. 
Um  gleich  die  Perioden  der  einzelnen  Substitutionen  von  G^  fest- 
zustellen, leiten  wir  mit  Rücksicht  auf  (3)  aus  der  Regel  (14)  pg.  562 
für  das  Quadrat  und  die  vierte  Potenz  der  Substitution  (2)  ab: 

F2=(^2_|_   1^    J^ß^    J^(J^    J^J)^ 

V^={A''-  A^-l,    Ä^B+ÄB,    A^C^AC,    A^D  +  AB). 

Da   gleichzeitiger  Zeichenwechsel   der  A,  B,  C,  D  die  Substitution 
nicht  ändert,  so  können  wir  A  auf  einen  der  fünf  Reste  0,  1,  1  +  2j, 
jj  1  +  j  (mod.  3)  reducieren.    Ist  erstlich  J.  =  0,  so  ist,  wie  man  sieht, 
F^^  1,  ohne  dass  V^  1  ist;  also  ist  V  von  der  Periode  zivei.    Ist  zwei- 
tens J.=  1,  so  folgt: 

V^={A,  -B,  -C,  -D)=F-i; 

also  ist  F^=  1,  d.  h.  F  ist  entweder  die  hierher  gehörige  Identität 
(1,0,0,0)  oder  aber  von  der  Periode  drei.  Ist  drittens  J.  =  1  -f- 2j, 
so  gilt: 

demnach  ist  F^  von  der  Periode  zwei  und  F  von  der  Periode  vier.  Für 
A^j  folgt  aus  (1)  leicht: 

A^-  A'-l^A,     A^i-A  =  -1', 
somit  wird  jetzt: 

V'^iA,  -B,-C,  -D)^V-\ 

so  dass  F^=  1  wird,  und  also  V,  da  die  Identität  F=  1  ausgeschlossen 
ist,  die  Periode  fünf  hat.    Ist  letzten  Endes  .4=  1  -f-j,  so  gilt: 

A^-  A^-l  =  -A,     A^+A  =  l, 

woraus  man  für  V  wieder  die  Periode  fünf  findet:  Die  Gruppe  Gn  ent- 
hält außer  der  Identität  F=  1  Substitutionen  der  Periode  zivei,  nämlich 
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für  A^O,  Substitutionen  der  Periode  drei,  nämlich  für  A^+1,  Sub- 
stitutionen der  Periode  vier,  nämlich  für  J.  =  +  (1  -f  2j),  und  Substitu- 
tionen der  Periode  fünf,  nämlich  für  ^  =  +  j  und  ^4  =  +  (1  +  j). 

Um  die  Ordnung  M  der  Gruppe  zu  bestimmen,  beachte  man,  dass 
sich  unter  den  9  modulo  o  incongruenten  Zahlen  {a  -\-  bj)  die  fünf  qua- 
dratischen Reste  0,  1,  1  +  2j,  2  -\-j,  2  finden.  Durch  Addition  je  zweier 
unter  diesen  Resten  stellt  man  leicht  fest:  Unter  den  81  incongruenten 
Zahlenpaaren  B,D  liefern  17  Paare  die  Summe  B^-\-D^=0,  während 
die  einzelne  der  8  nicht  mit  0  cougi-uenten  Zahlen  von  je  8  Paaren 
B,  D  in  der  Gestalt  (5-  +  D^)  dargestellt  wird. 

Ist  nun  JL  =  0,  so  dürfen  wir  C  auf  die  Zahlen  0,  1,  1  +  2j,  jf, 
1  +  j  beschränken.  Für  C  =  0  liefert  die  Congruenz  (3)  nach  den  vor- 
stehenden Bemerkungen  8  zulässige  Zahlenpaare  B,  D,  von  denen  aber 
je  zwei  durch  gleichzeitigen  Zeichenwechsel  von  B,  D  in  einander  über- 
gehen. Diese  8  Paare  liefern  also  nur  4  verschiedene  Substitutionen. 
Für  C=l  liefert  die  Congruenz  (3)  im  Ganzen  17  Paare  B,D,  für 
die  übrisen  drei  Werthe  C  aber  ie  8  Paare.  Man  hat  also  im  Ganzen 
4-f-17-|-3-8  =  45  Substitutionen  mit  J.  =  0.  Ist  zweitens  Ä^l,  so 
haben  wir  für  0  =  0  im  Ganzen  17  Paare  B,D,  bei  den  übrigen  8  Zahlen 
C  aber  je  H.  Unter  den  17  +  8-8  =  81  Substitutionen  ist  die  Identität 
enthalten.  Bei  J.  =  1  +  2j  haben  wir  für  jede  der  beiden  Zahlen 
C  =  1  -+-  2 j  und  C  =  2  +  j  als  incongruente  Lösungen  von  (3)  im 
Ganzen  je  17  Paare  B,  D,  bei  den  7  übrigen  Zahlen  C  aber  je  8  Paare 
B,  D,  was  2-17  +  7-8  =  90  Operationen  ergiebt.  Endlich  finden  wir 
für  Ä=j  und  Ä  =  l  +  j  keine  Zahl  C,  für  welche  Ä^ -{■  C^=l  wäre; 
in  beiden  Fällen  haben  wir  also  für  alle  9  incongruenten  Zahlen  C  je  8 
zulässige  Paare  B,  D,  was  2  •  9  •  8  =  144  Operationen  ergiebt:  Die 
Gruppe  Gfn  der  mod.  3  incongruenten  Sid)stitutionen  (2)  enthält  ausser  der 
Identität  45  Substitutionen  der  Periode  zwei,  80  Substitutionen  der  Periode 
drei,  90  Substitutionen  der  Periode  vier  und  IM  Substitutionen  der  Periode 
fünf;  da  weitere  Substitutionen  nicht  auftreten,  so  ist  die  Ordnung  unserer 
Gruppe  M  =  360,  so  dass  ivir  diese  Gruppe  fortan  als  die  G^^^  bezeichnen 
iverden. 

Zu  den  45  Substitutionen  der  Periode  zwei  gehört  auch  die  Sub- 
stitution (0,  0,  1,  0).  Um  festzustellen,  mit  wie  vielen  diese  Substitu- 
tion gleichberechtigt  ist,  suchen  wir  alle  diejenigen  Substitutionen 
V={A,B,C,B)  auf,  welche  (0,0,1,0)  in  sich  transformieren  oder, 
was  auf  dasselbe  hinauskommt,  welche  mit  (0,0,1,0)  vertauschbar 
sind.    Diese  Forderung: 

(0,0,  1,0).  F^F- (0,0,  1,0) 
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kleidet  man  aber  auf  Grund  der  Regel  (14)  pg.  562  in  die  ausführ- 
liche Gestalt: 

{C,  -D,-A,  E)  =  (C,  T),  -A,-B). 

Es  muss  also  entweder  B  =  D  =  0  oder  Ä=C  =  0  zutreffen,  so  dass 
wir  zu  den  8  Substitutionen: 

((1  -j,  0,  ±  (1  -j),  0),    (0,  0, 1,  0),    (1,0,  0,  0) 
^  ^  1(0,1,0,  ±i),     (0,j,0,  ±1) 

geführt  werden.  Die  Suhstitufion  (0,  0,  1,  0)  ist  hiernach  eine  von 
360  :  8  ==  45  gleichherechtigten,  d.  h.  alle  45  Substitutionen  der  Periode 
zwei  sind  gleichberechtigt. 

Die  erste  Substitution  (4),  nämlich  (1  —  j,  0,  1  —  j,  0),  ist  von 
der  Periode  vier,  Sie  kann  höchstens  mit  den  Substitutionen  V  ver- 
tauschbar sein,  die  auch  mit  ihrem  Quadrat  (0,0,1,0)  vertauschbar 
sind.  Die  Rechnung  zeigt  jedoch,  dass  (1  —  j,  0,  1  —  j,  0)  nur  mit 
den  in  der  ersten  Zeile  (4)  stehenden  Substitutionen  vertauschbar  ist, 
während  die  vier  in  der  zweiten  Zeile  [4t)  stehenden  Substitutionen 
(1  —  j,  0,  1— j,  Oj  in  ihre  inverse  Substitution  (1— j,  0,  —  1+j,  0) 
transformieren.  Somit  ist  (1  —j,  0,  1  —  j,  Oj  eine  unter  360  :  4  =  90 
gleichberechtigten,  d.  h.  alle  90  Substitutionen  der  Periode  vier  sind  gleich- 
berechtigt. 

Unter  den  80  Substitutionen  der  Periode  drei  greifen  wir  die  beiden 
besonderen  auf: 

(5)  (1,1,0,-1  +j),     (1,1,0,  1-j). 

Öoll  V  ={A,B,  C,B}   mit    der   ersten   unter   ihnen   vertauschbar  sein: 

(1,  1,  0,  -  1  +i)  •  F^  F  ■  (1,  1,  0,  -  1  +  j), 

so  findet  mau  auf  Grund  der  Regel  (14)  pg.  562: 

{A+jB+i\-\-j)D,    A  +  B  +  a-jjC,     -(l-{-j)B+C+jD, 

-(l-.y)^+C  +  D) 
^{A+jB+a  -\-j)B,     A-\-  B-a-j)G,  (1  -^jjB-i-C-jD, 

-a-j)A-C-\-D). 

Für  das  Bestehen  dieser  Congruenz  ist,  wie  man  leicht  zeigt, 

C^O,    D^(-li-j)B 

hinreichend  und  nothwendig.  Sind  diese  beiden  Bedingungen  erfüllt,  so 
reduciert  sich  die  Congruenz  (3)  auf  A^=\,  so  dass  sich  die  erste  Sub- 
stition  (5)  insgesammt  mit  den  9  Substitutionen: 

(6)  [l,B,0,{-l-Vj)B) 
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vertauschbar  erweist.  Ebenso  findet  man,  dass  die  zweite  Substitution  (5) 
mit  den  9  Substitutionen: 

vertauscbbar  ist.  Dagegen  zeigt  die  auf  Grund  der  Regel  (14)  pg.  562 
anzustellende  Durchrechnung  des  Ansatzes: 

(l,l,0,-H-j)-F=J^.(l,l,0,l-j), 

dass  es  keine  Substitution  V  in  unserer  G^^^  giebt,  welche  die  eine 
Substitution  (5)  in  die  andere  transformiert.  Jede  der  Substitutionen  (5) 
ist  demnach  eine  unter  360  :  9  =  40  gleichherecidigten,  so  dass  die  80  Std)- 
stitutionen  der  Periode  drei  in  zivei  durch  die  Substitutionen  (5)  repräsen- 
tierte Stjsteme  von  je  40  gleichberechtigten  Substitutionen  zerfallen. 

Hier  bleibt  noch  die  Frage  zu  entscheiden,  ob  die  einzelne  Sub- 
stitution der  Periode  drei  mit  ihrer  inversen  gleichberechtigt  ist  oder 
nicht.    Nun  zeigt  man  aber  nach  (14)  pg.  562  sofort: 

(1,  1,  0,  -  1  +;•)  (0,  1,  1,  -  1  +i)  ^  (0,  1,  1,  -  1  +j)(l,  -  1,  0,  1  -3), 

so  dass  die  Substitution  (1,  1,  0,  —  1  +j)  durch  (0,  1,  1,  —  1  +  j)  in  ihre 
inverse  transformierbar  ist.  Entsprechendes  gilt  natürlich  von  der  zweiten 
Substitution  (5).  Die  einzelne  Siäistitution  der  Periode  drei  und  ihre 
inverse  gehören  stets  einem  und  demselben  System  von  40  gleichberechtigten 
Substitutionen  an. 

Die  fünf  Substitutionen: 

(7)   (j,i-j,o,o),   (1+;,  i+j,o,o),   (i+j,-i-j,o,o), 

(j,-l+j,0,0),     (1,0,0,0) 

sind  die  verschiedenen  Potenzen  der  ersten  unter  ihnen,  welche  die 
Periode  fünf  besitzt.  Es  sind  dies  zugleich  die  einzigen  in  der  G^^-^q 
enthaltenen  Substitutionen  mit  0  =  0,  D  =  0;  denn  die  Congruenz 
Ä^  —  jB^^l  liefert,  wie  man  leicht  ausrechnet,  eben  nur  die  5  Sub- 
stitutionen (7).  Soll  nun  (j,  1  —  j,  0,  0)  mit  {Ä,  B,  C,  B)  vertauschbar 
sein,  so  muss  zufolge  (14)  pg.  562: 

{jA-{l-{-.j)B,    a-j)Ä-^jB,    jC-(l+j}D,        a-j)C+jB) 

^(jÄ-a+j)B,  a-j)Ä-^jB,  jc^a+j)B,  -a-j)C^jD) 

zutreffen.  Diese  Congruenz  ist  aber  nur  für  6'=0,  D  =  0  erfüllbar, 
so  dass  wir  ausschliesslich  auf  die  5  Potenzen  (7)  der  Substitution 
(j,  1  —  j,  0,  0)  zurückkommen.  Die  Substitution  (j,  1  — j,  0,  0)  ist  hier- 
nach nur  mit  ihren  eigenen  Potenzen  vertauschbar.  Dasselbe  gilt  von 
{l-\-j,  1  -f  j,  0, 0),  da  diese  Substitution  die  zweite  Potenz  von  (j,  1— j,  0,  0) 
ist  und  andrerseits  (j,  1  —  j,  0,  0)  als  dritte  Potenz  von  (1  -fj,  1  +j,  0,0) 
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darstellbar  ist.  Hiernach  ist  die  Substitution  (j,  l  —  j,  0,0)  und  ebenso 
auch  die  Substitution  (1  -{-j,  1  -{-  j,  0,  0)  eine  von  3(j0  :  5  =  72  gleich- 
berechtigten Substitutionen;  d.  h.  alle  72  Substitutionen  der  Periode  fünf 
mit  A^  +j  sind  gleichberechtigt  und  ebenso  alle  72  Substitutionen  der 
Periode  fünf  mit  ^  =  +  (1  +  j). 

Die  cyklischen  Untergruppen  der  Gggo  sind  hiermit  vollständig  er- 
ledigt: Die  Gqqq  enthält  ausser  der  aus  der  Identität  allein  bestehenden  G^^ 
an  cyldischen  Untergruppen  45  gleichberechtigte  G^  und  in  diesen  eben- 
soviele  gleicliber echtigte  G^,  zivei  Systeme  von  je  20  gleichberechtigten  G^ 
und  endlich  86  gleichberechtigte  cyldische  G^. 

Auf  Grund  dieser  Angaben  lässt  sich  leicht  der  Satz  beweisen: 
Die  6^350  ist  eine  einfache  Gruppe.  Eine  in  der  G^^q  enthaltene  aus- 
gezeichnete Untergruppe  G^^  enthält  nämlich  ausser  der  Identität  ent- 
weder keine  G^  oder  alle  45  Substitutionen  der  Periode  zwei,  was  wir 
zusammenfassen  können  in  die  Aussage,  dass  die  G^^  nothwendig  45  •  e^ 
Substitutionen  der  Periode  zwei  enthält,  wo  s^  entweder  =  0  oder  =  1 
ist.  Die  G  wird,  wenn  f j  =  1  ist,  entweder  keine  oder  alle  gleichberech- 
tigten G^  und  also  90  •  f^  s^  Substitutionen  der  Periode  vier  enthalten, 
wo  auch  £^=  0  oder  =  1  ist.  Die  G  wird,  wie  man  durch  Fortsetzung 
der  Überlegung  feststellt,  (40  •  fg  -j-  40  •  fj  Substitutionen  der  Periode  drei 
und  144  •  £5  Substitutionen  der  Periode  fünf  enthalten,  wo  auch  jede  dieser 
drei  letzteren  Zahlen  e  entweder  =  0  oder  =  1  ist.  Die  Ordnung  ^ 
jeder  ausgezeichneten  Untergruppe  ist  somit  in  der  Gestalt  darstellbar: 

ft  =  1  +  45  fi  -f  90  £^£2  +  40  £3  -h  40 £^  -f  144  £5. 

Nun  muss  aber  [i  ein  Theiler  von  360  sein,  wobei  wir  von  fi  =  1  und 
^  =  360  selbst  absehen  können.  Wäre  £5=  1,  so  wäre  ,u  =  180,  was 
aber  durch  keine  zulässige  Wahl  der  übrigen  s  erreichbar  ist.  Also  ist 
£g  =  0  und  damit  ^  relativ  prim  gegen  5.  Die  Zahl  ,u  ist  also  bereits 
Theiler  von  72,  so  dass  £1  fg  =  0  ist.  Offenbar  ist  aber  durch  keine  der 
zulässigen  Auswahlen  von  s^,  a^,  £4  die  Summe  (1  -f-  45  £1  +  40  £3  +  40  £4) 
zu  einem  von  1  verschiedenen  Theiler  von  72  zu  machen.  Eine  von  der 
G^  und  der  G^qq  verschiedene  ausgezeichnete  Untergruppe  G^^  existiert  dem- 
nach nicht,  so  dass  unsere  G^^q  in  der  That  eine  einfache  Gruppe  ist.*) 

*)  Die  (xgßo  fils  Gruppe  linearer  Substitutionen  tritt  in  einer  dem  Texte  nahe 
verwandten  Gestalt  bereits  bei  E.  H.  Moore  auf;  siehe  dessen  Note  „A  doubly- 
infmite  System  of  simple  groups'\  Bull,  of  the  New  York  Math.  Soc,  Bd.  3,  No.  3 
(1893).  Eine  ausführlichere  Darstellung  giebt  L.  E.  Dickson  in  seinem  Buche 
„Linear  groups  tvith  an  exposition  of  the  Galois  field  theory"  (Leipzig,  1901).  Da- 
selbst (pg.  264)  wird  auch  bereits  auf  die  im  Texte  vorliegende  Gestalt  der  Sub- 
stitutionen hingewiesen;  dieselben  werden  als  „hyperorthogonale  Substitutionen" 
bezeichnet. 
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§  6.    Die  nichtcyklischen  Untergruppen  der  G^qq  und  die 
erweiterte   G^^q  . 

Die  nichtcyklischen  Untergruppen  der  G^^q  wollen  wir  in  An- 
knüpfung an  die  schon  bekannten  cyklischen  G^,  G^,  G^,  G^g  mittelst 
einer  Schlussweise  aufstellen,  die  wir  zunächst  allgemein  bezeichnen. 
Ist  G  irgend  eine  Untergruppe  der  G^qq,  und  wissen  wir,  dass  dieselbe 
eine  unter  v  gleichberechtigten  Gruppen  ist,  so  ist  G  insgesammt  mit 
360v~^=/i.'  Substitutionen  vertauschbar;  die  letzteren  bilden  eine  6r  ,, 
welche  die  umfassendste  Untergruppe  darstellt,  in  der  G^^  ausgezeichnet 
enthalten  ist.  Wir  schreiten  dann  von  G\^  zu  G  ,  vor  und  wiederholen 
die  gleiche  Überlegung  für  G  ,. 

Diese  Schlussweise  ist  nicht  weiter  fortsetzbar,  sobald  {iv  =  360 
ist,  d.  h.  sobald  G^^  nur  mit  ihren  eigenen  Substitutionen  vertauschbar 
ist.    Nennen  wir  in  diesem  Falle  die  v  gleichberechtigten  Gruppen: 

(1)  G,.  g;,--.  G^;r'\ 

so  erhalten  wir  nach  Transformation  mittelst  irgend  einer  Substitution  V 
der  örggQ  in: 

(2)  v-'Gj,  v-'G'v, ..,  f-^g;;-^)f 

eine  Permutation  der  Gruppen  (1).  Ergeben  hierbei  V  und  V  die  gleiche 
Permutatiou,  so  wird,  wie  man  sofort  erkennt,  die  Substitution  V  V~  ^ 
jede  Gruppe  (1)  in  sich  transformieren.  Aber  die  gesammten  Substitu- 
tionen, welche  jede  einzelne  Gruppe  (1)  in  sich  transformieren,  bilden 
eine  von  der  G^^^q  verschiedene*)  innerhalb  dieser  Gesammtgruppe  aus- 
gezeichnete Untergruppe,  die  also  nothwendig  die  G^  ist.  Keine  zwei 
verschiedene  Substitutionen  F,  V  können  demnach  die  gleiche  Permu- 
tation (2)  liefern. 

Den  360  Substitutionen  F  entsprechen  in  diesei^  Weise  ebenso  viele 
verschiedene  Permutationen  der  v  Gruppen  (1),  die  eine  mit  der  G^^q 
isomorphe  Perniutationsgruppe  bilden.  Da  diese  in  der  Gesammtgruppe 
aller  vi  Permutationen  der  v  Gruppen  (Ij  enthalten  ist,  so  ist  360  eiu 
Theiler  von  vi,  und  also  ist  v^6  und  damit  /x  <  60.  Jede  von  der 
Gesammtgruppe  G^^q  verscinedene  Untergruppe  G^^  hat  eine  Ordnung  /x.  <  60. 
Sollte  der  Höchstwerth  /li  =  60  erreicht  werden,  so  ist  die  G^^q  mit  einer 
Permutationsgruppe  von  6  Dingen  isomorph.  Aber  die  einzige  solche 
Gruppe,  die  die  Ordnung  360  hat,  ist  die  Gruppe  der  geraden  Ver- 
tauschungen von  6  Dingen.  Mit  dieser  Gruppe  werden  wir  unsere  G^^q 
unten  isomorph  erkennen. 


*)  Den  Fall  \i  =  360,  v  =  1  können  wir  bei  der  Schlussweise  des  Textes  nicht 
erreichen,  da  die  G^^^  eine  einfache  Gx'uppe  ist. 
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Die  einzelne  G^  als  eine  unter  45  gleichberechtigten  Gnippen  ist 
ausgezeichnet  in  einer  Gruppe  Gg  enthalten,  z.  B.  die  aus  (0,  U,  1,  0) 
entspringende   Tr,  in  der  Gg  der  Substitutionen: 

(l-j,0,l-j,0),         (0,1, 0,i), 
(0,0,1,0),  (0,i,0,  1), 

(l-j,0,-l4-j,0),    (0,j,0,-l), 

(1;  0,0,0),  (0,1,0,-j), 


(3) 


welche  wir  schon  in  (4)  pg.  582  zusammenstellten.  Diese  G^  hat  den 
Diedertypus  und  ist  zugleich  die  umfassendste  Gruppe,  in  der  die  aus 
(1  —  j,  0,  1  — j,0)  zu  erzeugende  cyklische  G^  ausgezeichnet  enthalten 
ist.  Den  45  G^  bezw.  G^  entsprechend  finden  wir:  Es  giebt  in  der  G^^q 
45  gleichherechtigte  Diedergruppen  G^;  die  einzelne  G^  ist  immer  an  fünf 
solchen  Gq  hetheiligt,  jedoch  nur  an  einer  unter  diesen  fünfen  als  aus- 
gezeichnete  Untergruppe. 

Bereits  die  einzelne  G^  ist  nur  mit  ihren  eigenen  Substitutionen 
vertauschbar,  so  dass  wir  von  diesen  Diedergruppen  G^  aus  unmittelbar 
zu  keinen  weiteren  Untergruppen  G  gelangen.  Nun  sind  aber  in  der 
Diedergruppe  G^  zwei  Vierergruppen  G^  ausgezeichnet  enthalten;  bei 
der  Gruppe  (3)  haben  wir  als  eine  Vierergruppe: 

(4)  (0,0,1,0),     (0,  l,0,j),     (0,j,0,-l),     (1,0,0.0), 
als  andere  aber: 

(5)  (0,0,1,0),     (0,j,0,l),     (0,1,0,-j),     (l,0,0,0j. 

Wir  bemerken  zugleich:  An  anderen  Vierergruppen  als  diesen  beiden 
kann  die  Substitution  (0,  0,  1,  0)  nicht  betheiligt  sein.  Die  vier  Sub- 
stitutionen einer  solchen  Vierergruppe  G^  sind  nämlich  durchweg  mit 
einander  vertauschbar;  mit  (0,  0,  1,0)  sind  aber  eben  nur  die  8  Substi- 
tutionen (3)  der  Dieder-(Tg  vertauschbar.  Da  nun  die  einzelne  Vierer- 
gruppe drei  Substitutionen  der  Periode  zwei  enthält,  so  gewinnen  wir 
im  Ganzen  2  •  45  :  3  =  30  Vierergruppen. 

Man  bestimmt  diese  Anzahl  auch  leicht  daraus,  dass  die  einzelne 
Vierergruppe  immer  von  drei  unter  den  45  gleichberechtigten  Dieder- 
gruppen (rg  geliefert  wird.  So  wird  die  Gruppe  (4)  von  jenen  drei  G^ 
geliefert,  in  denen  die  drei  Substitutionen  (0,  0,  1,  0),  (0,  1,  0,  j), 
(0,j,  0,  —  1)  ausgezeichnet  enthalten  sind.  Es  zerfallen  nun  diese  30 
Vierergruppen  in  zwei  durch  die  Gruppen  (4)  und  (5)  repräsentierte 
Systeme  zu  je  15  gleichberechtigten  G^.  Wären  nämUch  alle  30  G^ 
gleichberechtigt,  so  wäre  die  einzelne  ausgezeichnet  in  einer  umfassend- 
sten Gruppe  6^12  enthalten,  die  eine  Diedergruppe  G^  enthalten  müsste. 
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was  ein  Widerspruch  ist.  Wir  haben  somit  als  Resultat:  Als  einzige  in 
der  G^c^Q  eiitlmlteiien  Vierergruppen  haben  wir  zwei  Systeme  von  je  15  gleich- 
berechtigten G^,  ivelcJic  durch  die  Gruppen  (4)  und  (5)  repräsentiert  iverden. 
Als  eine  unter  15  gleichberechtigten  ist  die  einzelne  Vierer-G^  aus- 
gezeichnet in  einer  G^^  enthalten,  welche  bekanntlich  den  Oktaedertypus 
besitzt.  Wir  finden  somit  weiter:  In  der  G.^^q  sind  zwei  Systeme  von  je 
15  gleichberechtigten  Oktaeder griippen  G^^  enthalten,  die  ihrerseits  tvieder 
zwei  Systeme  von  je  15  gleichberechtigten  Tetraedergruppen  G^^  enthalten; 
zugleich  sind  diese,  da  die  Vierergruppen  einzig  waren,  auch  die  einzigen 
in  der  G^^^q  enthaltenen  Oktaeder-  und  Tetraedergruppen.  Als  Beispiel 
notieren  wir  diejenige  Oktaeder- (rg^,  welche  aus  den  Substitutionen: 

(6)  ^0^(1 -^-,0,1-^,0),     T,^[0,l-\-j,l-j,\-j), 

U,^{\,l-j,l,\+j) 
erzeugbar  ist.    Diese  letzteren  befriedigen  nämlich  die  Congruenzen: 

Äo^^l,     V^l,     U.'^l,     S,T,Uo^l 

und  erzeugen  somit  nach  ,,Mod."  I  pg.  456*)  thatsächlich  eine  Oktaeder- 
gruppe. 

Da  die  einzelne  Cr24  ^^i*  noch  mit  ihren  eigenen  Substitutionen  ver- 
tauschbar ist,  so  gelangt  unser  Schlussverfahren  bei  ihnen  zu  Ende. 
Wir  betrachten  demnach  jetzt  die  beiden  Systeme  von  je  20  gleichberech- 
tigten cyklischen  Gruppen  G.^.  Gehen  wir  zunächst  auf  die  Substitutionen 
der  Periode  drei  selbst  zurück,  so  ist  die  einzelne  unter  ihnen  als  eine 
unter  40  gleichberechtigten  ausgezeichnet  in  einer  G^  enthalten,  z.  H. 
die  erste  Substitution  (5)  pg.  582  in  der  G^  der  Substitutionen: 

(7)  (l,B,0,(-H-j)5), 

welche,  wie  man  sieht,  ausser  der  Identität  8  Substitutionen  der  Periode 
drei  enthält.  Da  jede  dieser  Substitutionen  mit  jeder  anderen  vertausch- 
bar ist**),  so  wird  jede  unter  ihnen  von  sich  aus  mittelst  unserer  Schluss- 
weise zu  der  gleichen  G,j  führen,  so  dass  die  einzelne  Substitution  der 
Periode  drei  sich  nur  in  einer  G^  findet. 

Gehörten  nun  alle  8  Substitutionen  (7)  nur  dem  einen  Systeme 
der  40  gleichberechtigten  Substitutionen  der  Periode  drei  an,  so  würden 
wir  nach  dem  eben  gewonnenen  Resultate  nur  40  :  8  =  5  gleichberech- 
tigte Gq  gewinnen.    Dann  aber  wäre  die  einzelne  ausgezeichnet  in  einer 


*)  Siehe    auch    Dyck,    „Gruppentheoretische   Studien",   Math.   Ann.    Bd.   20, 
pg.  1  (1882). 

**)  Dies  geht  unmittelbar  aus  der  leicht  beweisbaren  Congruenz  hervor: 

(1,  B,  0,  (-  1  -\-j)B)  (1,  B\  0,  (-  1  +3)B')  =  (1,  5  -t-  B\0,  (-  1  ^j){B  +  B')). 
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G-jo  enthalten,  während  doch  eine  solche  Gruppe  nicht  existieren  kann. 
Also  enthält  die  einzelne  Gq  Substitutionen  der  Periode  drei  aus  beiden 
Systemen.  Da  wir  nun  im  Ganzen  80  Substitutionen  der  Periode  drei 
haben,  so  gewinnen  wir  als  Ergebniss:  Die  G^^q  enthält  10  gleichberech- 
tigte Gruppen  G^,  deren  einzelne  aus  lauter  mit  einander  vertauschharen 
Substitutionen  besteht  und  je  zwei  cyklische  G^  aus  dem  einzelnen  der 
beiden  Systeme  enthält. 

Die  einzelne  der  Gq  als  eine  unter  10  gleichberechtigten  Grupjten 
ist  ausgezeichnet  in  einer  Ggg  enthalten.  Insbesondere  liefert  die  G^ 
der  Substitutionen  (7)  eine  G^^,  die  weiter  die  9  Substitutionen  der 
Periode  zwei: 

(8)  {0,B,l,{-l+j)B) 

und  die   18  Substitutionen  der  Periode  vier: 

(9)  {l-j,B,±a-j),i-l-\-J)B) 

enthält.  Dass  diese  36  Substitutionen  eine  Gruppe  bilden,  ist  selbst- 
verständlich; denn  ivir  haben  es  hier  mit  jener  G^^  zu  thiin,  uelche  die  oben 
der  Transformationsgleichung  zehnten  Grades  zu  Grunde  gelegte  durch  (6) 
pg.  564  erklärte  Congriienzgruppe  F^^  liefert.  Die  G^  aber  ist  nothwendig 
in  der  G^^  ausgezeichnet  enthalten,  da  sie  nel)en  der  Identität  nur  Sub- 
stitutionen der  Periode  drei  enthält,  und  die  übrigen  Substitutionen  (8) 
und  (9)  der  G^^  dieser  Periode  nicht  angehören. 

Übrigens  bilden  die  Substitutionen  (7)  und  (8)  für  sich  genommen 
eine  (r^g-,  es  ist  dies  die  umfassendste  Gruppe,  in  der  die  einzelne  in  (7) 
enthaltene  G^  ausgezeichnet  ist.  Die  G^^q  enthält  zehn  gleichberechtigte 
G^e  und  in  diesen  zehn  gleichberechtigte  G^^,  deren  jede  vier  cyklische  G^ 
als  ausgezeichnete  Untergruppen  umfasst.  Überdies  kommen  in  der  (xjg 
noch  Diedergruppen  G^  in  einer  gewissen  leicht  feststellbaren  Anzahl 
vor;  doch  kommen  diese  G^  nicht  weiter  in  Betracht. 

Die  einzelne  G^  ist  als  eine  unter  36  gleichberechtigten  Gruppen 
ausgezeichnet  in  einer  diedrischen  G^^  enthalten.  Die  G^^q  ivird  36 
gleichberechtigte  Diedergruppen  G^q  dieser  Art  enthalten.  Weitere  Gruppen 
liefert  unser  Ansatz  aber  nicht. 

Nun  existieren  aber  noch  weitere  ganz  besonders  wichtige  Unter- 
gruppen in  der  G^^^^,  nämlich  zwei  Systeme  von  je  6  gleichberechtigten 
Ikosaeder-G^eo,  welche  also  das  Maximum  der  Ordnung  y.  besitzen,  das 
wir  oben  feststellten.  Es  ist  selbstverständlich,  dass  wir  mittelst  unseres 
Schlussverfahrens  zu  diesen  Gruppen  nicht  gelangen  konnten;  denn  die 
Ikosaedergruppe  ist  eine  einfache  Gruppe.  Doch  ist  es  leicht,  die  Ikosaeder- 
gruppe  aus  Erzeugenden  zu  erklären,  wie  dies  vorhin  durch  die  Substi- 
tutionen (6)  bei  einer  Oktaeder- Gg^  geschah.    Wir  setzen  erstlich: 
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(10)  S,^{j,l-j,0,0),  T,^iO,j,0,l),  U,^(l,l-j,-l-j,j) 
und  beweisen  für  diese  Substitutionen  leicht: 

Setzt  man  zweitens: 

(11)  Ä2^(j,l-j,0,0),  T,^(0,j,  0,^-1),  U,^il,l-j,i+j,-j), 
so  gelten  entsprechend  die  Congruenzen 

S.'^l,     V^l,     U^^l,    S,T,U,^1, 

und  es  ist  überdies  8^=  Sg  •  Nach  „Mod."  I  pg.  456  erzeugen  sowohl 
die  Substitutionen  (10)  eine  Ikosaeder-G^go,  wie  auch  die  Substitu- 
tionen (11). 

Diese  beiden  Gruppen  sind  sicher  nicht  identisch.  Wenn  sie  es 
nämlich  wären,  so  würde  iu  der  G^q  auch  die  Substitution: 

der  Periode  vier  enthalten  sein,  was  nicht  der  Fall  ist.  Beide  G^q  haben 
die  aus  Si  =  S^  zu  erzeugende  Gr,  gemeinsam.  Hieraus  lässt  sich  schliessen, 
dass  diese  beiden  Gruppen  nicht  mit  einander  gleichberechtigt  sein  können. 
Die  einzelne  Gqq  ist  nämlich  eine  von  sechs  gleichberechtigten  Gruppen. 
Wären  jene  beiden  G^q  in  diesem  System  von  sechs  G^q  enthalten,  so 
würde  die  einzelne  G^^  immer  in  mindestens  zwei  (rgo  enthalten  sein. 
Da  nun  die  einzelne  G^q  sechs  G^  enthält,  so  hätten  wir  höchstens 
6  •  6  :  2  =  18  gleichberechtigte  G^,  während  wir  doch  deren  36  haben 
(cf.  pg.  584).  Wir  notieren  somit:  Innerhalb  der  G^^q  sind  zwei  Systeme 
von  je  sechs  gleichberechtigten  Ikosaedergruppen  G^q  enthalten,  ivelche  durch 
die  beiden  aus  den  Substitutionen  (10)  beziv.  (11)  zu  erzeugenden  Gruppen 
repräsentiert  werden  können.  Aus  der  Existenz  der  G^q  folgt  nach  den 
am  Anfang  des  Paragraphen  vorausgeschickten  Bemerkungen  sogleich 
weiter  als  Hauptsatz:  Die  G^^q  ist  isomorph  mit  der  Gruppe  der  geraden 
Permutationen  von  6  Dingen. 

Die  einzelne  G^q  enthält  fünf  gleichberechtigte  Tetraeder-G^g?  ^^^ 
zwar  als  einzige  Untergruppen  dieses  Typus.  Wir  finden:  Das  einzelne 
der  beiden  Systeme  der  15  gleichberechtigten  G^^  ist  dem  einzelnen  System 
der  6  Gruppen  G^q  zugeordnet,  und  zivar  in  der  Art,  dass  die  einzelne 
Tetraedergruppe  G^^  i^nmer  in  zivei  Ikosaedergruppen  G^q  des  zugeordneten 
Systems  enthalten  ist. 

Schliesslich  kann  man  leicht  zeigen,  dass  ausser  den  genannten  12 
Ikosaedergruppen  keine  weiteren  Gruppen  dieser  Structur  in  der  G^^^q  ent- 
halten sind.  Ist  nämlich  G^q  irgend  eine  in  der  G^qq  enthaltene  Ikosaeder- 
gruppe,  so  giebt  es  eine  mit  der  G^q  gleichberechtigte  Gruppe,  welche 
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die  Substitution  der  Periode  fünf  S  ^  (j,  1  —  j,  0,  Oj  enthält,  ausserdem 
aber  eine  noch  zu  bestimmende  Substitution  der  Periode  zwei  T^(0,B,C,I)), 
welche  mit  S  combiniert  in  ST  ^^  ((1  -\-  j)B,  .  .  .)  eine  Substitution  der 
Periode  drei  liefert.    Es  wird  somit  B^j  und  also  zufolge  (3),  pg.  580: 

gelten.  Die  Lösung  dieser  Congruenz  beschränkt  T  auf  folgende  zehn 
Substitutionen: 

^=(0,j,o,±i),    (o,j,  l,±(i+j)),    (0,j,±(l +;■),;■), 
(0,  j,  - 1,  ±  (1  +j)),    (0,  j,  +  (1  +  j),  -j). 

Dil  aber  die  fünf  Substitutionen: 

T,  S'-^TS,  S-'TS,  ...,  S-^TS* 

offenbar  dieselbe  G^q  liefern,  so  gewinnen  wir  von  den  ausgerechneten 
zehn  T  nur  zwei  verschiedene  (rgo)  welche  mit  den  bereits  besprochenen 
Ikosaedergruppen  identisch  sind. 

Die  Gruppe  F  war  durch  die  Spiegelung  Fg(^)  =-=  —  ^  an  der  ima- 
ginären Axe  zu  einer  Gruppe  zweiter  Art  F  erweiterungsfähig,  welche 
modulo  3  reduciert  eine  Gruppe  G^^o  ^^*'  Ordnung  720  liefert: 

^720  ""   ^360     l~   "360  ''^  3" 

Um  festzustellen,  wie  viele  mit  der  Spiegelung  F.,  gleichberechtigte 
Substitutionen  in  G-j^o  enthalten  sind,  zählen  wir  die  mit  V^  vertausch- 
baren Substitutionen  V^{Ä,  B,  C,  B)  ab.  Die  Congruenz  V^V=VV^ 
aber  lautet  explicite: 

{Ä,B,C,D)^(Ä,B,-C,-D) 

und  fordert  entweder  C  =  0,  J)  =  0  oder  Ä^O,  JB  =  0.    Wir   erhalten 
hier  also   die    zehn    Substitutionen   der  zu   (j,  1  —  j,  0,  0)   gehörenden 
Dieder- (?!().    Hieraus  folgt:    Die  Spiegelung  V^   ist  iwierhalb  der  G^^q 
eine  unter  360  :  10  =  36  gleichberechtigten  Substitutionen. 
Haben  wir  ferner  in: 

(12)  G  ,  G' ,  G",  ...,  (?^'~'^ 

ein  System  von  v  gleichberechtigten  Untergruppen  der  G^^q,  und  nehmen 
wir  sogleich  den  Extremfall  111*  =  360  an,  so  gilt  folgende  Alternative. 
Entweder  sind  diese  v  Gruppen  auch  in  der  (r^jo  w?(r  unter  sich  gleich- 
berechtigt, wo  dann  die  einzelne  G^^,  als  eine  unter  v  gleichberechtigten, 
ausgezeichnet  in  einer  Gruppe  zweiter  Art  G2,,  der  Ordnung  120:v  =  2a 
enthalten  ist.  Oder  die  Transformation  etwa  mit  F3  liefert  ein  von  (12) 
verschiedenes  System: 
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(13)  V,GJ„   V,G;V„  ...,VM^-'^V^, 

welches  erst  in  der  6^720»  ^^^^  noch  nicht  in  der  (rggo  ™^^  ^^^  System  (12) 
gleichberechtigt  ist.  Im  letzteren  Falle  sind  die  G^^  innerhalb  der  G-^^q 
nicht  zu  Gruppen  G.^.,  erweiterungsfähig.  Natürlich  kann  der  zweite 
FaU  nur  dann  zutreffen,  wenn  es  in  der  G^^q  zwei  nicht  gleichberechtigte 
■Systeme  gleicher  Structur  giebt. 

Die  Anwendung  dieser  allgemeinen  Betrachtung  auf  unsere  oben 
in  der  G^^^q  aufgefundenen  Untergruppen  G^^  bietet  nicht  die  geringste 
Schwierigkeit.  Wir  finden:  Die  10  gleichberec/itigten  Gruppen  G^^^  sind 
innerhalb  der  6r-2o  ^^*  ^^  gleichberechtigen  G^^  erweiterungsfähig  (ivas  tvir 
bereits  von  pg.  566  her  ivussten);  die  beiden  Systeme  zu  je  15  Oktaeder-G^^ 
und  ebenso  die  beiden  Systeme  zu  je  6  Ikosaeder-G^Q  werden  innerhalb  der 
0^780  gleichberechtigt. 

Hiermit  haben  wir  die  für  die  folgenden  Entwicklungen  ausreichen- 
den gruppentheoretischen  Grundlagen  gewonnen. 


§  7.    Die  beiden  Resolventen   sechsten  Grades   der  TransformationB- 

gleichung. 

Die  Zerlegung  der  Galois'schen  Gruppe  G^gg^  der  Transformations- 
gleichung "gestattet  uns,  die  Resolventen  der  Transformationsgleichung 
IQten  Qrades  kennen  zu  lernen.  Die  wichtigsten  unter  denselben  sind 
zivei  Besolventen  6""'  Grades,  die  den  beiden  Systemen  von  Ikosaeder- 
gruppen  Ggo  entsprechen,  zwei  Resolventen  15^"  Grades,  die  den  beiden 
Systemen  von  Oktaedergruppen  G^^  entsprechen,  und  endlich  die  Galois- 
sche  Resolvente  860^"  Grades,  der  gesammten  G^^q  selbst  entsprechend. 
Das  Ziel  der  weiteren  Untersuchungen  wird  sein  müssen,  diese  Resol- 
venten aufzustellen  und  die  Lösung  der  Resolventen  und  der  Transfor- 
mationsgleichung selbst  durch  die  Galois'sche  Resolvente  wirklich  durch- 
zuführen. 

Die  beiden  Systeme  der  G^q  liefern  ztvei  Systeme  von  je  sechs  gleich- 
berechtigten Congruenzgruppen  dritter  Stufe  Fq  des  Index  6;  innerhalb 
der  erweiterten  F  sind  beide  Systeme  in  einander  transformierbar.  Der 
Discontinuitätsbereich  der  einzelnen  Fg  besteht  aus  sechs  Doppeldreiecken 
des  Netzes  N  der  Gruppe  F.  Der  Versuch  zeigt,  dass  es  im  wesent- 
lichen nur  eine  einzige  Möglichkeit  giebt,  dem  zu  unserem  Netze  N 
gehörenden  Verzweigungssatze  (cf.  „Mod."  I,  pg.  346)  entsprechend  einen 
unsymmetrischen  Bereich  dieser  Art  aufzubauen.  Fig.  108  giebt  den  Be- 
reich in  der  einen  der  beiden  zu  einander  symmetrischen  Anordnungen  an; 
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die  Spiegelung  an  der  Mittellinie  c^h^  liefert  den  andern  Bereich.  Indem 
wir  der  Reihe  nach  das  einzelne  der  sechs  Doppeldreiecke  dieser  heiden 
Bereiche  mit  dem  oben  (pg.  5(j0)  fixierten  Ausgangsdreieck  des  Netzes  N 

identificieren,  erhalten  wir  die  Discon- 
tinuitätshereiche  aller  2  •  6  Gruppen  Fg . 
Wie  man  sieht,  haben  wir  in  der  Figur 
wieder  die  Bezeichnungen  a,  b,  c  für 
die  Eckpunkte  aufgenommen;  und  zwar 
tragen  die  jeweils  zu  einem  Cyklus  zu- 
sammengehörenden Ecken  gleiche  Be- 
zeichnungen. 

Unsere  Gruppen  -Tg  gehören  zum 
Geschlechte  ^)  =  0.  Eine  zum  Discon- 
tinuitätsbereiche  der  Fig.  108  gehörende 
Hauptfunction  ?/;(^)  erklären  wir  ein- 
deutig durch  die  Bestimmung: 


Fig.  108. 


(1)         t{c,)  =  0,     t{b,)  =  l.^ 


Bilden  wir  die  Ebene  der  Hauptfunction  t^(^)  und  also  den  Bereich  der 
Fig.  108  auf  die  J- Ebene  ab,  so  entspringt  eine  sechsblättrige  Riemann- 
sche  Fläche  über  dieser  Ebene,  welche  folgende  Verzweigung  hat:  Bei 
J  =0  liegen  zwei  VerzweignngsjmnJite  zu  je  zwei  Blättern,  ivährend  zivei 
Blätter  isoliert  verlaufen;  bei  J=  1  findet  sich  ein  VersweigungspunJä  zu 
zwei  und  ein  weiterer,  der  den  Werth  ip  =  1  trägt,  zu  vier  Blättern;  bei 
J  =  oo  verläuft  dasjenige  Blatt,  welches  daselbst  den  Werth  i^  =  0  trägt, 
isoliert,  ivährend  die  fünf  übrigen  Blätter  in  einem  den  Werth  ip  =^  oo 
tragenden  Verzweigungspmikte  zusammenh ängen. 

Für  die  Darstellung  von  J  als  rationale  Function  sechsten  Grades 
von  jp  entnehmen  wir  hieraus  den  Ansatz: 

J:J- 1:1^  d''  -^at  +  b)  {t'  +  c^  +  dY  :  (t  +  e^  {ijj  -  1)*  :  frp. 

Die  Berechnung  der  hier  noch  unbekannten  Coefficienten  a,  b,c,...,f 
bietet  keine  Schwierigkeit.  Benutzen  wir  zunächst  den  Umstand,  dass 
die  Functionaldeterminante  der  beiden  Functionen  (i^-fe)'(v  —  1/  und 
ip  den  Factor  [ip^  ^  cip -\- d)  enthalten  muss,  so  finden  wir  (wie  oben 
pg.  573)  durch  Coefficientenvergleichung  folgende  Darstellungen  von  c 
und  d  in.  e: 
(2)  5c  =  3e-l,     bd  =  e. 


Da  andrerseits  die  Functionaldeterminante  von: 
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den  Factor  (i^  +  e)  (</>  —  1)^  aufweisen  muss,  so  findet  man  entsprechend 
die  weiteren  Relationen: 


(•^) 


(  4a  +  3c  =  56'-  15, 
2ac  +  3&  +  rf  =  15  -  15c, 
bd  =  5e. 


Die  beiden  letzten  Gleichungen  (2)  und  (3)  ergeben,  da  c  sicher  nicht 
verschwindet,  sofort  6  =  25.    Die  erste  Gleichung  (3)  ergiebt  zufolge  (2): 

5a  =  4e—  18. 

Tragen  wir  &  =  25  und  die  Darstellungen  von  a,  c  und  d  durch  c  in 
die  zweite  Gleichung  (3)  ein,  so  ergiebt  sich  eine  quadratische  Glei- 
chung für  e,  deren  Lösungen: 

11  +  3il/l5 

sind.  Die  zugehörigen  Werthe  a,  c,  d  bestimmt  man  nun  sofort  und 
berechnet  den  noch  fehlenden  Coefficieuten  /'  aus  der  identischen 
Gleichung: 

iudem  maii  etwa  i'  =  1  einträgt.  Die  Darstellung  von  J  als  rationale 
Function  sechsten  Grades  der  Hauptf'unction  rjj  hat  hiernach  die  Gestalt: 

(4)  J-:J'-1:1  = 

(^^  _^y±±iiyi^  +  25)  [tß^  -  n^^  ^  _  ii±  iiv^y 

,    28.3S'V3   , 

:  ± ^t'i 

5».V5         ' 

diese  Relationen  stellen,  indem  wir  sie  hei  gegebenem  J  als  Gleichungen 
sechsten  Grades  für  xl)  auffassen,  unmittelbar  die  beiden  gesuchten  Resol- 
venten sechsten  Grades  dar.  Die  2  •  6  Lösungen  ^  dieser  Resolventen 
liefern  die  Hauptfunctionen  der  zwölf  Gruppen  Fg.  Gegenüber  den  Sub- 
stitutionen der  Gesammtgruppe  F  werden  die  sechs  Functionen  des  ein- 
zelnen Systems  der  F^  die  3(30  geraden  Permutationen  erfahren.  Wir 
haben  also  hier  mit  zwei  Gleichungen  sechsten  Grades  zu  thun,  deren 
Galois'sche  Gruppe  (Monodromiegruppe)  die  Gruppe  der  geraden  Ver- 
tauschungen ihrer  Wurzeln  ist. 
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Mit  Rücksicht  auf  weitere  Entwicklungen  haben  wir  noch  festzu- 
stellen, welche  von  den  beiden  Gleichungen  (4)  zu  dem  in  B'ig.  108  ge- 
zeichneten Disconti- 
nuitätsbereiche  ge- 
hört. Hierüber  ist 
leicht  zu  entscheiden. 
Wir  ziehen  die  zu  den 
oberen  Zeichen  ge- 
hörende Gleichung 
(4)  heran  und  erin- 
nern daran,  dass  die 
reellen  Werthe  J 
längs  der  Seiten  der 
Dreieckstheilung  un- 
seres Netzes  N  zu- 
treffen. An  Fig.  108 
stellt  man  aber  fest, 
dass  sich  die  ge- 
sammten  Dreiecks- 
seiten auf  einen  ein- 
zigen in  sich  zurück- 
laufenden  Curvenzug 
der  i^'- Ebene  über- 
tragen. Die  Gleichung 
dieses  Curvenzuges 
können  wir  für  die 
aussrewählte      Resol- 

o 

vente  (4)  leicht  angeben.    Damit  nämlich  J  reell  wird,  ist  hinreichend 
und  nothwendig,  dass: 

(2^-11-3jVT5)Vi^-1)^i/^-^ 
rein  imaginär  ausfällt.    Setzen  wir  demnach  ip  =  x  -\-  iy  und  verstehen 
unter  ^(Ä)  den  reellen  Bestandtheil  der  complexen  Zahl  Ä,  so  ergiebt 
sich  als  Trägerin  aller  reellen  Werthe  J  die  Kurve   siebenten  Grades: 

(5)         m(^{2x-U+i{2y-3yT5)y(x-l+iy)\x-iijfj=0. 

Um  diese  Curve  in  der  x,  i/- Ebene  zu  zeichnen,  berechne  mau  sich 
zunächst  aus  (4)  die  Werthe: 

tpM,  tp(a^)  =  -^(4^5  +  3n/3  ±  2)/3  iV  -  3  -{-ItY^  +  i Vs^Yye)^, 

tia^),  t(a^)  =  -^hVb  +  9«i/3  ±  Vlb  {Vs  +  8V6  +  i/-3-f  8>7§)  ), 
4y5  \ 


Fig.  109. 
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markiere  die  betreffenden  angenähert  durch: 

6,14  + 6,60 i;     1,86-2,01*;   ... 
gegebenen  Punkte  in  der  x,  y- Ebene  und  füge  auch  die  Punkte 

t/;(O  =  0,     i^(A)  =  l,     J/^(62)=|(ll  +  3i>/l5) 

hinzu.    Der  übrige  Verlauf  der  Curve  ist  iu  Fig.  109  skizziert.   Die  Curve 
schneidet  die  in  der  Figur  punktiert  augedeutete  a?- Axe  vierfach  bei  a;  ==  1, 

einfach  bei  a?  =  0  und  ausserdem  je  einfach  bei  x  =  ~^\S^  ±31/15);  sie 

hat  ferner  fünf  Asymptoten  gleicher  Richtungsunterschiede       ,    welche 
den  mit  1,1',  2,  2',  .  .  .  bezeichneten  Zweigen  entsprechen. 

Ein  Blick  auf  die  Figuren  108  und  109  genügt  jetzt,  um  zu  er- 
kennen, dass  wir  hier  mit  dem  zusammengebogenen  Polygon  der 
Fig.  108  zu  thun  haben  und  eben  nicht  mit  dem  zu  dieser  Figur  sym- 
metrischen Polygon.  Wir  notieren  somit  als  Resultat:  Zu  dem  in 
Fig.  108  ausgewählten  Polygon  gehört  die  Resolvente  (4)  mit  den  oheren 
Zeichen. 

§  8.    Die  Discontinuitätsbereiche  der  zu  den  Oktaeder-  und 
Tetraedergruppen  gehörenden  r^^  und  F^q. 

In  der  G^qq  fanden  wir  (pg.  587)  zwei  Systeme  von  je  15  Oktaeder- 
gruppen (t24-  Ihnen  entsprechen  mvei  Systeme  von  je  15  gleichberechtigten 
Congruenzgruppen  dritter  Stufe  F^r,  vom  Index  15,  welche  innerhalb  der 
erweiterten  F,  aber  noch  nicht  innerhalb  der  ursprünglichen  Grupjje  F 
gleichberechtigt  sind.  Es  ist  ausreichend,  den  Discontinuitätsbereich  für 
eine  einzelne  F^j  herzustellen;  wir  bevorzugen  unter  den  Oktaedergruppen 
6r24  etwa  diejenige,  welche  wir  oben  (pg.  587)  aus  den  Substitutionen: 

(1)        S^{1  -j,  0,  1  -  j,  0),       T^  (0,  1  +  j,  1  -j,  1  -j), 

C7^(l,l-i,  1,  1+i)     ^ 

herstellten.    Wir  erinnern  sogleich  daran,  dass  diese  G^^  die  Dieder-ög 
der  Substitutionen: 

.2J(l-i.0,l-j,0),    (0,0,1,0),    (l-j,0,-l+i,  0),    (1,0,0,0), 
^  ^l  (0,1, 0,j),     (0,j,0,l),     (0,j,0,-l),     (0,1,0,-j) 

in  sich  enthält  (ef.  pg.  586)  und  demnach  in  der  Gestalt: 

(3)  G,,  =  G,-i-UG,  +  U'G, 

darstellbar  ist. 
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Fig.  110  dargestellt. 

t»; 


(4) 


Ein  Discontinuitätsbereich  der  zu  dieser  G^^  gehörenden  F-^r,  ist  in 
Um  die  Lagerung  desselben  im  Dreiecksnetze  N 
zu  kennzeichnen,  ist  das  oben 
(pg.  560)  ausgewählte  Ausgangs- 
dreieck der  Gesammtgruppe  F  in 
der  Figur  stark  umrandet,  und  es 
sind  die  Erzeugenden  der  Gruppe  F 
hinzugesetzt.  Der  Eckpunkt  6^  ü^gt 
also  bei  ^=?,  der  Kreisbogen  h^h._^ 
stellt  den  sich  anschliessenden  Theil 
der  imaginären  ^-Axe  mit  |^|  >  1 
dar,  der  Kreisbogen  b^h^'"  aber 
einen  Theil  des  Einheitskreises.  Für 
die  Ecken  haben  wir  durchweg  die 
Bezeichnungen  a,  h,  c  wieder  auf- 
genommen; Ecken,  die  zu  einem 
Cyklus  zusammen  gehören,  haben 
gleichen  unteren  Index  und  sind 
durch  obere  Indices  unterschieden. 
Die  Zusammengehörigkeit  der  Rand- 
curven  geben  wir  in  einer  sofort 
verständlichen  Bezeichnungsweise 
^ tabellarisch  an: 

(b, y  ->  (b, b-),      s==vr'^{\  -j,  0, 1  -j,  0), 
K&3') -->  («A"),      n^(o,  1,0,  j), 

K6;)^(a,V'),         Fe^(0,j,  0,  1), 

(^5  h)  -->  (h  W),      n  ^  (0, 1  -j,  1  -j,  - 1  -i), 
(W'Wl  ->  iW  h),      Fg  =  (1 , 1  -i,  -  1 ,  1  4-i), 


Fig.  110. 


wobei    neben    jedem    Paare    zusammengeordneter    Randcurven    die    zu- 
gehörige Substitution  notiert  ist. 

Diese  Angaben  kann  man  in  folgender  Weise  bestätigen:  Zunächst 
überzeuge  man  sich,  dass  die  Zusammenordnung  der  Randcurven  eine 
solche  ist,  wie  sie  dem  zu  unserem  Dreiecksnetze  gehörenden  Ver- 
zweigungssatze (cf.  „Mod."  I,  pg.  346)  entspricht.  Der  Discontinuitäts- 
bereich definiert  also  eine  Untergruppe  der  Gruppe  F,  und  zwar  offenbar 
eine  Fjg  des  Index  15,  da  der  genannte  Bereich  aus  15  Doppeldreiecken 
aufgebaut  ist.  Diese  F^^  ist  ersichtlich  vom  Geschlechte  i?  =  0;  und  es 
liegen  auf  dem  Rande  des  Bereiches  die  festen  Ecken  a^,  a^,  h^,  «^  und 
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&i,  denen  Erzeugende  der  Perioden  2,  2,  2,  2  und  4  zugehören.  Die 
durch  den  angegebenen  Bereich  erklärte  Gruppe  r^g  liat  demnach  die  Sig- 
natur (0,5;  2,2,2,2,4).*) 

Man  wolle  zweitens  die  erklärten  Substitutionen  V^,  V^,  .  .  .,  Fg 
in  den  Erzeugenden  Fj,  F2,  F3  der  Gesammtgruppe  darstellen  und  wird 
in  jedem  Falle  die  in  (4)  angegebene  Congruenz  bestätigt  finden.  Die 
Substitutionen  S=  Fg"^,  F5,  Fg  gehören  der  unter  (2)  angegebenen  Gg 
und  also  der  ausgewählten  (tj^  an.  Dasselbe  gilt  aber  auch  von  F^ 
und  F^;  denn  es  gelten  die  Congruenzen: 

V,^U'-  (0,  j,  0,  -  1),      F,  ^  WS-'  ^U'V,. 

Endlich  ist  Fg  =  F^  Fg,  so  dass  auch  Fg  der  G^^  angehört.  Alle  Er- 
zeugenden der  durch  den  Bereich  der  Fig.  110  erklärten  F^j  und  also 
diese  Gruppe  selbst  ist  in  der  zu  unserer  6^34  gehörenden  F^r,  enthalten; 
beide  Gruppen  Fjj  sind  also  als  Gruppen  von  gleichem  Index  identisch: 
Die  zur  Oliaedergruppe  G.^^  gehörende  F,5  ist  die  durch  den  Discontinuitäts- 
hereich  der  Fig.  110  erUärte  Gruppe  der  Signatur  (0,  5;  2,  2,  2,  2,  4). 

In  der  G^^  ist  eine  ausgezeichnete  Tetraedergruppe  enthalten.  Diese 
Gruppe  G^.2  setzt  sich  zusammen  einmal  aus  der  auch  in  der  G^^  aus- 
gezeichnet enthaltenen  Vierergruppe: 

(5)  F,2  =  (0,  0,  1,0),       r,  ^  (0,  1,  0,  j),  (0,  j,  0,-1), 

Fo^  (1,0,  0,0) 

und  ausserdem  aus  den  acht  in  der  6^24  enthaltenen  Substitutionen  der 
Periode  drei  Einen  Discontinuitätsbereich  der  zur  G^2  gehörenden  F^q 
wird  man  ohne  Mühe  aus  dem  Bereiche  der  Fig.  110  herstellen.  Man 
übe  auf  diesen  Bereich  die  Substitution  Fg,  welche  die  Gj2,  ohne  der- 
selben anzugehören,  in  sich  transformiert,  aus  und  hänge  den  ent- 
springenden neuen  Bereich  dem  ersteren  an.  So  erhält  man  als  Discon- 
tinuitätsbereich der  F30  das  in  Fig.  111,  pg.  598,  dargestellte  Polygon. 
Bei  der  Zuordnung  der  Randcurven  gilt  folgende  Überlegung:  Diejenigen 
Erzeugenden  F  der  F,5,  welche  zur  Vierergruppe  (5)  gehören  oder  von 
der  Periode  drei  sind,  bleiben  der  F^q  als  Erzeugende  erhalten;  bei  der 
zweiten  hinzugefügten  Hälfte  des  Polygons  reiht  sich  dann  einer  Er- 
zeugenden F  dieser  Art  die  weitere  V^VV^'^  an.  Der  Rest  der  Er- 
zeugenden gehört  noch  nicht  der  Fg^  an;  eine  unter  ihnen,  F,  giebt 
dann  in  V^V  eine  Erzeugende  der  F^q.  Zur  ersten  Kategorie  gehören 
nur  die  Erzeugenden  F5  und  Fg  der  F^,  neben  welche  also  die  Sub- 
stitutionen  V^V-^V^-',   FgFgFg"^   treten.     Die    zweite   Kategorie    bilden 


*)  Diese  Fj^  ist  weder  durch  eine  Spiegelung  der  F  noch   durch  eine  dieser 
Gruppe  fremde  Spiegelung  erweiterungsfähig. 
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Fg,  F4,  Fg,  V^,  welche  also  die  Erzeugenden  K/,  V^V^,  V^V^,  \\V^ 
der  F30  liefern.  Wir  stellen  die  Zuordnung  der  Randcurven  bei  Fig.  111 
nebst  den  zugeliöricren  Substitutionen  wieder  tabellarisch  zusammen: 


(6) 


(PM 
(«1&3) 

(KW) 

ih'h") 
(«2^2') 


(hWl, 

{WK'), 

(«1^3'). 

{Wh), 

{KW), 

'A"h), 

{a^W), 

(h"h"), 


V  V  V  -^ 

^2  '^0  '^S       , 

>^2  y^,  y^    • 


Aus  der  damit  angegebenen  Zuordnung  der  Randcurven  stellt  mau 
sofort  fest,   dass  wir  hier  mit  einem  Polygon  des  Geschlechtes  ^  =  1 


Fig.  111. 


zu  thun  haben.  An  festen  Ecken,  die  Fixpunkte  von  Erzeugenden  der 
Fgo  sind,  finden  sich  auf  dem  Rande  des  Polygons  die  drei  a^,  a^,  \, 
welche  Fixpunkte  von  Substitutioneu  der  Periode  zwei  Fg^,  F5,  V^V-^V{'^ 
der  FgQ  sind.  Wir  notieren  demnach  als  Ergebnis« :  Die  der  ausgewählten 
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Tetraedergruppe  G^^  zugehörige  I\q  ist  eine  Gruppe  der  Signatur  (1 , 3 ;  2, 2, 2), 
deren  Discontimiitätshereich  durch  das  Polygon  der  Fig.  111  und  der  Rand- 
curvenzuordnung  (6)  gegeben  ist. 

Jede  der  sechs  gleichberechtigten  Ikosaedergruppen  Ggo  ^®^  ®^^" 
zelnen  Systems  enthält  fünf  gleichberechtigte  Tetraedergruppen  (r^g,  so 
dass  sich  die  einzelne  G^^  immer  in  zwei  gleichberechtigten  Ikosaeder- 
gruppen, Gqq  und  G^g'o,  findet,  und  zwar  offenbar  als  grösster  gemein- 
samer Bestandtheil  dieser  beiden  Gruppen.  Die  zum  Bereiche  der  Pig  111 
gehörende  F^q  ist  demnach  grösster  gemeinsamer  Bestandtheil  zweier 
unserer  gleichberechtigten  Gruppen  Fg  und  Fq    des  einen  Systems. 

Dies  bestätigt  sich  an  der  Fio\  111  in  der  That.  Ordnet  man  mittelst 
erlaubter  Abänderung  den  Discontinuitätsbereich  der  F^q  cyklisch  um 
den  in  Fig.  111  mit  c^  bezeichneten  Punkt  an,  so  entspringt  als  neue 
Gestalt  des  Discontinuitätsbereiches   der  F^q  die  in  Fig.  112  gegebene, 


wobei  die  mit  Cj,  tj  (^  =  0  "^^  h"  bezeichneten  Punkte  der  alten 
Anordnung  in  der  neuen  dieselben  Bezeichnungen  tragen.  Die  Zuord- 
nung der  Randcurven  stellen  wir  für  Fig.  112  wieder  tabellarisch  zu- 
sammen : 

Fricke-Klein,  Automorphe  Functionen.  II.  3  "9 


(7) 
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Fügen  wir  nun  zur  F^^  die  etwa  mit  W  zu  bezeichnende  Substitu- 
tion der  Periode  fünf  mit  dem  Fixpunkte  Cg  hinzu,  so  gewinnen  wir  in: 

eine  Gruppe,  deren  Discontinuitätsbereich,  wie  man  durch  Reduction  der 
Zuordnung  der  Raudcurven  von  Fig.  112  mittelst  der  Drehung  W  um  c^ 
zeigt,  das  in  Fig.  112  stark  umrandete  Theilpolygon  mit  sechs  Doppel- 
dreiecken ist.  Die  Zuordnung  der  Randcurven  dieses  Theilpolygons  ist 
in  seinem  Innern  angegeben.  Wie  man  sieht,  sind  wir  hier  zum  Dis- 
continuitätsbereiche  der  Fig.  108  pg.  592  zurückgekommen,  durch  den 
wir  in  der  That  das  eine  System  der  sechs  gleichberechtigten  Fg  er- 
klären konnten. 

Die  zweite  mit  der  Fg  gleichberechtigte  Gruppe  Fg'  lässt  sieh  in 
derselben  Art  gewinnen,  indem  wir  den  Bereich  der  Fig.  111  durch  er- 
laubte Abänderung  cyklisch  um  den  Punkt  q  anordnen,  der  den  ebenso 
bezeichneten  Punkt  der  Fig.  112  liefert.  Die  Gruppe  Fg'  ist  nämlich 
einfach  durch  F6'  =  F2~^F6F2  gegeben,  wie  man  aus  dem  Umstände 
folgert,  dass  zwar  die  F^q,  aber  nicht  die  Fg  durch  V^  in  sich  trans- 
formiert wird.  Wir  schliessen  mit  dem  Satze:  Comhiniert  man  die 
6  Gruppen  Fg  des  einzelnen  Systems  zu  Paaren,  was  im  Ganzen  15  Paare 
Fg,  Fg'  ergiebt,  so  ist  der  grösste  gemeinsame  Bestandtheil  der  Gruppen 
Fg,  Fg'  des  einzelnen  Paares  eine  unserer  15  gleichherecJdigten  F^q  der 
Signatur  (1,3;  2,2,2). 

§  9.  Die  beiden  Resolventen  15*^"  Grades  der  Tranformationsgleieliung. 

Die  vorstehenden  gruppentheoretisch-geometrischen  Betrachtungen 
legen  den  Grund  zur  Gewinnung  der  den  beiden  Systemen  der  Fj-  ent- 
sprechenden zwei  Resolvenfen  15*""  Grades  der  Transformationsgleichung. 
Allerdings  sind  die  Verhältnisse  hier  ziemlich  schwierig;  der  unmittel- 
bare Ansatz  einer  Hauptfunction  der  ausgewählten  F,5  und  der  Ver- 
such, die  Relation  zwischen  ihr  und  der  Hauptfunction  t7(^)  der  Ge- 
sammtgruppe  aus  der  Verzweigung  des  Polygons  der  Fig.  110  über  der 
J-Ebene  nach  der  Functionaldeterminantenmethode  festzustellen,  ist  aus- 
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sichtslos.  Wir  müssen  hier  vielmehr  einen  ziemlich  weiten  Umweg 
machen. 

Nach  dem  Schlusssatze  des  vorigen  Paragraphen  ist  die  F^^  des 
Discontinuitätsbereiches  Fig.  111,  pg.  598,  grösster  gemeinsamer  Bestand- 
theil   zweier    Gruppen    Tg  und   i^e' =  ^2~  ^  A  ^2  >   teeren   Hauptfunctionen: 

nach  der  pg.  592  gegebenen  Vorschrift  gewählt  sein  sollen.  Wir  haben 
für  unsere  F^q  des  Geschlechtes  p  =  l  in  0(^)  und  i^'(0  unmittelbar  ein 
Fnnctionssystem,  welches  das  einzelne  Paar  zusammengehöriger  Wertliejeireils 
nur  in  einem  Punkte  des  Discontinuitätsbereiches  annimmt.  Da  ip^^)  und 
i^'(^)  in  diesem  Bereiche  fünfwerthig  sind,  so  gehen  diesen  Functionen 
eine  algebraische  Relation  mit  einander  ein,  die  in  jeder  unter  ihnen 
auf  den  fünften  Grad  steigt.  Diese  Relation  ist  sofort  angebbar.  Da 
nämlich  j^  und  ^'  zwei  verschiedene  Lösungen  der  zu  den  oberen  Zeichen 
(cf.  pg.  595)  gehörenden  Gleichung  (4)  pg.  593  sind,  so  findet  man  durch 
Gleichsetzen  der  beiden  Ausdrücke  von  {J—  1)  in  1/^  und  ^': 

[t 2  )   ^^^'  ~  ^^^  ~  V^ 2  )    ^^  ~  ^^    ^'  ^  ^• 

Befreien  wir  die  linke  Seite  von  ihrem  nicht  identisch  verschwindenden 
Factor  (f  —  ij;'),  so  folgt  als  algebraische  Eelation  des  Geschlechtes  p=  i 
zwischen  tp  und  xl^': 

(2)      (i^  +  t/;7t^i^'-3(i^+i^7(t^^7+(i/;i^7-3(5  +  i]/l5J((^  +  t/;')=V^' 

-2(«/.  +  i^')(i^i^yj  + 3^i+^^^((^  +  ^.?^^'-(i^ «/;?)-- 22.  7. 

(2  +  3i]/l5)(7/;  +  ^')xl)i>'  +  3(8  +  37^Yl5)^^/;'  +  y  (7  -  33^-[/15)  =  0. 

Diese  Relation  ist  in  i^  und  xp'  symmetrisch.  Der  Austausch  von  ^ 
und  i^'  stellt  eine  Transformation  der  Periode  zwei  des  durch  (2)  ge- 
lieferten algebraischen  Gebildes  in  sich  dar;  und  zwar  handelt  es  sich 
dabei  um  diejenige  Umformung,  welche  der  Transformation  V^  der  F^q 
in  sich  angehört. 

Ehe  wir  Functionen  von  geringerer  Werthigkeit  für  die  F.^q  auf- 
stellen, gehen  wir  zur  P^g,  welche  aus  der  F^q  durch  Zusatz  von  V.^ 
entsteht.    Die  symmetrischen  Functionen: 

der  j/;,  ip',  welche  zufolge  (2)  durch  die  Relation: 

(4j     tu'-U'u'  +  t^-^{ö-{-iyib)(tii^-2t'u)  +  ^{?A-\-i9iyiö){tti'"-t') 

-2'^-  7(2  -h  3^yT5)^^*4-  3(8  +  37«yT5)f  +  -2-(7— 33?:]/l5)  =  0 

39* 
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an  einander  gebunden  sind,  liefern  uns  Functionen  der  F^^.  Nun  ist 
wesentlich,  dass  nicht  nur  t{^)  sondern  auch  noch  yt{^)  eine  eindeutige 
automorphe  Function  der  Fjg  ist.  Es  haben  nämlich  die  Functionen  xp 
und  ijj'  ihre  Nullpunkte  und  Pole  im  Polygon  der  Fig.  111  (pg.  598) 
ausschliesslich  in  den  Punkten  <?;  und  zwar  wird  ^(^)  fünffach  0  in  Cg 
und  je  einfach  oo  in  den  übrigen  Punkten  c,  während  ^'(0  fünffach  0 
in  Cj  und  je  einfach  oo  in  den  übrigen  Punkten  c  wird.  Für  die  linke 
Hälfte  des  genannten  Polygons,  d.  i.  für  den  in  Fig.  110,  pg.  596,  ge- 
gebenen Discontinuitätsbereich  der  F^^  folgt  demnach,  dass  ^  =  ^  •  ^' 
im  Punkte  Cy  dieses  Bereiches  vierfach  0  und  in  den  Punkten  ^2  und  Cg 
je  zweifach  oo  wird.  Da  sonstige  Nullpunkte  und  Pole  fehlen,  und  da 
andererseits  die  Fj^  vom  Geschlechte  p  =  0  ist,  so  folgt,  dass  auch  noch: 

f  5)  HO  -ViiX)  =  vWS^'TS 

eine  eindeutige  Function  der  F^^  ist,  die  in  c^  zweifach  0  und  in  c^  und  Cj 
je  einfach  oo  ist.  Durch  (5)  ist  die  Function  v  erst  bis  auf  das  Vor- 
zeichen bestimmt;  die  Auswahl  desselben  behalten  wir  uns  vor. 

Die  zwischen  den  Functionen  w(^)  und  v{^)  bestehende  algebraische 
Relation  können  wir  aus  (4)  ableiten.  Setzen  wir  nämlich  hier  t  =  v^ 
ein,  so  muss  die  entspringende  Gleichung: 

uH'-3uH*-\-v^-{lb  +  ^iyib){uH'-2uv')-\-l(93-\-bli]/ld){uh^-v'') 
-  (56  +  S4iyib)uv'  +  (24  +  111  «yiöj/;-  +  |  (7  -  33*yi5)  =  0 

sich  als  reducibel  erweisen.  In  der  That  lässt  sich  die  linke  Seite  dieser 
Gleichung  in  die  beiden  Factoreu: 

(^t2v-i(l5-f3^yi5)w^;-t•3  +  (l2-f3^yl5)t•)±(M^;2-2(l5  +  3^yl5)^- 

+  1(11  + 3  y  15)) 

zerlegen,  welche  sich  bei  Vorzeichenwechsel  von  v  austauschen.  Da  wir 
nun  über  das  Vorzeichen  von  v(^)  noch  disponieren  können,  so  bestim- 
men wir  dasselbe  in  der  Art,  dass  die  leiden  Functionen  u{^)  und  v{^') 
der  Gruppe  F^^r,  des  Geschlechtes  p  =  0  die  algebraische  Relation: 

(6)         ii'v  +  uv'-v^-  {(15  +  diyib)uv  -  l  (l5  +  ^iyib)v^ 

+  (12  +  3yi5)i;  +  \{n  +  3*/i5)  =  0 
mit  einander  eingehen. 

Diese  Relation  bestätigt,  dass  v(^)  eine  zweiwerthige  Function  im 
Polygon  der  F^^  ist,   und  zeigt  weiter,   dass  m(^)  ebendurt  dreiwerthig 
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ist.  Wir  können  nun  aber  auch  leicht,  und  zwar  auf  zwei  Wegen,  zu 
einer  Hauptfunction  der  F^  gelangen.  Fassen  wir  erstlich  die  Gleich- 
ung f6)  als  quadratische  Gleichung  für  u,  so  gehört  derselben  eine  zwei- 
blättrige Riemann'sche  Fläche  des  Geschlechtes  p  =  0  über  der  v-Ebene 
zu.  In  den  Verzweigungspunkten  dieser  Fläche  verschwindet  die  Dis- 
criminante  der  quadratischen  Gleichung  (6): 

(7)  v{bv^  +  (15  +  -.MYlöjv'-  {(51  -  21  iyib)v  -  (22  +  öi/lö))  . 

Einer  der  Verzweigungspunkte  liegt  bei  v  =  0;  und  da  wegen  des  Ge- 
schlechtes j)  =  0  nur  noch  ein  weiterer  Verzweigungspunkt  auftritt,  so 
muss  der  cubische  Factor  in  (7)  nothwendig  das  Quadrat  eines  linearen 
Factors  enthalten.  Dieser  lineare  Factor  lässt  auch  die  Ableitung  des 
cubischen  Factors  verschwinden: 

15z;2+  (30  -f-  6iyib)v  -  -{(51  -  21*yr5)  =  0 

und  kann  von  hier  aus  leicht  gefunden  werden.  Daraufhin  zerlegt  man 
die  Discriminante  (7)  in  die  Factoren: 

(8)  v{v  -f  4)  [vVb  -  liYb  -  3t)/3))', 

so  dass  der  zweite  Verzweigungspunkt  der  fraglichen  Riemann'schen 
Fläche  bei  t-  =  —  4  gelegen  ist.  Als  Lösung  der  Gleichung  (6)  für  u 
merken  wir  noch  an: 

(9)  «  =  -{t;  +  |(l5  +  3^yl5)±l(l;>/5-{(>/5-3^y^))]/l±^ 

Nun   können   wir  eine  Hauptfunction  xit)  d^r  F^g  in  der  Gestalt: 


ao)  ^(0-1/'^ 

gewinnen  und  wollen  das  hier  noch  disponibele  Zeichen  so  bestimmen, 
dass  lil)  mit  den  eindeutig  erklärten  Functionen  u  und  v  die  aus  (9) 
folgende  Eelation  eingeht: 

(11)    u  =  -  ^v  +  j(lb  +  3^-^/l5)  -{(r;]/5  -  {(V^ö  -  3i}/3))  •  x- 

Die  zweite  Art,  eine  Hauptfunction  der  T^g  zu  erklären,  knüpft  an 
die  Deutung  von  u  und  v  als  rechtwinklige  Coordinaten  in  einer  Ebene 
an.  Gleichung  (6)  stellt  dann  eine  Curve  dritten  Grades  dar,  die  als 
zum  Geschlechte  p  ^  0  gehörig  einen  Doppclpunkt  haben  muss.  Die 
gewünschte  Hauptfunction  wird  alsdann  auf  dieser  Curve  durch  ein  Ge- 
radenbüschel mit  dem  Centrum  im  Doppelpunkte  ausgeschnitten.    Diese 
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Darstellimg  der  Hauptfundion  %(X)  auf  der  Curve  dritten  Grades  (jdd 
aber  unmittelbar  aus  der  Gleichung  (11)  in  der  Gestalt: 

(12)  y  =  -  4^  +  2^-3(5  +  t]/l6) 

hervor.    Gleichzeitiges  Verschwinden  von  Zähler  und  Nenner  der  rechten 
Seite  dieser  Gleichung  tritt  im  Punkte  der  Coordinaten: 

7l/5  +  9i)/3  _yi-ziyi 

^^^^  ""'-      Vyi      '    '''~     2>/5 

ein,  womit,   wie  man  leicht  zeigt,  in  der  That  der  Doppelpunkt  unserer 
Curve  dritten   Grades  gewonnen  ist. 

Die  rationalen  Ausdrücke  dritten  und  zweiten  Grades  von  u  und  v 
in  der  Hauptfunction  x{t)  finflet  man  jetzt  aus  (10)  und  (11)  sehr  leicht: 

(yi — 3  iys)x'+s  (5  -\-iyii)  x'—s(syb  -  »ys)  ^ — (23 + 3  »y  15) 


(14) 


v=yt  =  y^'=  ^,^~. 


Fassen  wir  jetzt  ip(^)  und  x{t)  f^s  cm  System  von  Functioneiz  der  Gruppe 
Fgo,  die  im  zugehörigen  Biscontinuitätsbereif-he  5-  hezic.  2-iverthig  sind, 
so  erscheinen  dieselben  nach  (14)  durch  die  algebraische  Relation  verbunden: 

(15)  4tl^\f-iy-4,{x'-^)({V^  -  ^iV^)x'+  3(5  +  iVlo)x' 

-  3(3/5  -  iYd)x  -  (23  +  diyTEJ)  +  64  =  0. 

Die  Resolvente  lö*''"  Grades  der  Transformationsgleichung,  deren 
Auffindung  das  Ziel  der  gegenwärtigen  Untersuchung  ist,  kann  nun 
durch  Elimination  von  tl;  aus  dieser  Gleichung  (15)  und  der  Gleichung  (4) 
pg.  593  (für  die  oberen  Zeichen)  gewonnen  werden.  Indessen  erweist 
sich  auch  diese  Rechnung  wegen  ihres  Umfangs  als  undurchführbar. 
Wir  gehen  demnach  einen  andern  Weg,  indem  wir  die  WerthevertJieilung 
der  Hauptfunction  x  ^*w  Discontinuitätsbereiche  der  F^^  explicite  feststellen. 

Da  in  den  Punkten  Cj,  c^,  c^  des  Polygons  der  F^-  die  Werthe 
y(c^)  =  0,  ^(Cg)  =  oo,  v(c^)  =  oo  zutrafen,  so  stellen  wir  zunächst: 

(16)  X{Ci)  =  oo,     x(c^^),  Z(C3)  =  ±1 
fest. 

Dem  Doppelpunkte  der  Curve  (6)  entsprechen  zwei  Stellen  des 
Polygons  der  F^^,  in  denen  zufolge  (13): 

,    7y5  +  9iy3        ,       n  +  siyib 
^  +  ^^      2y6     '    ^^= iö — 
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zutrifl't.  Die  an  diesen  beiden  Stelleu  stattfindenden  Werthe  il>  sind  also 
die  Lösungen  der  quadratischen  Gleichung: 

2 _  7 1/5  -j-JiVl  .  _  1 1  +  3iT/i5  _  Q 

Aber  hier  steht  linker  Hand  die  Basis  des  quadratischen  Factors  im 
ersten  Glied  rechter  Hand  der  Gleichung  (4)  pg.  593.  In  den  Bezeich- 
nungen der  Fig.  108,  pg.  592,  sind  also  die  beiden  hier  in  Betracht 
kommenden  Werthsysteme  der  rp,xl>'  die  folgenden: 

^  =  -^  («3) ,  ^'  ==-^  (aj  und  t^  =  ^  {a^ ,  t' =  t  («3)  • 
Geht  man  nun  auf  die  Einlagerung  der  Polygone  der  zu  ti;  und  j/;'  ge- 
hörenden Gruppen  Fg  und  Fg'  in  das  Polygon  der  Fig.  111  ein,  so  stellt 
man  leicht  fest,  dass  im  Polygon  der  Fig.  110  die  beiden  Stellen  a^  =  a/ 
und  a,,  die  beiden  soeben  angegebenen  Werthsysteme  i/;,  rjj'  tragen.  Dem 
Boppelputikte  der  Curve  driften  Grades  entsprechen  somit  die  beiden  Stellen 
ttg  =  a.'  und  O9  unseres  Bereiches.  Nehmen  wir  die  Bezeichnungen  u^,  Vq 
für  die  Coordinaten  des  Doppelpunktes  wieder  auf,  so   folgt  aus  (12) 

und  (13): 

u  —  Uf, 1/5  1 

v—Vo  ~  ~  Y  ^~  ~2  ' 

Andrerseits  berechnet  man  aus  der  Gleichung  der  Curve  dritten  Grades 
nach  elementaren  Regeln,  dass  die  im  Doppelpunkt  stattfindenden  beiden 
Grenzwerte  für  die  linke  Seite  der  letzten  Gleichung  die  Lösungen  der 
quadratischen  Gleichung  sind: 


414-15^1/15 


=  0. 


16 

Für   die  beiden  zugehörigen  Werthe  %  finden  wir  also  die  Gleichung: 

^2_  1(9  4.3^^15)^0. 

Wir  notieren  also  als  Ergebniss: 

(17)  %{a,),  U^e)  =  ±|]/9-f3iyT5. 

Weiteren  Rechnungen  schicken  wir  folgende  allgemeine  Überlegung 
voraus:  Kennt  man  die  Werthe  ^p  und  i^'  m  einer  einzelneu  Ecke  des 
Polygons  der  T^g,  so  sind  damit  auch  die  Werthe  u  und  v-,  sowie  zu- 
folge der  aus  (6)  sich  ergebenden  Relation: 

=.  —      2^y»—  (15  -f  3tl/l5)«'-f  11  +  3il/l5 
^      ^  ^^        2«*— 2v*— (l5  +  3*Yl5)M-|-24-f  6iyi5 

auch  der  Werth  v  bekannt.    Dann  aber  finden  wir  das  zugehörige  liX) 
aus  (12). 
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So  ist  erstlich  im  Eckpunkt  ?>^(^  =  ?): 

t/;-T/;'=-2  (ll  +  3i|/l5), 
woraus  man  in  der  beschriebenen  Weise: 

^(  =  ll  +  3^■l/I5,     v  =  -  \{n  +  3ij/l5) 
berechnet.    Gleichung  (12)  liefert  damit: 

(19)  z(6i)  =  y(3/5  +  *l/3). 

In  den  Punkten  &j  und  h^  haben  j/>  und  j^'  die  Werthe: 

^  =  1,  t/''=|(ii  +  3?yr5), 

woraus  wir  für  u  und  v  berechnen: 

„  =  1(13  +  3^■}/l5),     V  -±']/\(n  +  3^/l5)  =  ±|(3>/3 -f  ?:|/5). 

Beide  Werthe  v  sind  zu  verwenden,  da  wir  zwei  verschiedene  Werthe  % 
erhalten  müssen*).    Gleichung  (12)  ergiebt: 

(20)  i (h),  x(h)  =  -l  (l/5  -  /V 3  ±  (1  -  iyib)  i)  , 
zwei  Werthe,  welche  der  quadratischen  Gleichung  genügen: 

(21)  z'  +  I  (Vö  -iV^)x-'^(^-\-  'Y 15)  =  0. 

Es  folgen  die  Ecken  h^  und  65,  die  beide  das  Werthsystem  tp=l, 
t^'  =  l  und  also  u  =2,  v  =  +  l  tragen.  Auch  hier  sind  beide  Werthe  v 
zu  benutzen,  da  wir  zwei  verschiedene  Werthe  x  bekommen  müssen**). 
Diese  beiden  Werthe  berechnen  sich  aus  (12)  zu: 

(22)  xib,),xih)=V^,     -Y3. 

Hier  tritt  jedoch  eine  neue  Schwierigkeit  ein.  Die  beiden  Punkte 
64  und  &-  sind  insofern  verschiedenartig,  als  auf  dem  geschlossen  ge- 
dachten Polygon  der  F^^  der  Punkt  h^  von  vier,  65  aber  nur  von  zwei 
Doppeldreiecken  umlagert  ist.  Für  die  AufsteRung  der  Resolvente 
Ib^^^  Grades  müssen  wir  demnach  wissen,  welcher  von  den  beiden  in 
(22)  rechts  angegebenen  Werthen  x{h^)  und  welcher  x^^b)  ^s^- 

Zu  diesem  Zwecke  wollen  wir  durch  Vergleichung  der  Kanten- 
zuordnung bei  Fig.  110  und  111  folgende  Feststellung  machen:  Lagern 


*)  Man  beachte,  dass  für  die  fraglichen  Werthe  u,  v  die  rechte  Seite  von  (18) 
unter  der  Gestalt  -—  erscheint. 

**j  Auch  für  M=  2,  v^=  1  nimmt  die  rechte  Seite  von  (18)  die  Gestalt  --  an. 
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wir  das  in  Fig.  111  gegebene  Polygon  der  F^q  über  die  x-Ebene  (dem 
geschlossen  gedachten  Polygon  der  Fig.  110),  so  entspringt  eine  zwei- 
Uättrige  Riemann'sdie  Fläche  des  Geschlechtes  p  =  l  mit  vier  Verzweigungs- 
punkten, welche  von  den  Ecken  %,  a^,  h^,  \  der  Fig.  110  herrühren. 
Nun  gehört  zu  dieser  Fläche  die  Relation  (15).  Fassen  wir  diese  also 
als  quadratische  Gleichung  für  ^,  so  muss  die  in  %  auf  den  10*®"  Grad 
steigende  Discriminante  sich  auis  dem  Quadrat  eines  cubischeu  Factors 
und  einem  biquadratischen  Factor  mit  den  vier  Wurzeln  %{a^,  %{a^), 
X{^i)>  %(P^^  zusammensetzen.  Die  wirkliche  Berechnung  der  Discrimi- 
nante von  (15)  zeigt  in  der  That,  dass  dieselbe  das  Quadrat  von: 

enthält,  ausserdem  aber  den  biquadratischen  Factor: 

('z-l/5)(z-|(3l/5  +  ^y3))(;K^  +  ](/5>3^Vl;);t  +  |(7  +  9^/l5)). 

Damit  steht  fest: 

(23)  X{h)-V^,     xiPd--iV^, 

während  die  beiden  Werthe  x{a^),  ^(^v)  ^i^  Lösungen  der  quadratischen 
Gleichung  sind: 

(24)  {%  -  x(a,)){x  -  lia,))  =  z^  +  |  (t/5  +  3//3);k  +  y  (^  +  9^15)  • 
Im  Punkte  a^  sind  die  Lösungen  der  quadratischen  Gleichung: 

(25)  ^2  -  ^1+iM  ^  ^  25  -■=  0, 

welche  man  dem  ersten  Gliede  der  rechten  Seite  von  (4)  pg.  593  ent- 
nimmt, die  zutreffenden  Werthe  ^,  «/>'.    Es  folgt  somit: 

1/5 

und  die  Relation  (18)  giebt  als  zutreffenden  Werth  v  =^  5.  Damit  aber 
liefert  (12)  sofort: 

(26)  x{ad  =  -~. 

Zur  Bestimmung  der  noch  fehlenden  Werthe  %{<i]),  x{tt^,  xi^s)}  x{%) 
hat  man  je  eine  Lösung  von  (25)  mit  je  einer  von: 

2_  Tysj- Qiys    _  11-f  3tyT6  _ 

^  21/5  ^  10 

zu  combinieren.  Hier  gestalten  sich  aber  aufs  neue  die  Rechnungen 
höchst  umständlich,   so   dass   wir  auf  die  Einzelwerthe  xi'^i)y  •  •  ■  ^^^' 
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ziehten  und  nur  den  biquadratischen  Ausdruck  herstellen  wollen,  der 
für  sie  verschwindet.  Zu  diesem  Zwecke  beachte  man,  dass  die  sämmt- 
lichen  Werthe  ;|j(&)  und  ;^(c)  bekannt  sind.  Wir  können  die  Kesolvente 
Ib^^  Grades  insoweit  bereits  aufbauen,  als  wir  (^7— 1)  bis  auf  einen 
numerischen  Factor  in  %  fertig  darstellen  können.  Der  fehlende  biqua- 
dratische Factor  ergiebt  sich  dann  einfach  nach  der  Functionaldeter- 
minantenmethode  in  der  Gestalt: 


4      3    ,    l-f-lö^l/lö     2    ,    31/5  — 15t]/3        ,    9-f-3i")/l5 


(27)      X^-^f+'^i^X^  +  '^iP^X+         ,0 


Es  ist  endlich  noch  der  eben  erwähnte  numerische  Factor  in  d»r 
Resolvente  15*®"  Grades  zu  bestimmen.  Zu  dem  Zwecke  stellen  wir 
eine  für  die  Umgebung  des  Punktes  Cj  gültige  Näheruugsrechnung  an. 
Daselbst  werden  J,  i)  und  x  gleichzeitig  unendlich;  und  zwar  liefern 
die  höchsten  Glieder  der  Relationen  (4)  pg.  593  und  (15)  pg.  604  die 
Beziehungen: 

^__5y5  ^  =  l(]/5-3iy3);f 

28-3ny3      ^  '      ^         4   ^''  ''     ^>t 

Es  folgt  hieraus  weiter: 

f  =  -^^_()/5  + 3*1/3)-^ -J, 

^  2'.5*]/5     '^       ^  >'     y  ; 

woraus  der  fragliche  nummerische  Factor  abgelesen  werden  kann. 

Unter  Zusammenfassung  aller  Ergebnisse  unserer  Rechnungen  finden 
wir  als  Ausdmck  der  einen  Resolvente  15'^"  Grades  unserer  Transformations- 
(jleiclmng  10'^"  Grades: 

(28)  J^:  7-1:1  = 

(',         4    ^.3   I    1  +  I5ej/15    2   I    3-3»Yl5  9  +  3^VT5\]^ 

yi    y^i  -r      20      ^  ^    ^yi    ^^     20     ;i 

:^^(T/5  +  3»Y3)V-m 

aus  welcher  die  zweite  Resolvente  15'^"  Grades  einfach  durch  Zeichenwechsel 
von  i  hervorgeht. 
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§  10.    Notiz  über  die  zu  den  zehn  gleichberechtigten  G^g 
gehörenden  Gruppen  F^q. 

Wir  stellten  pg.  588  fest,  dass  in  der  einzelnen  der  zehn  gleich- 
berechtigten (rgg  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  G^^  des  Index  2  ent- 
halten ist,  die  die  Substitutionen  der  Perioden  zwei  und  drei,  nicht  aber 
diejenigen  der  Periode  vier  von  G^g  enthielt.  Diesen  (xjg  entsprechen 
zehn  gleichherechtigte  Congrueuzgruppen  dritter  Stufe  F^q,  die  auch  noch 
mm  GescMedite  p  =  0  gehören.  Wählen  wir  nämlich  als  Beispiel  die 
zum  Doppelviereck  der  Fig.  106,  pg.  567,  gehörende  J^^,  so  sind  in 
der  zugehörigen  Untergruppe  F^q  nach  einer  eben  gemachten  Bemer- 
kung zwar  die  zu  den  Ecken  a^,  %,  a^  gehörenden  Substitutionen  der 
Periode  zwei  enthalten,  von  den  zu  den  Ecken  6j,  h^  und  fc^  gehörenden 
Substitutionen  der  Periode  vier  aber  nur  erst  die  zweiten  Potenzen. 
Lagern  wir  demnach  den  Discontinuitätsbereich  der  Fgo  ^^  zweiblättrige 
Fläche  über  die  ^- Ebene  (den  geschlossen  gedachten  Discontinuitäts- 
bereich der  F^o),  so  ergeben  sich  dabei  zwei  und  nur  zwei  Verzweigungs- 
punkte, die  den  Ecken  h^  und  h^  (oder  h^  entsprechen.  Die  F^^  ist 
also  wirklich  vom  Geschlecht  p  =  0. 

Die  Herstellung  von  Hauptfunctionen  dieser  F^^  ist  ohne  weiteres 
möglich.  Da  nämlich  zufolge  der  Transformationsgleichung  (17),  pg.  576 
die  Werthe  der  Hauptfuuction  ff  (t,)  in  den  Ecken  ?>i  und  h^  die  Wurzeln 
der  quadratischen  Gleichung: 

cp^  -f  yT5(i  -f  1/3)9)  +  \  (\-iV^)  =  0 

sind,  so  folgt  unmittelbar:  Aus  den  zehn  Hauptfunctionen  (p{^)  lassen 
sich  Hauptfmictionen  für  die  zehn  gleichherechtigten  Fg^  in  der  Gestalt 
geivinnen: 

Vqp_i.(4_yT5)(l  +  il/3) 
1 • 
g,  +  -(4  +  yT5)(l  +  i]/3) 

Die  vorstehende  Betrachtung  erlangt  weiter  unten  ihre  eigentliche 
Bedeutung.  Die  Galois'sche  Resolvente  der  Transformationsgieichung  be- 
sitzt nämlich,  wie  wir  alsbald  sehen  werden,  eine  Riemann'sche  Fläche 
des  Geschlechtes  p  =  10.  Die  zu  dieser  Fläche  gehörenden,  aus  den 
Integralen  erster  Gattung  herstellbaren  zehn  linear-unabhängigen  Func- 
tionen q)*)  liefern  bekanntlich  in  ihren  Quotienten  Functionen  einer 
Werthigkeit   ^  2j9  —  2,    d.  h.   also    ^18.     Nun    ergeben    aber   unsere 


*)  Cf.  „Mod."  I,  pg.  543.    Man  wolle  diese  zehn  Functionen  9  nicht  mit  den 
zehn  Hauptfunctionen  qp  der  F^^  verwechseln. 
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Hauptfunctionen  (1)  der  Fg^  für  die  zur  Untergruppe  (tj  der  (rggo  ge- 
hörende „Hauptcongruenzgruppe"  dritter  Stufe  F^^q  gerade  IS-werthige 
Functionen.  Es  liegt  also  die  Vermuthung  nahe,  dass  wir  in  jenen  zehn 
Hauptfundionen  (1)  Quotienten  unserer  zehn  linear -unahhänfp gen  Func- 
tionen cp  vor  uns  haben.  Wir  werden  dies  unten  unmittelbar  bestätigt 
linden  und  dabei  aus  den  hier  entwickelten  Ansätzen  die  Mittel  ge- 
winnen, um  die  Auflösung  der  Transformationsgleichung  durch  ihre 
Galois'sche  Resolvente  wirklich  durchzuführen.*) 

§11.    Die  Biemann'sche  Fläche  der  Galois'schen  Resolvente  der 
Transformationsgleicliung. 

Die  aus  der  Identität  allein  bestehende  Untergruppe  Gj  der  G^gß^ 
liefert  als  entsprechende  Untergruppe  in  F  die  ausgezeichnete  Haupt- 
congruenzgruppe  JT^go  ^''^•^'  ^'^(^cx  360.  Der  zugehörige  Discontinuitäts- 
bereich  ergiebt  bei  Abbildung  durch  J{t)  über  der  J- Ebene  eine  regulär- 
symmetrische 360-hlättrige  Biemann'sche  Fläche,  welche  nach  pg.  5o7ff.  <?/c 
Biemann'sche  FlucJie  der  Galois'schen  Besolvente  unserer  Transformations- 
gleichung ist.  Wir  nennen  diese  Fläche  F^^q  und  dürfen  sie  auch  der 
leichteren  Anschauung  wegen  als  eine  im  Räume  gelegene,  durch  Zu- 
sammenbiegung der  zugeordneten  Randcurven  des  Discontinuitätsbereiches 
entspringende  geschlossene  Fläche  uns  vor.stellen.  Biese  Fläche  F^^^  ge- 
stattet 360  eindeutige  Transformationen  erster  Art  in  sich  und  ebenso  viele 
von  der  zweiten  Art;  jene  liefern  eine  unmittelbare  geometrische  Deutung 
unserer  Gruppe  G^qq,  während  die  Hinzunahme  der  360  Transforma- 
tionen zweiter  Art   die   Deutung  der  Gruppe   zweiter  Art  G-^o  ergiebt. 


I 


*)  Es  bietet  sich  auch  folgendes  Schlussverfahren  dar:  In  jeder  F^^  ist  wieder 
eine  ausgezeichnete  Untergruppe  F^,,  des  Index  2  enthalten;  es  handelt  sich  um 
diejenigen  zehn  gleichberechtigten  ^^g,  welche  den  zehn  Grtii?pen  Gg  entsprechen. 
Die  einzelne  F^^  war  nun  (wie  man  aus  der  Verdoppelung  des  Doppelvierecks  der 
Fig.  106,  pg.  567,  leicht  entnimmt;  eine  Gruppe  der  Signatur  ''0,  6;  2,  2, . .  .,  2).  Da 
nun  die  (?p  keine  einzige  Substitution  der  Periode  zwei  mehr  enthält,  so  liefert 
der  zur  F^„  gehörende  Discontinuitätsbereich  über  der  Ebene  der  Hauptfunction  (1) 
eine  zweiblättrige  Fläche  mit  sechs  Verzweigungspunkten,  die  somit  das  Geschlecht 
p  =  2  hat.  Auf  einer  hyperelliptischen  Fläche  ist  aber  die  zweiwerthige  Function 
stets  als  Quotient  der  beiden  linear-unabhängigen  Differentiale  erster  Gattung  dar- 
stellbar (cf  „Mod."  I,  pg.  .571).  In  unserem  Falle  künnen  wir  jene  beiden  Diffe- 
rentiale erster  Gattung  auch  als  solche  der  Tjgg  auffassen,  woraus  dann  die  im 
Texte  ausgesprochene  Vermuthung  als  zutreffend  hervorgeht. 

Wenn  wir  übrigens  im  Texte  die  unmittelbare  hier  gewonnene  Beziehung 
zwischen  den  zehn  gleichberechtigten  F^^  und  den  zehn  linear-unabhängigen  Func- 
tionen qp  der  Gruppe  F^^^  nicht  weiter  verfolgen,  so  hat  das  seinen  Grund  darin, 
dass  bei  dieser  F^^^  Functionen  einer  noch  weit  gerinperen  Werthigkeit  (Special- 
functionen) existieren,  deren  sehr  interessante  Theorie  nun  zu  entwickeln  ist. 
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Für  das  regulär- sy  in  metrische  Netz  N  von  2  •  360  Dreiecken,  welches 
die  im  Räume  geschlossene  F^^^  überspannt,  wollen  wir  die  frühereu 
Bezeichnungen  der  Ecken  beibehalten.  Las  Netz  wird  also  180  Punkte  a, 
den  180  heiJ=0  gelegenen ziveiUättrigen  VerzweigungspunUen  entsprecJiend, 
aufiveisen,  ferner  90  EclpunJcte  b,  die  den  90  vierhlättrigen  Verzweigungs- 
punkten hei  J=  l  zugehören,  endlich  72  Eckpunkte  c,  die  ebenso  vielen 
fünfhlättrigen  Verzweigungsimnkten  hei  J  =  oo  gegenüber  stehen. 

Einige  unmittelbare  Folgerungen  aus  der  Structur  der  G^^q  und 
den  eben  durchgeführten  Abzahlungen  schliessen  wir  hier  gleich  an. 
Da  wir  36  gleichberechtigte  cyklische  G^  und  72  Punkte  c  auf  der  i^^go 
haben,  so  folgt:  Die  einzelne  cyklische  G^  hat  zivei  Fixpunkte  c.  Ebenso 
ergiebt  sich:  Die  einzelne  der  45  cyklischen  G^,  die  innerhalb  der  (rgg^ 
gleichberechtigt  sind,  hat  zwei  Fixpunkte  b;  die  in  den  G^  enthaltenem 
45  Gruiypen  G^  haben  ausser  diesen  beiden  Punkten  b  immer  noch  je  vier 
Punkte  a  zu  Fixpunkten. 

Was  die  Symmetrielinien  unserer  i^gg^j  angeht,  so  zeigt  ein  Blick 
auf  unser  Dreiecksnetz  (siehe  z.  B.  Fig.  111,  pg.  598),  dass  wir  zivei 
Arten  solcher  Linien  haben.  Auf  einer  Linie  der  einen  Art  liesren  nur 
Punkte  a  und  h  in  wechselnder  Folge;  auf  einer  Linie  der  andern  Art 
liegen  Punkte  a,  b  und  c,  und  zwar  in  der  Anordnung  a,  c,  b,  c,  a,  c,  . . . 
Dass  zwei  Symmetrielinien  derselben  Art  gleichberechtigt  sind,  ist  selbst- 
verständlich. 

Um  die  Anzahl  der  Synimetrielinien  abzuzählen,  bemerken  wir,  dass 
eine  einzelne  solche  Linie  eine  cyklische  G^.  von  Verschiebungen  in  sich 
zulässt.  Die  Ordnung  ^  dieser  cyklischen  Gruppe  ergiebt  sich  aus 
der  Anzahl  der  Dreiecksseiten  des  Netzes  N,  welche  die  Symmetrielinie 
aufbauen.  Liegt  eine  Symmetrielinie  erster  Art  (eine  solche  ohne 
Punkte  c)  vor,  so  besteht  dieselbe  aus  2^  Seiten,  während  eine  Linie 
zweiter  Art  4|u  Seiten  haben  muss.  Man  verfolge  nun  z.  B.  in  Fig.  112, 
pg.  599,  welche  den  Discontinuitätsbereich  einer  F.^^  darstellt,  auf  Grund 
der  a.  a.  0.  angegebenen  Zuordnung  der  Randcurven  die  durch  die 
Ecken  b~^',  b^  hindurchlaufende  Symmetrielinie.  Sie  enthält  die  Seiten- 
paare (b-^'b^),  (b^'b.^'),  (h^,' b/)'j  hieran  reiht  sich  (b/'b^)  und  sodann 
{b^b^),  worauf  sich  alsdann  das  mit  dem  ersten  Seitenpaar  äquivalente 
Paar  (b^bg)  anschliesst.  Die  fragliche  Symmetrielinie  enthält  aufeinander 
folgend  fünf  bezüglich  der  F^q  und  also  auch  bezüglich  der  r^jgQ  inäqui- 
valente Seitenpaare.  Da  nun  cyklische  G^  mit  /i  >  5  in  der  G^^q  nicht 
auftreten,  so  gilt  für  jede  Symmetrielinie  der  ersten  Art  /i  =  5.  Als 
Beispiel  einer  Symmetrielinie  zweiter  Art  ziehe  man  die  durch  die 
Punkte  q,  Cg  der  Fig.  112,  pg.  599,  ziehende  heran.  Man  wird  leicht 
finden,  dass   sie  sich   bezüglich   der  Fg^  und  demnach  auch  bezüglich 
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der  jTggo  nach  Durchlaufung  von  20  Dreiecksseiten  schliesst.  Also  ist 
4/t  =  20  und  damit  wieder  ^  =  b.  Nun  haben  wir  aber  im  ganzen 
360  Seiten  (ah)  für  die  Symmetrielinien  der  ersten  Art  und  2-360  Seiten 
(ac)  und  (hc)  für  diejenigen  der  zweiten  Art  zur  Verfügung.  Wir  ge- 
winnen demnach  das  Resultat:  Das  regulär-symmetrische  Netz  der  jPgg^ 
weist  zwei  Systeme  von  je  36  gleichberechtigten  Symmetrielinien  auf. 

Die  36  Symmetrielinien  des  einzelnen  Systems  sind,  wie  wir  sahen, 
den  36  gleichberechtigten  cyklischen  G^  eindeutig  zugeordnet,  in  der 
Art,  dass  die  einzelne  Symmetrielinie  durch  die  fünf  Substitutionen 
ihrer  G^  in  sich  verschoben  wird.  Umgekehrt  gehört  demnach  der  ein- 
zelnen Gr,  je  eine  Symmetrielinie  der  beiden  Systeme  zu.  Sind  V  und 
F'  die  beiden  symmetrischen  Umformungen  der  F^^^  an  diesen  beiden 
Symmetrielinien  und  ist  V  die  Erzeugende  der  Gr,,  so  ist  V  sowohl 
mit  V  als  mit  V  vertauschbar: 

vv  =  rv,      vv'  =  v'v. 

Durch  Zusatz  von  V  zur  6?-  entsjjringt  demnach  eine  Untergruppe 
Gjo  =  G^5  +  Gr-^V  der  Gr72o>  iii  welcher  V  ausgezeichnet  enthalten  ist; 
und  ebenso  wird  V  in  der  Untergruppe  G[q  =  (r-  +  Gr^V  von  G^^o 
ausgezeichnet  enthalten  sein.  Nun  ist  aber  V  in  der  G-^^q  ®i^®  unter 
72  gleichberechtigten  Substitutionen.  Es  giebt  also  in  der  (r^go  "^^' 
720  :  72  =  10  Substitutionen,  mit  denen  V  vertauschbar  ist.  Die  beiden 
Gruppen  G-^q  und  Gl^^  sind  somit  identisch,  so  dass  V  eine  der  fünf 
Substitutionen  V^V  ist.    Da  nun: 

Y'i  ^  yvy  .  yvy  ^  y^v  .  y^  ^  y2v  ^  i 

sein  muss,  so  ist  v  =  0  und  also  V'  =  V.  Demnach  ergiebt  sich:  Unter 
den  360  Transformationen  zweiter  Art  der  Fläche  F^^^  in  sich  gieht  es 
36  und  nur  36  symmetrische  Umformungen;  dieselben  sind  den  36  gleich- 
berechtigten Gr,  eindeutig  zugeordnet,  und  jede  unter  ihnen  hat  zwei  Sym- 
metrielinien, je  eine  aus  dem  einzelnen  Systeme. 

Mittelst  der  Symmetrielinien  kann  man  zahlreiche  weitere  geo- 
metrische Ausführungen  über  die  Structur  der  G.f^Q  entwickeln.  Mit 
Rücksicht  auf  spätere  Untersuchungen  machen  wir  aber  nur  noch  darauf 
aufmerksam,  dass  auf  der  einzelnen  Symmetrielinie  stets  fünf  Punkte  « 
und  ihnen  (auf  der  Symmetrielinie)  diametral  gegenüber  fünf  Punkte  b 
liegen.  Sie  sind  die  Fixpunkte  von  Substitutionen  der  Periode  zwei, 
die  mit  der  G^  vertauschbar  sind.  Wir  gelangen  zu  den  36  oben  (pg.  588) 
gefundenen  Diedergruppen  G^q  zurück  und  können  den  Satz  aussprechen: 
Das  einzelne  Paar  zusammengehöriger  Symmetrielinien  als  eines  unter  36 
gleichberechtigten  Paaren  wird  insgesammt  durch  zehn  eine  Diedergruppe 
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G^Q  bildende  Transformationen  der  G^^^  in  sich  übergeführt.  Die  ein- 
zelne zur  Gr,  hir) zukommende  Substitution  der  Periode  zwei  hat  je  einen 
Fixputikt  a  auf  der  einzelnen  Symmetrielinie,  diesen  a  gegenüberliegend 
(auf  den  Symmetrielinien)  ihre  beiden  Fixpuukte  b,  während  die  beiden 
noch  fehlenden  Fixpunkte  a  auf  den  übrigen  Symmetrielinien  durch 
diese  Punkte  b  zu  letzteren  diametral  sind. 

Was  nun  den  fundionentheoretischen  Charakter  unserer  F^^^  angeht, 
so  stellen  wir  zunächst  das  Geschlecht  p  fest.  Als  360-blättrige  Fläche 
über  der  t7- Ebene  hat  unsere  F^^^  die  oben  schon  genannten  180  Punkte  a, 
90  Punkte  b  und  72  Punkte  c  zu  Verzweigungspunkten  mit  zwei  bezw. 
vier  und  fünf  cyklisch  zusammenhängenden  Blättern.  Weitere  Ver- 
zweigungspunkte aber  treten  nicht  auf.  Zufolge  einer  bekannten  Regel 
(cf.  (2)  in  „Mod."  I,  pg.  494)  berechnen  wir  demnach,  dass  unsere  Pde- 
mann'sche  Fläche  F^^^  zum  Geschlechte  p  =  10  gehört. 

Ferner  stellen  wir  sofort  fest,  dass  die  jPggg  nicht  hyperelliptisch  sein 
Jiann.  Wäre  sie  nämlich  hyperelliptisch,  so  würde  auf  ihr  eine  zwei- 
werthige  Function  existieren,  welche  gegenüber  den  360  eindeutigen 
Transformationen  der  Fläche  in  sich  eine  G^^q  oder  doch  eine  G^^q 
linearer  Substitutionen  erfahren  würde;  solche  Gruppen  aber  existieren 
nicht.  Bei  dieser  Sachlage  werden  die  zehn  aus  den  Integralen  erster 
Gattung  entspringenden  linear -unabhängigen  Functionen  qp  unserer 
Fläche  nach  ,,Mod."  I,  pg.  569  auf  eine  eigentlich  im  Räume  Bq  von 
neun  Dimensionen  gelegene  „Normalcurve"  vom  18'®''  Grade  abbilden, 
welche  den  360  Transformationen  der  Fläche  in  sich  entsprechend 
360  Collineationen  in  sich  zulässt. 

Wir  haben  diese  Functionen  vorhin  (pg.  609  u.  f.)  bereits  erwähnt 
und  ihre  Beziehung  zu  den  zehn  gleichberechtigten  F^q  besprochen.  Aber 
wir  deuteten  dort  auch  bereits  au,  dass  wir  hier  mit  Specialfunc- 
tionen geringerer  Werthigkeit  zu  arbeiten  haben  würden.  Sobald 
solche  Functionen  existieren,  werden  wir  sie  stets  den  p  Functionen  qp 
vorziehen.  Wir  haben  hier  eine  Gelegenheit,  die  Entwicklungen  über 
Specialfunctionen  in  Anwendung  zu  bringen,  welche  wir  in  „Mod."  I, 
pg.  546  an  den  Riemann-Roch'schen  Satz  anschlössen.  In  der  That 
gelangen  wir  mittelst  der  dort  allgemein  angegebenen  Schlussweisen 
zu  dem  einfachsten  auf  unserer  Fläche  F^^^  existierenden  Functions- 
systeme. 

Ein  bereits  erheblich  günstigeres  System  von  Functionen  können 
wir  den  Entwicklungen  von  pg.  601  ff.  entnehmen.  Bildet  mau  den 
Quotienten  der  beiden  a.  a.  0.  mit  ^(0  und  ^'(^)  bezeichneten  Func- 
tionen, so  stellt  dieser  im  Polygon  der  F^q  (Fig.  112,  pg.  599)  eine 
sechswerthige  Function  dar,  deren  sechs  Nullpunkte  bei  Cg  koincidieren, 
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während  die  sechs  Pole  im  Punkte  Cj  zusammenfallen.  Übrigens  ist 
zufolge  (14)  pg.  GÜ4: 

(1)  l/^  = ^ 

so  dass  auch  noch  die  Wurzel  unseres  Quotienten  eine  eindeutige  Func- 
tion der  r^Q  ist,  welche  bei  c^  dreifach  0,  bei  Cj  aber  dreifach  oc  wird. 
Die  dritte  Wurzel  des  Ausdrucks  (1) 


'2)  |/^  = 


3/- 

>/4 


V^'(x'-i) 


ist  demnach  gleichfalls  noch  unverzweigt,  kann  aber  nicht  mehr  ein- 
deutig sein,  da  sie  eine  einwerthige  Function  der  1\q  vom  Geschlechte 
jj  =  1  sein  würde.  Jedoch  kann  mau  zeigen*),  dass  sie  eine  eindeutige 
Function  der  Fggo  ist,  so  dass  ivir  liier  eine  zuölfwertiiige  Function  der 
-^360  yti^vonnen  liabcn. 

Wir  genügen  nun  der  Symmetrie,  indem  wir  sogleich  die  sechs 
Lösungen  der  einen  unserer  beiden  Resolventen  sechsten  Grades  neben 
einander  stellen.  Dieselben  mögen  durch  die  Bezeichnungen  ^,,  ^j,,  . . .,  i/^g 
unterschieden  werden.  Wir  erklären  sodann  sechs  Verhältnissgrössen 
Wj,  cjg,  •  ■  •,  Wß  durch  die  Proportion: 

(3)  töi  :  032  :  •  •  •  :  Wg  =  /^i  '■  V  ^2  '■■  '    •  VPe 

und  bilden  aus  ihnen  sogleich  die  sechsfach  unendliche  Schar: 

(4)  «iCJi  +  agCjgH h  «ßC'e 

mittelst  willkürlich  wählbarer  Constanten  a.  Der  Quotient  irgend  zweier 
Grössen  der  Schar  (4)  ist  eine  eindeutige  zwölfwerthige  Function  der  i^geo- 
Übrigens  werden  wir  später  unmittelbar  einsehen  und  könnten  auch  be- 
reits mit  den  hier  zur  Verfügung  stehenden  Mitteln  beweisen,  dass  die 
sechs  Grössen  co  linear-unabhängig  sind. 

Bringen  wir  demnach  hier  die  Entwicklungen  von  ,,Mod."  I,  pg.  551  flf. 
zu  Verwendung  und  deuten  im  Siime  derselben  die  co  als  homogene 
Coordinaten  eines  Raumes  R^  von  fünf  Dimensionen,  so  entspringt  der 
Satz:  Mittelst  der  Grössen  (3)  bilden  ivir  die  Fläche  F^^^q  auf  eine  eigent- 
lich im  Baume  R^  von  fünf  Dimensionen  gelegenen  „Normalcurve"  zwölften 
Grades  ah;  dieselbe  erfährt,  wie  die  Normalcurve  der  Functionen  cp,  gegen- 
über der  G^Qd  offenbar  360  Collineationen  in  sich.  In  der  That  permu- 
tieren sich  gegenüber  den  Operationen  der  G^^q  die  co  abgesehen  von 
hinzutretenden  multiplicativen  sechsten  Einheitswurzeln. 


*)  Die  Entwicklungen  bis  zum  Schlüsse  des  vorliegenden  Paragraphen  sollen 
nur  noch  die  Bedeutung  einer  orientierenden  Skizze  haben,  so  dass  wir  die  Be- 
weise der  Kürze  halber  übergehen. 
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Es  ist  selbs^erstäudlich,  dass  man  den  gleichen  Ansatz  auch  an 
die  zweite  Resolvente  sechsten  Grades,  deren  Lösungen  ip^',  iLkj,  .  .  .,  4^^ 
seien,  anknüpfen  kann.  Indessen  werden  wir  weiter  unten  erkennen, 
dass  die  von  hieraus  zu  gewinnende  Schar: 

mit  der  Schar  (4)  identisch  ist,  woraus  sich  für  die  Wurzeln  der  einen 
Resolvente  sechsten  Grades  mittelst  gewisser  36  Constanten  ß  Dar- 
stellungen der  Gestalt: 

(5)  VW=  ^uV^  +  ß,,VJ,  +  •  •  •  +  ßJVJ,,  (A-  =  l,  2, ..,  6) 
in  den  Wurzeln  der  anderen  Resolvente  ergeben.*)  Für  den  invarianten 
Standpunkt  gewinnen  wir  also  von  den  beiden  Resolventen  sechsten 
Grades  aus  nur  eine  Schar  (4)  und  demnach  nur  eine  Curve  C^^  im  i^g. 

Man  wende  nun  auf  diese  Ergebnisse  den  in  „Mod."  I,  pg.  553 
mitgetheilten  „Reciprocitätst^atz  von  Brill  und  Noether"  an.  In  die 
a.  a.  0.  unter  (5)  gegebene  zweite  Gleichung  hat  man  der  sechsfach 
unendlichen  Schar  zwölfwerthiger  Verhältnissgrössen  entsprechend  ein- 
zutragen: 

t'  =  6,     m  =  12,    p  =  10. 

Der  genannte  Satz  liefert  als  die  zur  Schar  (4)  „reciproke"  oder  „com- 
plementäre"  Schar  eine  solche  mit: 

m'  =  2p  —  2  —  'm  =  Q,     t  =  r'— 7n-\-p— 1=3, 
d.  h.  also  eine  dreifach  unendliche  Schar  sechswerthiger  Verhältnissgrössen, 
deren  Quotienten  sechstverthige  „Specialfunctionen"  der  F.^^q  sind.    Wir 
wollen  diese  Schar  durch: 

(6)  7l^l   +  72^2  +  ^3^3 

bezeichnen.  Dieselbe  liefert  als  Abbild  der  F^^^  eine  im  B^  gelegene,  d.  h. 
ebene  Curie  sechsten  Grades  Cg,  deren  Gleichung  im  Anschluss  an  die 
Benennung  der  F^^q  durch: 

(7)  F{x^,  x^,  x^)  =  0 

bezeichnet  sein  möge,  und  die  der  G^qq  entsprechend  wieder  360  Colli- 
neationen  in  sich  gestattet.  Diese  ebene  Curve  Cg  hat  das  Geschlecht 
^  =-=  10  und  ist  daher  singularitätenfrei. 

In  der  Schar  (6)  haben  wir  nun  die  einfachsten  Functionen  der 
-^360  "wirklich  gewonnen  und  wollen  zum  Verständniss  der  Sachlage 
gleich  noch  den  Satz  mittheilen:  Die  sechsfach  unendliche  Schar  (4)  ent- 
springt aus  den  quadratischen  Verbindungen: 


*)  Auch   der  directen  functionentheoretischen   Betrachtung  würde  z.  B.   der 
Quotient  ip^  i^/  leicht  zugänglich  sein. 
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(o)  X^  f  X2  )  X^  ,  X^X^,  ^3^i>  ^1^2» 

die  zehnfach  unendliche  Schar  der  Functionen  cp  aus  den  cuhischen: 

V'^y  '*'l  >  **'2  >  •*'3  7  ■*'l    '*'2>  '*'l   "''S'  '*'2   '*'1>  '*'2   "''S»  •*'3   ^l)  •*'3   **'2>  •*'i  •*'2 '*'S  • 

Sowohl  die  6  Grössen  (8)  wie  die  10  Grössen  (9j  sind  linear  unab- 
hängig; denn  die  Relation  6*®°  Grades  (1)  ist  irreducibel.  Im  übrigen 
wird  dieser  Satz  unten  unmittelbar  einleuchtend  sein. 

Es  würde  an  sich  wohl  möglich  sein,  die  gewonnene  Gurre  Cg 
mittelst  der  bisher  allein  angewandten  rein  functionentheoretischen 
Schlussweise  näher  zu  untersuchen.  Indessen  gewinnen  wir  infolge 
der  360  Collineationen  der  Cg  in  sich  in  der  ternären  Invariantentheorie 
ein  neues  und  sehr  werthvoUes  Mittel  der  Untersuchung.  Wir  werden 
dasselbe  hier  um  so  mehr  heranziehen,  als  die  ternäre  Gruppe  der  360  Col- 
lineationen bereits  seit  längerer  Zeit  bekannt  und  gerade  „invarianten- 
theoretisch" schon  eingehend  durchforscht  ist. 

Schon  vor  mehr  als  30  Jahren  versuchte  C.  Jordan  alle  überhaupt 
existierenden  ternären  Gruppen  endlicher  Ordnung  aufzuzählen  *j.  Doch 
wurde  die  G^^q  gerade  wie  die  bei  der  Transformation  7*®"  Grades  der 
elliptischen  Functionen  auftretende  ternäre  G^^^  bei  dieser  Aufzählung 
übersehen.  Die  Entdeckung  der  ternären  Gruppe  G^^q  verdankt  man 
G.  Valentiner**),  der  auch  die  in  der  G^^q  enthaltenen  cyklischen 
Untergruppen  vollständig  angab,  im  übrigen  aber  nur  das  Auftreten  von 
Untergruppen  G^q  des  Ikosaedertypus  bemerkte.  Eine  ausführliche  in- 
variantentheoretische Untersuchung  der  G.^^q  ebener  Collineationen  ist 
von  A.  Wiman***)  ausgeführt.  Bei  den  folgenden  Entwicklungen  zur 
Aufstellung  der  Gleichung  der  Cg  schliessen  wir  uns  vielfach  eng  an 
die  Wiman'sche  Darstellung  an. 

Für  die  Gewinnung  der  Gleichung  der  C^  haben  wir  drei  Ansätze 
zur  Verfügung,  die  sich  an  die  drei  Gattungen  umfassendster  Unter- 
gruppen 6^24  7  '^60  ^^^d  ^36  unserer  G^^^  auschliessen.  Der  hierbei  ein- 
zuschlagende Gedankengang  möge  im  Anschluss  an  die  G^oi  ^^rz  be- 
zeichnet werden. 

Die  Auswahl  dreier  specieUer  Verhältnissgrössen  x^,  x^,  x^  zur 
Darstellung   der  Schar  (6)  kommt  auf  die  Auswahl  eines  Coordinaten- 


*)  „Memoire  sur  les  cquations  differentielles  lineaires  ä  integrale  algehrique", 
Crelle's  Journ.  Bd,  84  (1878)  und  „Sur  la  determination  des  groupes  d'ordre  fini 
contenus  dans  le  groupe  lineaire",  Atti  della  R.  Accademia  di  Napoli  (1880). 

**)  „De  endelige  Transformations-Gruppers-Theori",  Abh.  der  Dänischen  Aka- 
demie, 6*«  Reihe,  Bd.  5  pg.  64  (1889). 

***)  „Über  eine  einfache  Gruppe  von  360  ebenen  Collineationen",  Math.  Ann., 
Bd.  47  pg.  531  (1895). 
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Systems  in  der  Ebene  der  Og  hinaus.  Man  ziehe  nun  zunächst  eine 
einzelne  Oktaedergruppe  Ci^^  heran  und  erinnere  sich  der  (sogleich  zu 
reproducierenden)  Fig.  7  in  I  pg.  71,  welche  die  „Oktaedertheilung"  in 
der  projectiven  (elliptischen)  Ebene  darstellt.  Bei  zweckmässiger  Aus- 
wahl der  Coordinaten,  die  wir  weiterhin  als  die  „oktaedrischen  Coordinaten" 
bezeichnen  werden,  nimmt  die  „ternäre  Gestalt"  der  Go^,  welche  die  ge- 
nannte Theilung  in  sich  überführt,  eine  sehr  einfache  Form  an,  die  uns 
insbesondere  leicht  gestattet,  das  „volle  Formensystem"  der  G^^  anzu- 
geben. Unter  den  aus  diesen  Grundformen  zusammenzusetzenden  Formen 
Q^^  Grades  muss  es  alsdann  eine  specieUe  Form  F(x^,x^,x^  geben, 
welche  ausser  den  Substitutionen  der  (rgi  noch  weitere  Substitutionea 
in  sich,  eben  diejenigen  der  6r360)  zulässt.  Gleich  0  gesetzt,  liefert  diese 
Form  F{x^ ,  x.^ ,  x-^)  unsere  Curve  C^ .  Wir  gewinnen  auf  diese  Weise  die 
Curve  Cq  im  „oJctaedriscJien  Coordinatensystem"  oder  auch  als  „Covariante 
der  Oktaedergruppe^'. 

Es  ist  selbstverständlich,  dass  wir  eine  entsprechende  Betrachtung 
an  eine  einzelne  Ikosaedergruppe  Gqq  anknüpfen  und  also  unsere  Cg  im 
„ikosaedri sehen  Coordinatensystem"  oder  als  „Covariante  der  Ikosaedergruppe'' 
darstellen  können.  Endlich  hat  die  einzelne  temäre  G^q  eine  sehr  be- 
kannte Bedeutung:  Sie  stellt  nämlich,  wie  wir  unten  ausführlicher  dar- 
legen werden,  die  Collineationen  einer  ebenen  Curve  dritten  Grades  Cg 
von  sogenanntem  „harmonischen  Doppelverhältniss"  in  sich  dar.  Wir  wollen 
diese  Curve  kurz  selbst  als  „harmonische  C^"  bezeichnen,  ein  im  Anschluss 
an  sie  gewähltes  System  aber  als  „harmonisches  Coordinatensystem". 
Unser  dritter  Ansatz  wird  die  Cq  im  „harmonischen  Coordinatensystem" 
oder  als  „Covariante  der  harmonischen  Curve  C^"  liefern*). 

Die  ternäre  Gruppe  G^^q  hat  noch  zu  einer  ganzen  Reihe  weiterer 
Untersuchungen  Anlass  gegeben,  die  sich  bis  in  die  neueste  Zeit  heinein- 
ziehen. Wir  weisen  hier  zunächst  allgemein  auf  diese  Entwicklungen 
hin,  indem  wir  uns  eine  specielle  Bezugnahme  für  solche  Stellen  vor- 
behalten, zu  denen  sich  die  nachfolgende  Darstellung  mit  den  fraglichen 
Untersuchungen  enger  berührt. 

*)  Will  man  gegen  die  Darstellung  des  Textes  den  Einwand  erheben,  dass 
die  Angaben  des  vorliegenden  Paragraphen  theilweise  ohne  Beweis  geliefert  sind, 
80  fasse  man  die  nächstfolgenden  Entwicklungen  in  der  Art  independent  auf,  dass 
man  die  ternäre  Gruppe  G^q^,  als  unmittelbar  gegeben  ansieht.  In  der  That  sind 
die  Entwicklungen  des  §  12  von  den  voraufgehenden  functionentheoretischen  Unter- 
suchungen unabhängig  und  begründen  ihrerseits  die  Existenz  und  Gestalt  der  ter- 
nären  G^^^ .  Den  Anschluss  an  die  Transformationstheorie  der  zur  Gruppe  F  der 
Signatur  (0,  3;  2,  4,  5)  gehörenden  Hauptfunction  gewinnt  man  dann  vermöge 
einer  auf  das  Grenzkreistheorem  gegründeten  Schlussweise,  welche  unten  (pg.  663) 
unter  dem  Texte  angegeben  ist. 
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Kurze  Zeit  nach  Erscheinen  der  Wim  an 'sehen  Arbeit  hat  sich 
Gerbaldi  der  Fortsetzung  der  Wiman'schen  Untersuchung  zugewandt. 
In  einer  ersten  Arbeit*)  hat  derselbe  auf  Grundlage  des  ternären  An- 
satzes die  Resolvente  6*®"  Grades  berechnet,  welche  etwa  ein  Jahr  früher 
vom  Verf.  mittelst  der  oben  fpg.  591  ff.)  befolgten  functionentheore- 
retischen  Schlussweise  gewonnen  war  ( cf.  Note  pg.  559).  Späterhin  hat 
Gerbaldi  in  einer  grossen  sich  über  vier  Jahre  hinziehenden  Unter- 
suchung**) die  ternäre  Gruppe  G^^q  invariantentheoretisch  und  geome- 
trisch nach  allen  Richtungen  hin  durchforscht  und  die  verschiedenen 
Resolventen  behandelt.  Er  hat  auf  diese  Weise  das  von  Wiman  zu- 
jiächst  entworfene  Programm***)  erschöpfend  bearbeitet  und  dabei  frei- 
lich (wie  auch  Wiman  schon  vermutetej  nur  mit  einem  sehr  erheblichen 
Aufwände  von  Rechnungen  zum  Ziele  kommen  können. "f*) 

Gleichfalls  im  Anschluss  an  Wiman  hat  Lachtinff)  die  Resolvente 
6*®"  Grades  berechnet  und  eine  lineare-»  Differentialgleichung  3*®''  Ord- 
nung mit  drei  singulären  Punkten  angegeben,  in  deren  Integralen  die 
Wurzeln  jener  Resolvente  rational  darstellbar  sind.  Es  handelt  sich 
hierbei  um  diejenige  „Differentialresolvente"  der  ternären  G^^q,  welche 
eben  für  diese  Gruppe  der  in  „Mod."  I,  pg.  706  unter  (9)  im  Anschluss 
an  Untersuchungen  von  Halphen  und  Hurwitz  angegebenen  Diffe- 
rentialgleichung 3*®^  Ordnung  der  ternären  Gruppe  &jgg  genau  entspricht. 
In  einer  späteren  Arbeit  f  ff)  verallgemeinert  Lacht  in  seine  Unter- 
suchung insoweit,  dass  sie  sich  nicht  mehr  nur  auf  die  Curve  C'g,  son- 
dern allgemein  auf  die  Ebene  der  Koordinaten  x^,  x^,  x^,  die  der  ter- 
nären (rgeo  unterworfen  sind,  bezieht.  Die  „Differentialresolvente"  kleidet 
sich  hier  zunächst  in  die  Gestalt  dreier  linearer  partieller  Differential- 
gleichungen 2**'  Ordnung.  An  Stelle  der  besonderen  Resolvente  6**°  Grades 
der  bisherigen  Betrachtung  tritt  alsdann  eine  algebraische  Gleichung 
6**''  Grades  allgemeiner  Art;    Lachtiu   spricht   sich   in   der  Einleitung 


*)  ,ySnl  gruppo  semplice  di  360  collineazioni  pimie'\  Math.  Ann.  Bd.  50, 
p.  473  (1897). 

**)  „Sul  gruppo  semplice  di  360  coUineazioni  piane",  Rend.  di  Palermo  Bde.  12, 
13,  14,  16  (1898—1902). 

***)  Siehe  die  SchluBsworte  seiner  mehrfach  genannten  Arbeit,  Math.  Ann.  Bd.  47, 
pg.  556. 

t)  Für  die  Resolven  6*'°,  10*»"  und  15*"  Grades  ist  eben  die  oben  (pg.  570flF.) 
auf  unseren  transcendenten  Ansatz  gegründete  functionentheoretische  Methode  der 
naturgemässe  und  einfachste  Zugang. 

tt)  „Die  Differentialresolvente  einer  algebraischen  Gleichung  6'"'  Grades  mit 
einer  Gruppe  360'"  Ordnung''-,  Math.  Ann.  Bd.  51,  pg.  463  (1898). 

ttt)  „Die  Differentialresolvente  einer  algebraischen  Gleichung  ö'**"  Grades  allge- 
meiner Arf-',  Math.  Ann.  Bd.  56,  pg.  445  (1902). 
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zur  zuletzt  genannten  Arbeit  über  die  Bedeutung  aus,  welche  er  seinen 
Untersuchungen  für  die  allgemeine  Theorie  der  Gleichungen  6'^"  Grades 
beimisst. 

Diese  Bedeutung  der  ternären  Gruppe  G^^^  für  die  allgemeine 
Theorie  der  Gleichungen  6*®°  Grades  steht  im  Mittelpunkte  der  nun  zu 
nennenden  Untersuchungen  von  Klein  und  Gordan.  Klein*)  benutzt 
das  unten  (in  §  17)  aufzustellende  „Galois'sche  Problem"  der  G^^^  in  der- 
selben Weise  als  „Normalproblem"  für  die  Auflösung  der  allgemeinen 
Gleichung  6**^"  Grades,  wie  er  im  zweiten  Theile  seiner  „Vorlesungen 
über  das  Ikosaeder"  die  Lösung  der  allgemeinen  Gleichung  5*""  Grades 
auf  die  „Ikosaedergleichung"  als  Normalgleichung  zurückführt.  Vor  der 
Entdeckung  der  ternären  G^f^Q  hatte  sich  Klein**)  für  die  Theorie  der 
Gleichungen  0**"  Grades  eine  quaternäre  CoUineationsgruppe  G.^^q  con- 
struiert***).  Wesentlich  diesem  Gebiete  gehören  auch  zwei  ausgedehnte 
Untersuchungen  von  Gordanf)  an.  In  der  ersten  dieser  Arbeiten  giebt 
Gordan  sehr  ausgedehnte  invariantentheoretische  Rechnungen,  bei  den 
als  Zielpunkt  gilt,  die  schon  von  Lacht  in  betrachteten  Differential- 
gleichungen explicite  herzustellen  und  ausführlicher  zu  begründen.  In 
der  zweiten  Arbeit  giebt  Gordan  die  Fortsetzung  seiner  Rechnungen 
im  Anschluss  an  die  beiden  zuletzt  genannten  Abhandlungen  von  Klein. 
Neuestens  ist  es  Cobleff)  gelungen,  die  Gordan'schen  Untersuchungen 
erheblich  zu  vereinfachen  und  durchsichtiger  zu  gestalten. 

§  12.    Die  Curve  Cg  im  oktaedriselien  Coordinatensystera. 

In  Fig.  113,  p.  620,  ist  die  vorhin  erwähnte  Oktaedertheilung  der 
projectiven  Ebene  reproduciert.  Die  neun  Geraden  dieser  Theilung  sind 
die  Perspectivitätsaxen  der  neun  in  der  G^^  enthaltenen  Collineationen 
der  Periode  zwei,  welche  „harmonische  Perspedivitäten"  darstellen.  Sie 
zerfallen  bekanntlich  in  zwei  Systeme  zu  6  bezw.  3  innerhalb  der  G^^ 


*)  „Sulla  risoluzione  delle  equazioni  di  sesto  f/rado'^^  Acc.  dei  Line.  Bd.  8 
(1899);  „Über  die  Auflösung  der  allgemeinen  Gleichungen  5""'  und  6'"'  Grades''^ 
Crelle's  Journ.  Bd.  129,  pg.  151  (1905),  abgedr.  in  Bd.  61  der  Math.  Ann.  pg.  50  ff. 

**)  „Zur  Theorie  der  allgemeinen  Gleichungen  6^'"-  und  7'"'  Grades'',  Math.  Ann. 
Bd.  28,  pg.  499  (1886). 

***)  Siehe  auch  die  Abhandlung  von  Klein  „Über  die  Auflösung  gewisser  Glei- 
chungen vom  7""  und  S""  Grade'\  Math.  Ann.  Bd.  15  (1879). 

t)  „Die  partiellen  Differentialgleichungen  des  Valentinerprohlevis'-\  Math.  Ann. 
Bd.  61,  pg.  453  (1905);  „Über  eine  Klein'sche  BiUnearform.  (Ein  Beitrag  zur  Auf- 
lösung der  Gleichungen  0""  Grades/',  Math.  Ann.  Bd.  68,  pg.  1  (1910). 

tt)  „The  reduction  of  the  sextic  equation  to  the  Valentiner  formproblem",  Math, 
Ann.  Bd.  70,  pg.  337  (1910). 
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gleichberechtigten  Operationen.  Die  drei  letzteren  Perspectivitäten  bilden 
mit  der  Identität  die  in  der  (t24  ausgezeichnete  Vierergruppe  G^.  Wir 
wählen  die  in  der  Figur  stärker  markierten  Axen  dieser  drei  Opera- 
tionen zu  Coordinatenaxen 
x^=0,  X2=0,  x^==0.  Die 
oktaedrischen  Coordinaten  a^j , 
x^,  Xg  sind  dadurch  bis  auf  3 
constante  Factoren  bestimmt; 
die  letzteren  wählen  wir  so, 
dasß  der  in  der  Figur  mit 
Ä  bezeichnete  Schnittpunkt 
dreier  unter  den  sechs  gleich- 
berechtigten Perspectivitäts- 
axeu  die  Coordinaten  a:^  =  l, 
x^  =  1,  x^  =  l  bekommt. 

In  dem  so  gewählten  Co- 
ordinatensysteme  steUt  sich 
die  6r24  einfach  in  der  Weise 
dar,  dass  wir  die  sechs  Per- 
mutationen dera;  mit  den  acht 
i-ig  113.  durchZeichenwechsel  der  a;  ge- 

winnbaren Transformationen 
combiuieren.  Je  zwei  unter  den  48  so  entspringenden  Transformationen, 
welche  durch  gleichzeitigen  Zeichen  Wechsel  der  ursprünglichen  x^,  x^,  x^ 
in  einander  übergehen,  liefern  dieselbe  Collineation;  wir  wählen  etwa 
jeweils  diejenige  unter  solchen  zwei  Transformationen  aus,  welche  als 
ternäre  Substitution  unimodular  ist. 

Als  Erzeugende  der  G^^  notieren  wir: 

(o)  X-t    — ^  2y         2   —  ~i~     i>      ^ 

[J.  )  X^    ="  -\-  X^,       ^2    ^=  ^2>       ^ 

\U )  X^  =  -\-  X^j      ^2   ^^  "r  '''3 >      -^a   ^^    1    ^1  > 

wobei  (unter  geringfügiger  Abweichung  von  (6)  pg.  587)  jetzt  ST  =  TJ 
und  nicht  =  C/"^  gilt.  Die  ausgezeichnete  G^  enthält  neben  der  Iden- 
tität die  drei  Perspectivitäten: 

X-^    =  -\-  X\}       «^2    ^^  '^2>       "^Z    ^^^  ^3> 


I 


r  ^3> 


(TS^T) 
(WS'Ü) 

{^O  )  X^   ==         X-^j       X2   =         X^j       ^3    ^^^     i     ^3 

Die  CoUineationen  der  6^24  führen  den  durch: 

(1)  x,'-\-x,'^-x,'^0 


1  -^IJ       ^^2  *^2> 
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gegebenen  Kegelschnitt  in  sich  selbst  über;  wir  woUen  denselben  als 
den  zur  G^i  gehörenden  ,^Oktaeder]i  egelschnitt"  bezeichnen.  Im  Sinne 
der  Entwicklungen  von  I,  pg.  15  ff.  handelt  es  sich  hier  um  den  abso- 
luten Kegelschnitt  der  elliptischen  Maassbestimmung,  auf  welche  sich 
die  Eintheilung  der  Fig.  113  bezieht  (cf.  (2)  in  I,  pg.  17). 

In  (1)  haben  wir  die  einzige  Covariante  2*®"  Grades  der  Gg^  ge- 
wonnen. Im  übrigen  liegen  hier  die  Verhältnisse  noch  so  einfach,  dass 
wir  eine  besondere  Betrachtung  über  das  volle  Formensystem  der  024 
nicht  anzustellen  brauchen.  Es  ist  aus  der  Gestalt  der  ternären  (T24 
sofort  zu  erkennen,  dass  jede  Covariante  6'"°  Grades  eine  lineare  Com- 
bination  der  drei  Formen: 


1^1  l^  ^O  I       *^  3    J         *^'1      "^9  l       wi      *A^O  I       I.V2      wj  [^  iAyo      t^o  (^   1^0      t<  j         ]^  lAyn      *vo      ,        iAy^       t//g      tX/o 

sein  muss.    Also  haben  wir  als  Ansatz:   Unsere  Curvc  Gq  muss  sich  im 

oldaedrischen  Coordinatensystem  mittelst  gewisser  Constanten  a,}),c  in  der 

Gestalt: 

(2)     a{x^^+  x^^  -^-x^^)  -f  l{x^^x^^-^x^^x^^+  •  •  •  -f  ^^2^  +  cx^^x^^x^^  =  0 

darstellen  lassen. 

Um  die  Coefficienten  a,b,  c  zu  bestimmen,  woUe  man  vorab  über- 
legen, dass  man  das  oktaedri§;che  Coordinatensystem  den  2  •  15  6^34  ent- 
sprechend zunächst  in  30  Arten  auswählen  kann.  Doch  zerfallen  die- 
selben in  zwei  Reihen  zu  je  15  gleichberechtigten  Systemen;  und  da 
zwei  gleichberechtigte  Systeme  durch  CoUineationen  der  Crgg^  aus  ein- 
ander herstellbar  sind,  bei  denen  die  linke  Seite  von  (2)  invariant  ist, 
so  giebt  es  nur  zwei  wesentlich  verschiedene  Auswahlen  oJdaedrischer  Co- 
ordinaten  x^,x^jX^,  gehörend  zu  zwei  innerhalb  der  G^qq  nicht  gleich- 
berechtigten Gruppen.  Diese  Coordinatensysteme  heissen  in  dem  Sinne 
wesentlich  verschieden,  als  sie  zu  verschiedenen  Darstellungen  (2)  unserer 
Curve  Cg  führen.  Denn  der  Übergang  vom  einen  System  zum  anderen 
wird  zwar  durch  eine  lineare  Substitution  der  x  vermittelt,  aber  diese 
Substitution  gehört  nicht  der  Gggo  an,  so  dass  sie  die  linke  Seite  von 
(2)  nicht  invariant  lässt.  Wohl  aber  muss  sich  eine  Transformation 
ztveiter  Art,  etwa  einer  Spiegelung  der  G-^^^  entsprechend,  angeben  lassen, 
welche  das  eine  System  in  das  andere  und  dabei  die  Og  in  sich  überführt. 

Hiernach  wird,  so  lange  nicht  darüber  entschieden  ist,  welches  der 
beiden  wesentlich  verschiedenen  Coordinatensysteme  mit  den  x^,  x^,  x^ 
gemeint  ist,  jede  Art,  die  Coefficienten  a,b,  c  in  (2)  zu  bestimmen, 
nothwendig  auf  zwei  verschiedene  Werthsysteme  führen  müssen.  Die  Aus- 
wahl eines  unter  ihnen  kommt  dann  auf  die  eindeutige  Bestimmung 
des  Coordinatensystems  hinaus.  Um  die  gefundene  Sachlage  kurz  zu 
charakterisieren,  könnten  wir  die  x^,  x^,  x^  als  „unsymmetrische  Oktaeder- 
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coordinaten"  bezeichnen;  wir  werden  alsbald  eine  der  Forderung  der 
Symmetrie  genügende  mit  den  x^,  x^,  x^  in  naher  Beziehnung  stehende 
Coordiuatenwahl  treffen,  bei  der  es  eben  wegen  dieser  Beziehnung  ge- 
stattet ist,  von  „symmetrischen  OJctaedercoordinaten"  zu  sprechen. 

Ehe  wir  die  Coordinatentransformation  aufstellen,  welche  von  dem 
einen  der  unsymmetrischen  Systeme  zum  anderen  hinführt,  müssen  wir 
überlegen,  wie  sich  die  ternäre  Gestalt  der  G^^  bei  einer  gewissen 
gleich  zu  bezeichnenden  Änderung  des  Coordinatensystems  mitändert. 
Wir  halten  daran  fest,  dass  die  Coordinatenaxen  die  drei  Axen  der  in 
der  ausgezeichneten  Vierergruppe  G^  enthalteneu  Perspectivitäten  sein 
sollen.  Dagegen  soll  die  Änderung  darin  bestehen,  dass  der  Fixpunkt  Ä 
der  erzeugenden  Collineation  U  jetzt  irgend  drei  endliche  und  von  0 
verschiedene  reelle  oder  complexe  Coordinaten  a^,  a.2,  cc^  bekommen  möge. 
Die  neue  Gestalt  der  G^^  in  den  x  ist  dahin  zu  charakterisieren,  dass 
bei  Umrechnung  auf  Coordinaten  a;/,  ic/,  rCg'  vermöge: 

yO)  X^  =  Ci^X^  ,       ^2  ^^  ^2 "^2  7       '^3  ^^  ^3 "^3 

die  G24  in  diesen  x^',  x^',  x^  wieder  die  oben  angegebene  einfache  Ge- 
stalt gewinnt. 

Die  RoUe,  welche  die  reelle  Oktaedertheilung  der  Fig.  113  hierbei 
spielt,  erhellt  aus  folgender  Betrachtung:  Ist  der  Quotient  «j :  «g  reeU, 
während  u^ :  «g  nicht  reell  ist,  so  sind  in  der  reellen  Ebene  der  x-^^,  x^,  x^ 
neben  den  Seiten  des  Coordinatendreiecks  nur  noch  die  beiden  durch 
den  Eckpunkt  iP^  =  0,  3^2=0  laufenden  Perspectivitätsaxen: 

(4)  «i^^gi  «2^1  =  ö 

reell  (entsprechend  den  Axen  AC  und  BD  der  Fig.  113j.  In  der  reellen 
Coordinatenebene  ist  demnach  nur  noch  die  Diedertheilung  derjenigen 
Untergruppe  G^  der  G^^  sichtbar,  welche  die  jetzt  noch  reellen  CoUi- 
neationen  der  G^^  zusammenfasst.  Sind  beide  Quotienten  der  u  com- 
plex,  so  sind  in  der  G^^  reeU  nur  noch  die  vier  CoUineationen  der  aus- 
gezeichneten G^,  welche  sogar  ihre  oben  angegebenen  Gestalten  x^'  =  x^, 
x^  =  —  ^i,  ^3'=  —  ^3  usw.  unverändert  beibehalten.  Entsprechend  ver- 
bleiben von  der  Fig.  113  nur  noch  die  drei  Seiten  des  Coordinatendrei- 
ecks, die  „Vierertheilung"  darstellend,  im  Reellen  bestehen. 

Wir  kommen  nun  auf  unsere  beiden  unsymmetrischen  Oktaeder- 
Coordinatensysteme  zurück,  um  ihre  gegenseitige  Beziehung  festzustellen. 
Nach  pg.  586  ist  die  einzelne  Diedergruppe  Gg  immer  in  zwei  inner- 
halb der  (rgeo  nicht  gleichberechtigten  Oktaedergruppen  6^249  ^24  ®°^' 
halten.  Wir  wählen  etwa  die  zur  Collineation  S  gehörende  Dieder-(r 
und  erinnern  daran,  dass  in  einer  solchen  Gg  stets  zwei  innerhalb  der 
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(rggo  nicht  gleichberechtigte  Vierergruppen  enthalten  sind.  In  unserer 
Gg  haben  wir  also  neben  der  bisher  mit  G^  bezeichneten  Gruppe  eine 
zweite  Vierergruppe  G^',  welche  mit  der  ersten  die  Substitutionen  1 
und  S^  gemein  hat.  Die  (r/  ist  dann  ihrerseits  innerhalb  einer  mit 
der  G^^  nicht  gleichberechtigten  Oktaedergruppe  G'^^  ausgezeichnet;  und 
wir  können  dieser  G'^^  das  zweite  der  unsymmetrischen  Coordinaten- 
systeme  entnehmen. 

Diese  zweite  G^^  kann  im  ursprünglichen  Coordinateusysteme  der 
^u  ^2;  ^3  ^'Usser  der  G^  keine  reelle  Collineation  enthalten.  Anderen- 
falls wäre  sie  und  demnach  auch  die  durch  Combination  der  G.^^,  G!^^ 
erzeugbare  G^^q  gänzlich  reell;  aber  eine  derartige  reelle  ternäre  Gruppe 
^360  giebt  es  nicht  (cf.  I,  pg.  15  ff.  und  pg.  69  ff.).  Wenn  wir  demnach 
die  zu  den  drei  Perspectivitäten  der  G^'  gehörenden  Axen: 

(Geraden  BD,  AG  und  .^3=0  der  Fig.  113)  als  die  zur  G'^^  gehören- 
den Coordinatenaxen  einführen,  so  kann  der  dem  Punkte  A  der  Fig.  113 
für  unsere  G'^^  entsprechende  Punkt  A'  der  Coordinaten  a^,  a^,  a^  nicht 
mehr  reell  sein.  Vielmehr  wird  derselbe  als  imaginärer  Punkt  auf  der 
Perspectivitätsaxe : 

a^x.{'  —  a^x^'  =  cc^ix^  —  x^  —  a^{x-^-\-  x.^  =  (a^  —a^)Xi  —  (a^'H-  a.2)x^  =  0 

gelegen  sein.  Nun  ist  aber  die  letztere  Axe  die  zur  reellen  Dieder-G^g 
gehörende  Axe  3^2=0;  somit  ist  «^'=«3',  und  wir  dürfen  also  auch 
beide  Coordinaten  a^,  a^'  gleich  1  setzen.    Schreiben  wir  demnach: 

//  f  irr  ^    rr  ff 

X^       =   X^   ,  X^       =    X2  ,  X._^       =    0^3    X^ 

oder  (indem  wir  den  reciproken  Werth  von  u./  mit  a  bezeichnen): 

(Oj  X^   =^  X^  -\-  X2,      X2   =^  X^        I2,      .l^    ""^  ^'^sj 

so  muss  die  G^^,  auf  die  Coordinaten  x^',  x^',  x^  umgerechnet,  wieder 
die  einfache  bei  der  G^^  oben  zu  Grunde  gelegte  Gestalt  gewinnen.  Es 
gieht  somit  eine  nicht  reelle  Constante  a  der  Art,  dass  die  Transforma- 
tion (6)  zum  zweiten  unsymmetrischen  Ohtaeder-Coordinatensystem  x^  x^,  x^ 
führt. 

Bei  der  Gestalt  der  G'^^  muss  unsere  Curve  Og  dem  Ansätze  (2) 
entsprechend  in  der  Form: 

(7)    a{x^'  +  ^2''  4-  ^3'')  +  V{x^^X2'  +  •  •  •  +  x^'xP)  +  cx^'x^x^^  =  0 

darstellbar  sein.  Zur  Bestimmung  der  unbekannten  Constanten  in  (7) 
und  (2)  können  wir  nun  die  Thatsache  benutzen,  dass  die  Gleichung  (7) 
durch   die  Substitution  (6)   in   die  Gleichung  (2)   transformiert  werden 
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muss.  Setzen  wir  aber  die  Ausdrücke  (6)  der  x  in  den  x  in  die  Gleichung 

(7)  ein,  so  ergiebt  sich  nach  kurzer  Zwischeurechnung: 

(8)  ^{a  4-  y){x^^  +  x^^)  +  aa^^Tg«  +  (30a'  -  2&')(^/^2'  +  V^i") 

+  ('2&'  +  C>"(^1^^3^  +  V^3^)   +  26'«*(V:Cj2  ^  a;g4^22) 

+  (12&' -  2c>2a;f  ^Tg^rcgS^  o_ 

Diese  Gleichung  ordnet  sich  aber  stets  und  nur  dann  dem  Ansätze  (2) 
unter,  wenn  die  drei  Bedingungen  zutreffen: 

2a' +  2&'=a'a6, 

(9)  loa'-    h'=h'a\ 

2b' +    c'=26'al 

Wäre  nun  a=0,  so  wäre  auch  6' =  0  und  c'==0;  also  ist  a  nicht 
gleich  0,  und  wir  dürfen  demnach  a=l  setzen.  Die  Elimination  von 
h'  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  (9)  ergiebt: 

«io^«6_  2«^ -32  =  0, 
eine  Gleichung  5'®"^  Grades  für  a-  mit  den  fünf  Lösungen: 

(10)  a-=2,     a2_ Y~-^,     «'=     ~/     -• 

Die  erste  Lösung  ist  als  reell  jedenfalls  unbrauchbar.  Die  zweite 
Gleichung  (lO)  führt  zur  ternären  Gruppe  G-^^^,  die  bei  der  Transforma- 
tion 7*^°  Grades  der  elliptischen  Functionen  auftritt*).  Mau  erinnere 
sich  nämlich,  dass  auch  in  dieser  G^gy  zwei  unter  einander  nicht  gleich- 
berechtigte Systeme  von  Oktaedergruppen  auftreten,  und  dass  auch  dort 
je  zwei  nicht  gleichberechtigte  G^^,  G!^^  eine  Dieder-Gg  gemein  haben. 
Unser  hier  benutzter  Ansatz  muss  also  ohne  jede  Abänderung  auch  zu 
derjenigen  Co  Variante  6*'°  Grades  der  ternären  G^^g  führen,  welche  in 
„Mod."  I  pg.  733  in  dem  damaligen  Coordinatensysteme  der  g^,  z^,  s^ 
durch  X(^j,^2>^3)  bezeichnet  ist. 

Für  die  (rggo  bleiben  demnach  nur  noch  die  beiden  Werthe: 

(11)  „._i±iVii_(Ki±iV3y, 

welche  in  (9)  eingetragen  die  beiden  Coefficientensysteme  liefern: 
(12)  a  =  l,     &'=_i^±|il^,     c'=15  +  3iyT5. 

Durch  Eintragung  der  berechneten  Werthe  in  (8)  und  Fortlassung  des 
gemeinsamen  Factors  a®  aller  Glieder  müssen  wir  die  Relation  (2)  mit 


I 


*)  Cf.  Klein,  „Über  Transformation  7*^'  Ordnung  der  elliptischen  Functionen" , 
Math.  Ann.  Bd.  14  (1878)  oder  „Mod."  I  pg.  692 ff. 
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a  =  1   gewinnen.    Also   finden   wir   entsprechend   für   die   Coefficienten 
a,  h,  c  in  (2): 


(13) 


a  =  l 


lö  +  Sil/lS 


c  =  15  ±  3il/i5 


"Wie  wir  voraussahen,  haben  wir  hier  zwei  Werthsysteme  der  Coef- 
ficienten a,  h,  c  erhalten.  Wir  Avählen  das  oktaedrische  Coordinaten- 
system  der  x  nunmehr  eindeutig  aus,  indem  wir: 

(14)  a  =         g    ^ 

setzen*),  und  gewinnen  als  Resultat:  Die  Curve  6^^"  Grades  C^  stellt  sich 
in  dem  endgültig  ausgewählten  oldaedriscJien  Com'dinatensysteme  x^,x^,x^ 
durch  folgende  Gleichung  dar: 


O  &  1/  XO    /        A  ^      \  il9i  A         ^  A  ^ 


(15)    x^^-\-  X^^-{-  X^ 

+  x^''x\  +V^2^)  +  (15  +  oiyWjx^^x.^x^^^Q. 

Um  die  360  Collineationen  dieser  Cg  in  sich  alle  erzeugen  zu 
können,  müssen  wir  ausser  der  G^^  wenigstens  noch  eine  weitere  CoUi- 
neation  kennen.  Wir  bevorzugen  etwa  diejenige  Operation  ü',  welche 
unserer  obigen  Collineation  TJ  (cf.  pg.  620)  entsprechend  die  cyklische 
Vertauschung  der  Coordinaten  im  zweiten  zur  G'^^  gehörenden  Systeme 
darstellt.  Diese  der  G'^^  und  also  der  G^^q  angehörende  CoUineation 
schreibt  sich  zufolge  (6)  in  den  ursprünglichen  Coordinaten  x: 

x^  -\-  x^  =  x^  —  x^,     x^  —  x^  =  L_!L±_ii_ x^,     -'^"^^'^  x^'  =  r^  4-  ^2 

und  wird  von  hier  aus  leicht  in  eine  unimodulare  ternäre  Substitution 
der  Xi,X2,x^  umgerechnet.  Da  für  die  dritte  Erzeugende  ZJder  Oktaeder- 
G^24  die  Darstellung  U  =  ST  gilt,  so  haben  wir  als  Ergebniss  anzu- 
merken: Die  G^QQ  der  360  Collineationen  der  Curve  (15)  in  sich  ist  er- 
zeughar  aus  den  drei  Collineationen: 


3> 


(T) 


m 


CCa       


/  _    1  1  , 


,  _     1  1  _ 

X2    —    2   "^^  2^  ^^2 


1/5  +  *y3 


JOn        — 


|/5 


"  /yi      _l      _L "  /y^ 


*)  Ein  Zeiclienwechsel  von  a  läuft  auf  Ausübung  der  Perspectivität  S  *  hinaus 
und  ist,  da  diese  der  G^^  angehört,  ohne  Bedeutung. 
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Im  zweiten  unserer  beiden  unsymmetrischen  Coordiuatensysteme  ist 
die  Curve  (15),  wie  wir  sahen,  gegeben  durch: 

(16 )         X,''  +  X,''  +  X,''  -  ^l^liVl^  (^^'4^;2  +  . . .  ^  ^^'4  ^^'2^ 

4-  (15  -  3  i  ]/l5)  a;/2  ^3'-  a;3'2  =  0. 

Entsprechend  hat  in  diesen  x  die  G^^^  eine  Gestalt,  die  aus  der  eben 
mittelst  der  Erzeugenden  S,  T,  U'  herstellbaren  Gestalt  der  Collinea- 
tionsgruppe  einfach  durch  Zeichenwechsel  von  i  in  den  Substitutions- 
coefficienten  gewonnen  wird. 

Bezeichnet  man  übrigens  mit  x^,  x^,  x^  die  zu  Xi,  x^,  x^  con- 
jugiert  complexen  Werthe,  so  kann  die  Gleichung  (15)  unserer  C'g  auch 
in  die  Gestalt  gekleidet  werden: 

r6iv;64_^6_  lo  +  3tyi5  ,421 1^4™  2-\ 

**1     T^  -^2       r  •>i'3  ^  \Xi    X.2     -f-  •  •  ■  i-  ^3    X^  J 

+  (15  -  3  i  1/15)  x^^x^^  ^3^  =  0. 

Wie  man  sieht,  werden  demnach  die  beiden  Gleichungen  (15)  und  (16) 
durch  die  „ternäre  Substitution  zweiter  Art": 

ausgetauscht.  Gehen  wir  von  der  durch  (15)  gegebenen  Cg  zuerst  durch 
die  besser  in  die  Gestalt: 

^  ~    ]/2    '     '  ~    y2    '     '  ~     2 1/2      ' 

gekleidete  Transformation  (6)  zur  Gleichung  (16)  und  üben  hernach 
die  Transformation  (17)  aus,  so  gelangen  wir  zur  Gleichung  (15)  zu- 
rück.   Demgemäss  gewinnen  wir  in: 

eine  „CoUineation  zweiter  Artf',  welche  unsere  durch  (15)  gegebene  Curve  Cg 
in  sich  überführt,  und  welche  demnach  zur  G^^q  zugefügt  mit  ihr  die 
„Collineationsgruppe  ziveiter  Art"  6r 720  ßf^ßi'fft.  Bezeichnen  wir  die  Sub- 
stitution (18)  durch  V,  so  zeigt  man  sofort,  dass  F^=  1  ist;  es  handelt 
sich  also  hier  um  eine  der  36  Spiegelungen  der  G-,2o-  Weiter  berechnet 
man  leicht:  _    _  _     _ 

rsv  ^  s-\  vuv  =  u', 

S,  JJ  und  V  in  der  bisherigen  Bedeutung  gebraucht.  Aus  S  und  U 
ist  die  Gj4,  aus  S  und   IT  die  G^^  erzeugbar.    In  (18j  haben  wir  also 
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diejenige  Spiegelung  geivonnen,  welche  die  innerhalb  der  G^^q  noch  nicht 
gleichberechtigten  Gruppen  G^^,  G^^  in  einander  transformiert. 

Es  bleibt  noch  die  Besprechung  des  „symmetrischen  Oldaedercoordi- 
natensystems"  übrig.  Da  die  Operation  S  durch  die  Spiegelung  V  in 
ihre  inverse  S~^  transformiert  wird,  so  wird  ein  Coordinatendreieck, 
dessen  Eckpunkte  die  drei  Fixpunkte  der  Collineation  S  sind,  durch  V 
in  sieh  transformiert.  Ein  solches  Dreieck  ist  auf  45  Weisen  wählbar; 
doch  sind  diese  45  Dreiecke,  wie  die  45  cyklischen  Untergruppen  G^ 
der  (?36o,  alle  gleichberechtigt  und  also  für  unseren  Zweck  nicht  wesent- 
lich verschieden. 

Nun  sind  die  Fixpunkte  von  S  erstens  der  bisherige  Eckpunkt 
x^  =  0,  rTg  =  0  und  weiter  die  beiden  Schnittpunkte  der  Geraden 
^1  ±  i^2  =  0  ™^^  ^er  bisherigen  dritten  Axe  x^  =  0,  welche  demnach 
als  solche  bestehen  bleibt.  Für  den  Übergang  von  den  x^,  x^,  x^  zu 
den  symmetrischen  Coordinaten,  die  wir  etwa  X,  Y,  Z  nennen,  haben 
wir  somit  den  Ansatz: 

X  =  a(x^  -\-  ix^),     Y=  ß(x^  —  ix^),     Z  =  yx^ 

und  müssen  die  noch  verfügbaren  Constanten  a,  /3,  y  so  bestimmen, 
dass  nicht  nur  das  Coordinatendreieck,  sondern  die  Coordinaten  X,  Y,  Z 
selbst  gegenüber  der  Spiegelung  V  invariant  sind.  Zunächst  berechnen 
wir  als  Ausdruck  der  Spiegelung  (18)  in  den  X,  F,  Z\ 

X'=  — .^— tlix       Y'  =  ^  .  ^  ~  ^  F       Z'  ^^     |/6  — 1}/3  2 

ä    y2     '  ß    y2     '  7      •2>/2      ■ 

Wählen  wir  demnach  die  «,  ß,  y  etwa  in  der  Gestalt: 


so  erhalten  wir  als  Coordinateutransformation : 

ni  ni — ___ 

(19)     X=^e~^{x^+ix,^,     Y=e'^{x,-ix^),    Z  =-V5  +  i  \/lbx„ 
und  die  Spiegelung  V  gewinnt  die  einfache  Gestalt: 

(20)  x'  =  x,   r  =  F,   z'  =  z. 

Die  Gleichung  der  Cg  wird  demnach,  da  sie  durch  die  Spiegelung  (20) 
in  sich  transformiert  wird,  jetzt  durchweg  reelle  Coefficienten  bekommen, 
und  der  Ausdruck  der  Collineationsgruppe  G^^q  in  den  X,  Y,  Z  ist 
sich  selbst  conjugiert;  d.  h.  bei  Ersetzung  aller  Substitutionscoefficienten 
durch  ihre  conjugiert  complexen  Werthe  geht  die  Gruppe  in  sich  selbst 
über.    Die  Rechnung    bestätigt  dies;    wir   finden:    Die  Curve   sechsten 
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Grades  Cg  erhält  im  symmetrischen  Ohtaedercoordinatensystem  die  reelle 
Gleichung: 

(21)     I5yl5(x*-r4)(2xr-z2)  +  i{)qx^y^+  i60  x'Y'z' 

+  30  XYZ^-Z^  =  0. 

Die  Bemerkung  über  die  zugehörige  Gestalt  der  (rggo  i«t  damit  selbst* 
verständlich. 

§  13.   Die  Curve  Cq  im  ikosaedrischen  Coordinatensystem. 

Der  Gedankengang  der  Entwicklung  bei  Aufstellung  der  Gleichung 
der  Cß  im  ikosaedrischen  Coordinatensystem  ist  der  eben  abgeschlossenen 
Untersuchung  in  allen  wesentlichen  Punkten  analog.  Bei  der  ternären 
Darstellung  einer  einzelnen  Ikosaedergruppe  G^^q  verzichten  wir  freilich 
auf  die  von  der  Fig.  16  in  I,  pg.  12  gelieferte  reelle  Gestalt;  vielmehr 
legen  wir  mit  Wim  an  (cf.  1.  c.  pg.  548)  diejenige  mit  jener  reellen 
coUineare  Gestalt  der  ternären  G^q  zu  Grunde,  welche  Klein  in  „Ikos.", 
pg.  211  ff.  beim  „Problem  der  Ä"  benutzt,  da  wir  auf  diese  Weise  un- 
mittelbar von  den  ebendort  gegebenen  formeutheoretischen  Entwick- 
lungen Gebrauch  machen  können. 

Statt  der  Coordinaten  Ä^,Ä^,  Aq  gebrauchen  wir  in  besserem  An- 
schluss  an  das  Bisherige  die  Bezeiclmungen  y^,  y^,  y^.  Als  Erzeugende 
der  Gqq  der  ternären  Substitutionen  haben  wir  dann  (cf  „Ikos.",  pg.  213) 

unter  Gebrauch  der  Abkürzung  e  ^    =6: 

VE y;  =  (5^  +  s^)y,  +  (£  -f  s')y,  +  2y, , 
{T)  1    yl  y;  =  (,  +  £4)2/^  +  (,2  +  ,3^^^  +  2t/3, 

y5l/3'  =  2/i  -f  ?/2  +^3. 

Reell  sind  bei  dieser  Darstellung  nur  vier  eine  der  fünf  Vierergruppen 
bildende  Substitutionen,  zu  denen  auch  T  gehört.  Der  absolute  Kegel- 
schnitt, der  für  die  Ikosaedertheilung  der  Fig.  16  in  I,  pg.  72  nicht 
reell  ist,  fällt  in  dem  hier  gewählten  Coordinatensystem  der  y  reell 
aus;  derselbe  hat  nach  „Ikos.",  pg.  214,  (6)  die  Gleichung: 

(1)  Vyy,  +  2/3^  =  0 

und  werde  weiterhin  als  der  zur  G^^  gehörende  „Ikosaederkegelschnitt" 
bezeichnet. 

An  unabhängigen  Covarianten  sechsten  Grades  haben  wir  neben 
der  dritten  Potenz  von  («/i^/j  +  ya^)   zufolge  „Ikos."  pg.  214  nur  noch 
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feine  einzige  Form,  die  wir  in  der  1.  c.  pg.  218  unter  (14)  angegebenen 
Gestalt  B  heranziehen: 

(2)  y,'y,'  -  (y,5  +  y,')y,  -  2y,hj,hj,'  +  ^V^y^Vz'- 

Da  die  C^  irreducibel  ist,  so  gewinnen  wir  unmittelbar  den  Ansatz: 
Unsere  Curve  Q  nmss  sich  in  den  ikosaedrischen  Coordinaten  y^,  y.^,  y^ 
nothtvendig  in  der  Gestalt: 

yiV  -  {Vx'  +  y,')yz  -  ^yiWyz'  +  ^yxy.y,'  +  <yty2  +  y.'f  =  o 

oder  hesser  geordnet: 

(3)  (1  +  a)y,'y,'  -  (y,'  +  y,')y,  +  (3« -  2)y,'y,^y,' 

+  (3a +  8)^,«/2?/3*  + «1/36  =  0 

mit  einer  noch  zu  hestimmenden  Constanten  a  darstellen. 

Zur  Berechnung  von  a  schliessen  wir  genau  wie  oben  (pg.  622  u.  f.). 
Da  wir  zwei  innerhalb  der  G^^q  nicht  gleichberechtigte  Systeme  von 
Ikosaedergruppen  Gqq  haben,  so  können  wir  die  ikosaedrischen  Coordi- 
naten y^,  t/o,  t/g  wieder  in  zwei  wesentlich  verschiedenen  (d.  h.  zu  zwei 
verschiedenen  Gleichungsformen  (3)  führenden)  Arten  auswählen  und 
werden  uns  unten  zu  Gunsten  einer  dieser  Arten  zu  entscheiden  haben. 
Nun  war  die  einzelne  cyklische  G^,  z.  B.  die  aus  der  jetzigen  Colli- 
neation  S  entspringende,  in  zwei  nicht  gleichberechtigten  Ikosaeder- 
gruppen Gqq,  G^gQ  enthalten.  Die  Fixpunkte  dieser  Collineation  S  liefern 
die  Ecken  des  Coordinatendreiecks  der  y.  Wählen  wir  demnach  das 
zweite  der  beiden  „unsymmetrischen  Ikosaeder-Coordinatensysteme"  «//, 
1/2',  1/3'  im  Anschluss  an  die  G^q  unter  Bevorzugung  der  auch  in  ihr 
enthaltenen  Collineation  S,  so  bleiben  die  Ecken  des  Coordinatendreiecks 
der  y  erhalten,  so  dass  der  Übergang  vom  einen  zum  anderen  Coordinaten- 
systeme  durch  eine  Transformation  der  Gestalt: 

(4)  ^i'  =  «i^u     2/2'  =  ^^y^j     y^  =  ^sPs 
mit  drei  endlichen  von  0  verschiedenen  a  zu  vollziehen  ist. 

Nun  hat  die  G^^  im  zweiten  Systeme  der  1//,  y^',  y.^  wieder  die- 
selbe Gestalt,  wie  die  G^q  im  ersten.  Wir  schliessen  hieraus  sofort,  dass 
sich  unsere  Cg  mittelst  der  y    in  der  Gestalt: 

(1  4- a)y;'y^  -  {y^'  +  yp)y,'  -\-  (3a' - 2)y;VyP 
+  (3a'-f8)2/;i/2>3'*-{-a>3'«  =  0 

darstellen  lassen  muss.  Die  so  erhaltene  Gleichung  muss  nun  durch 
die  Transformation  (4)  in  die  mit  einem  von  0  verschiedenen  Factor  h 
multiplicierte  Gleichung  (8)  unserer  (7g  im  ersten  System  der  y^,  y^,  y^ 
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zurückgeführt  werden.    Man  stellt  aber  sofort  fest,  dass  dies  stets  und 
nur  dann  zutrifft,  wenn  die  folgenden  sechs  Gleichungen  gelten: 

«l^«3  =  «2^  «3  =  ^f 

(5)  |(3a'-2)a,VV  =  K3a-2), 

a'«o^  =  ha. 

Wäre  nun  eine  der  Grössen  a,  a  gleich  0,  so  würden  zufolge  der 
letzten  Gleichung  (5)  auch  die  andere  verschwinden;  und  dann  ergäbe 
die  Elimination  von  h  aus  den  übrigen  Gleichungen: 


^  =  «1^ 


4  


«1    «2"  =  ar«2'«3'  =  «]  «Sß^s"*  =  "f^3  =  V«3 

Setzt  man  also,  was  statthaft  ist,  a^  =  i,  so  folgt: 

Uyü^  =  \,     a{'  =  a^^  =1,     «1  =»  £*,     «2  ="  ^~^ 

wo  V  eine  ganze  Zahl  ist.  Die  Substitution  (4)  wäre  also  eine  Potenz 
7on  S,  die  jedoch  den  Übergang  von  den  y  zu  den  y'  nicht  vermitteln 
kann.    Also  sind  a  und  a    sicher  nicht  gleich  0. 

Die  Elimination  von  h  aus  den  Gleichungen  (5)  ergiebt  weiter: 


(6) 


a(l+a>,V=-«'(l+«)«3S 
a(Za  —2)a^^a^^  =  a\^a  —  2)a^*', 

a(3a'  -\-^)a^u^  =  a{^a-\-'^)c^^, 

aaJ'  ^  aaJ  =  a'aJ'. 


Die  ersten  drei   Gleichungen  (6)   gestatten    unter    Benutzung    der  Ab- 
kürzung: 
(7)  a,cc^a^-^==ß 

die  Schreibweise  als   drei  lineare  homogene   Gleichungen   für   die   drei 
nicht  verschwindenden  Grössen  aa,  a,  a: 


(8) 


aa{ß^-l)-\-aß^-a'  ^0, 
Saa(ß^-l)  -  2aß'  +  2a  =  0, 

3aa'(/3-l)  +  Saß  — Sa  =0. 


Also  gilt  für  ß  die  Gleichung  fünften  Grades: 

ß'-l,  ß%        -1 

(9)  3(^2-1),     -2ß\       2 

3(^-1),        8^,       -8 


=  0, 
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und  wir  finden  aus  (8)  durch  Lösung  nach  a  und  a  die  Darstellung 
dieser  Grössen  in  ß : 

/.r.N  _  8^ ,  __        8/? 

^^^>  "~3(5ß  +  4)'      ^   -  3(4|J  +  5)' 

Von  den  Lösungen  der  Gleichung  (9)  erweist  sich  /3  =  0  ohne 
weiteres  als  unbrauchbar,  desgleichen  die  Doppelwurzel  /3  =  1,  die,  wie 
man  leicht  zeigt,  die  Substitution  (4)  wieder  zu  einer  Potenz  von  ^' 
macht.  Die  beiden  für  uns  in  Betracht  kommenden  Lösungen  bleiben 
jetzt  allein  noch  übrig: 

^  8 

Indem  ivir  unter  diesen  beiden  Werten  etwa  denjenigen  mit  dem  oberen 
Vorzeichen  auswählen : 

(11)  ß=^^^^, 

haben  wir  damit  das  unsymmetrische  IJcosaeder-Coordinatensystem  der  y^, 
t/2,  2/3  endgültig  gewählt.    Die   Gleichungen  (10)   liefern  als   zugehörige 
Werthe  a  und  a: 
,,  ,^s  VI  -4-  bil/l  ,  l/S  —  5 « 1/5 

(12)  a  =  —  '- — —j:^^^ ,     a  =  —  ''- ^"^  • 

^      ^  6|/3  6>/3 

Die  letzte  Gleichung  (G)  ergiebt  daraufhin: 

''■--"^-  =  "'"7/"^v--(^^)'.». 

Setzen  wir  demnach,  was  statthaft  ist: 

1  —  i  1/15 

«3  = 4 ' 

so  folgt  weiter: 

a^^  =  «o^  =  1,     c^i  =  f'"j     0=2  ==  *'• 

Die  Gleichung  (7)  ergiebt  jetzt: 

£  _    P«„       _  g  g  _    i, 

SO  dass  tty  =  £",  «2  =  *~"  ^^^-  -D^  ^^^  ^^^^  ^^f  ^^^  Coordiuatensystem 
der  y,  ohne  dasselbe  wesentlich  zu  ändern,  noch  eine  beliebige  Potenz 
von  S  ausüben  dürfen,  so  ist  es  erlaubt,  die  eben  durch  \i  bezeichnete 
ganze  Zahl  gleich  0  zu  setzen. 

Durch  Eintragung  des  gefundenen  Werthes  a  in  den  Ausatz  (3) 
ergiebt  sich  als  Hauptresultat:  Die  Gleichung  unserer  Curve  sechsten 
Grades  im  ausgewählten  unsymmetrischen  Ikosaeder-Coordinatensystem  ist: 

Fricke-Klein,  Automorphe  Functionen    Tl.  3.  41 


5 
5 
3 


632  Anhang. 

(13)  5(1/3  -  .•  Vb)y,'y,'  -  6  ^/l {y,'  +  y,')y,  -  15(]/3  +  i  Vb)y,'y,'y,^ 

+  15(3l/3-il/%2/,t/3^  -  (-/3  +  5t-]/%3«  =  0; 
dieses  Coordinatensystem  geht  durch  die  Transformation: 

(14)  y^  =  y,,     2/2  =  ?/2,     yg  =  (^^^  '   j  ^3 

m  <:?as  zweite  Ikosaeder-Coordinatensystem  der  y  über,  in  welchem  unsere 
Curve  Og  dargestellt  ist  durch: 

(15)  5(1/3  +  iVb)y,'%-^  -  6  ]/3(y/Hy;^ji/;-15(l/3-il/5)i//2y2''y3'' 

+  15(31/3 +  i|/5)i/,V2>3'^  -  (V^-biVbjy,''  =  0. 

Man  sieht  sofort  wieder,  dass  die  Transformation  zweiter  Art: 

die  beiden  Gleichungen  (13)  und  (15)  austauscht,  und  knüpft  hieran 
dieselbe  Betrachtung,  die  wir  pg.  62G  an  die  damalige  Transformation  (17) 
schlössen.  Wir  notieren  als  Satz:  Die  durch  (13)  gegebene  Curve  Q  ivird 
durch  die  „Collineation  zweiter  Art": 


7) 


ys  —  iyiY^ 


(16)  (F)      y^  =  yr,    y^' =  y2>    2/3'  =  y^ ^    )  3/3 

iw  sic/i  seZfes^  transformiert;  V  ist  eine  Spiegelung  der  erweiterten  Gruppe 
(T720J  welche  die  beiden  llxosaedergruppen  Ggo  und  G^^  in  einander  trans- 
formiert, und  welche  demnach  mit  den  Collineationen  S  und  T  die  ge- 
sammte  G^2o  -^^  erzeugen  gestattet. 

An  die  beiden  unsymmetrischen  Systeme  reihen  wir  jetzt  als  drittes 
das  „symmetrische  Ikosaeder-Coordinatensystem"  x,  y,  z,  welches  wir  so 
zu  wählen  haben,  dass  die  Spiegelung  V  sich  in  der  Gestalt: 

(17)  x  =x,    y'  =  y,    z  =  z 

darstellt.  Dann  nämlich  ist  die  Collineationsgruppe  G^^q  sich  selbst 
conjugiert  und  die  Gleichung  der  Cg  wird  reelle  Coefficienten  erhalten. 
Damit  die  Spiegelung  (16)  die  eben  vorgeschriebene  Gestalt  gewinnt, 
haben  wir  zu  setzen: 

.  ]/3  4-  t  \/b 

^  =  «2/1;    y-ßy-2,    z  =  y'  ^^^37 

wo  die  a,  ß,  y  drei  beliebig  wählbare  reelle  Constante  sind.  Indem  wir 
die  Auswahl  0;  =  /3  =  l/3,  y  =  Y2  treffen,  werden  die  Coefficienten  der 
Curvengleichung  nicht  nur  reell,  sondern  sogar  durchweg  rational.  In 
dem  durch: 
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(18)  x  =  V'dy„    y-V^y„    ^=^^— Y-— 2/3 

erUärten  „symmetrischen"  IJcosaeder-Coordmatensysteme  stellt  sich  die  Curve 
sechsten  Grades  Cg  in  der  nicht  nur  reellen,  sondern  auch  rationalen 
Gleichungsform  dar: 

(19)  lOx^y""  -  9(a;^  +  y'')z  -  45  xhfz-  -  \Zhxyz''  +  27  0«  =  0. 

Wir  wollen  hier  noch  feststellen,  wie  sich  die  Coordinaten  x,  y,  z 
in  die  symmetrischen  Oktaedercoordinaten  X,  T,  Z,  denen  die  Glei- 
chung (21),  pg.  628,  unserer  C^  zugehörte,  transformieren  lassen.  In 
letzterem  Systeme  war  Z=0  die  Axe  einer  Perspectivität,  deren 
Centrum  in  der  gegenüberliegenden  Ecke  X  =  0,  F=0  lag.  In  un- 
seren ikosaedrischen  Coordinaten  hat  die  in  „Ikos.",  pg.  213  unter  (4) 
gegebene  Perspectivität  J]  die  einfachste  Gestalt;  sie  schreibt  sich  in 
den  symmetrischen  Coordinaten: 

X  =  —  y,  II  =—x,  z  =  —  z 
und  hat  demnach  die  Axe  x-y^O,  während  das  Centrum  im  Schnitt- 
punkt der  beiden  Geraden  x-Vy=-0,  ^  =  0  gelegen  ist.  Jene  Axe 
möge  also  die  Seite  Z  ==  0  des  neuen  Coordinatendreiecks  sein,  während 
sich  die  Seiten  X  =  0,  r=  0  im  angegebenen  Perspectivitätscentrum 
schneiden  sollen.  Um  den  Übergang  zu  gewinnen,  schalten  wir  ein 
vermittelndes  System  X',   Y',  Z  durch: 

X'  =  ^,       2Y'  =  x  +  y,      2Z  =  x-y 
oder  umgekehrt: 

(20)  :j;=r  +  Z,       y=Y'-Z,       z=X' 

ein  und  erhalten   dann  die   definitiven  X,  Y  nur   noch  mittelst  einer 
b  inären  Transform  ation : 

X'  =  aX  +  6  Y,       Y'  =-cX-^  dY. 
Man  trage  nun  die  Ausdrücke  (20)  für  x,  y,  z  in  die  Gleichung  (19) 
ein  und  ordne  nach  Potenzen  von  Z: 

(21)  _10Z6-15Z^(3X'2  +  6X'Y'-2r2) 

+  15  Z\^  X''  +  6  X"  Y""  - 12  X'  r^  -  2  T'^) 

+  (27  X'6  - 135  X'^  Y'^  -  45  X'^  Y'^  -  18  X'  F^  +  10  Y'"-)  =  0. 

Die    entsprechend    geordnete    (mit    10   multiplicierte)    Gleichung    (21), 
pg.  628,  ist: 

(22)  -  10Z«  +  300Z^Xr+15ZK-10>^XH100X27H  10]/15r*) 

+  (30oyT5X^  +  iooox2r-3ooi/l5r*)xr=o. 

41* 
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Der  Vergleich  zeigt  zunächst,  dass  der  von  Z  freie  Bestandtheil 
der  Gleichung  (21)  den  Factor  (3  X'^  +  6  X' T' -  2  F'^;  aufweisen  muss; 
in  der  That  ist  derselbe  gleich  dem  Producte  dieses  Factors  mit  dem 
Ausdruck: 

9  X'^  -  18  X'3  r  -  3  X'^  Y''  -  6  X'  Y''  -  5  Y'\ 

Der  weitere  Vergleich  von  (21)  und  (22)  ergiebt: 

-20xr  =  3X'2+6X'r-2r2, 
-  lovTöx^  +  100X2  r^  +  loyTör^  = 

9X'^  +  6X'- Y'2  -  12X'r'3  -  2  Y'\ 
-15|/l5X^- 50X^72^  15]/I5r^  = 

9X'^  -  isx'^r  -  3X'2  r^  -  ex'r^  -  sr* 

als  noth wendige  und  hinreichende  Bedingungen  für  die  Transformier- 
barkeit  der  Gleichung  (21)  in  i^^^.  Diese  Relationen  sind  nicht  von 
einander  unabhängig,  da  man  durch  Combination  der  zweiten  und  dritten 
leicht  das  Quadrat  dei*  ersten  erzeugt.  Als  zu  befriedigende  Bedingungen 
nehmen  wir  demnach  die  erste  (deren  rechte  Seite  wir  in  ihre  Linear- 
factoren zerlegen)  und  die  durch  Elimination  von  X^Y^  ^^^g  (jgj.  zweiten 
und  dritten  entstehende  Gleichung: 

-  20  X  r  =  (i/3  X' +  (|/3 + 1/5)  r )  (]/3  X' +  (i/3  - 1/5)  r ) , 

-  401/15  (X^  -  Y^)  =  27  X'^  ~  36  X'^  Y'  -  24  X'  T'^  -  12  Y'\ 

Es  ist  keine  Beschränkung  der  Allgemeinheit  unserer  Überlegung*), 
wenn  wir  der  ersten   dieser  beiden  Relationen   den  Ansatz  entnehmen: 

f  aX  =  ]/3  X' +  (l/3  +  ]/5)  r 
(23)  _  ,    _ ^  1  (aß  =  -  20). 

Mit  Rücksicht  auf  aß  =  —  20  folgt  hieraus: 

20*  (X*  -  Y^)  =  /3*  (|/3  X'  +  (l/3  +  ]/5)  T')*-  a^  (]/3  X'  +  (l/3  -  /ö)  Y'f. 

Damit  dies  die  zweite  der  zu  befriedigenden  Relationen  ist,  sind  die 
beiden  Gleichuncfen: 

a'  =  400  (4  +  ]/l5),       /3*  =  400  (4  -  l/Iö) 

hinreichend  und   nothwendig.    Gleichzeitige  Änderungen  von   a   und   ß 

*)  Man  beachte,  dass  die  Relation  (21),  pg.  628,  die  CoUineation : 

ni  rtl 

X  =  e*r,      r'=e    *X,      Z' =  z 
zulässt,  -welche  die  Seiten  X  =  0 ,   y  :=  0  austauscht. 
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um    die    Factoren  «*    und   i~''  sind    unwesentlich.     Es   bestimmen   sich 
demnach  a  und  ß  zu: 

Die  Eintragung  dieser  Werthe   in  (2.H)    und   Auflösung  nach   X'  und 
Y'  ergiebt: 


(24) 


r       ]/2  V       V2 


Aus  (20)  und  (24)  entspringt  endlich  der  unsere  Betrachtung  schliessende 
Satz:  Bas  ikosaedrische  Coordinatensystem  x,  y,  z  hängt  mit  dem  olda- 
edrisclten  X,  Y.  Z  folgender massen  zusammen: 


(25) 


§  14.    Die  Curve  Cg  im  harmonisclien  Coordinatensystem. 

Den  kürzesten  Zugang  zur  Curve  Cg  gewährt  der  dritte  der  pg.  617 
besprochenen  Ansätze,  bei  welchem  wir  die  (7g  als  „Covariante  einer 
harmonischen  Curve  dritten  Grades",  d.  i.  einer  Cg  von  harmonischem 
Doppelverhältnis  betrachten.  Nach  „Mod."  II,  pg.  242  gestattet  eine 
ebene  Curve  dritten  Grades  Cg  des  Geschlechtes  p  =  1  18  Collineationen 
in  sich,  die  natürlich  eine  Gruppe  G^^  bilden.  Diese  (r^g  lässt  sich  im 
zugehörigen  Integral  erster  Gattung  u  mit  dem  Paare  primitiver  Perioden 
Gjj,  «2  in  der  besonders  zugänglichen  Gestalt: 


(1) 


t  =  +  w  H o         ,     (mod.  03^,  Wg) 


darstellen  (cf.  a.  a.  0.   Gleichung  ^12)),    wobei    also    X,  ^   auf  die    neun 
mod.  3  inkongruente  Zahlenpaare  zu  reducieren  sind.    Liegt  der  harmo- 
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nische  FaU  vor,  d.  h.  verschwindet  die  Aronhold'sche  Invariante  T  =  ^g. 
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der  Curve  dritten  Grades,  so  erhöht  sich  die  Anzahl  der  Collineationen 
der  Cg  in  sich  auf  36.  In  der  transcendenten  Darstellung  schreibt  sich 
diese  G^q  der  Collineationen: 

(2)  u  =  i'u  -\ — "'   g  ^"^  ,     (mod.  a^,  cog) , 

wo  i  die  imaginäre  Einheit  ist  und  also  v  ein  Restsystem  mod.  4  durch- 
laufen rauss.  Dabei  wird,  wenn  man  sich  eines  reducierten  Perioden- 
paares bedient,  co^  =  ia^  gelten. 

Die  Gleichung  der  Curve  C^  kann,  wenn  wir  uns  etwa  gleich  auf 
den  für  uns  in  Betracht  kommenden  harmonischen  Fall  beschränken, 
nach  „Mod."  II  pg.  246  in  die  Gestalt  gekleidet  werden: 

wobei  als  Coordinatensystem  ein  a.  a.  0.  als  „canonisch"  bezeichnetes 
zu  Grunde  gelegt  ist.  Der  geometrische  Charakter  dieses  Systems  ist 
(cf.  1.  c.  pg.  248)  der,  dass  Xg=  0  eine  Wendetangente  ist,  deren  Be- 
rührungspunkt in  der  Ecke  x^^  0,  x.^^  0  liegt,  dass  ferner  Xi  =  0  die 
harmonische  Polare  des  Wendepunktes  ist,  und  dass  endlich  iCg  =  0  die 
lineare  Polare  der  Wendetangente  in  Bezug  auf  das  Tripel  der  übrigen 
vom  Wendepunkt  an  die  Cg  laufenden  Tangenten  darstellt.  Hieraus  geht, 
wie  auch  schon  a.  a.  0.  festgestellt  wurde,  hervor,  dass  wir  den  9  Wende- 
punkten entsprechend  im  Ganzen  neun  canonische  Coordinatendreiecke  zur 
Verfügung  haben.  Das  einzelne  Dreieck  wird  also  immer  durch  vier 
eine  G^  bildende  CoUineationen  der  G^^  in  sich  transformiert;  diese  G^ 
sind  cyklisch,  indem  die  z,  B.  zum  Coordinatensystem  der  in  (3)  ge- 
gebenen Gleichung  gehörenden  G^  aus  der  Collineation: 

von  der  Periode  4  entsteht.  ^ 

Man  stellt  nun  sofort  fest,  dass  die  einzelne  unserer  10  gleich- 
berechtigten Untergruppen  G^^  der  (xggo  isomorph  ist  mit  unserer  hier 
betrachteten,  durch  (2)  in  transcendenter  Gestalt  gegebenen  CoUineations- 
gruppe  (rgg.  Diese  CoUineations-Ggg  ist  aber  (abgesehen  von  Transfor- 
mationen   des    Coordinatensystems)    einzig*);    also    gewin)ien    wir    den 


*)  Man  erkennt  dies  am  einfachsten,  indem  man  an  eine  in  der  G^^^  ent- 
haltene Collineations-öjg  anknüpft  und  sich  erinnert,  dass  in  derselben  vier  in 
der  Gjg  ausgezeichnete  cyklische  G^  enthalten  sind  (cf.  pg.  588).  Die  Fixpunkte 
der  einzelnen  G^  liefern  demnach  ein  Dreieck,  welches  durch  alle  18  Collineationen 
der  6rjg  in  sich  transformiert  wird.  Sind  x^  ^x^,x^  die  auf  eines  dieser  vier  Drei- 
ecke bezogenen  Coordinaten,  so  entspringt  die  zugehörige  G^  nothwendig  aus: 

(ö)  Xi=Xi,    x^'=QXi,    x^'=Q^x^  Ve  =  e^/- 


I 
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Satz:  Die  einzelne  unserer  ColUneationsgruppen  G^g  besitzt  eine  harmonisclie 
Curve  dritten  Grades  C^  als  eine  niederste  Covariante. 

Um  von  hier  aus  unsere  Curve  Cg  zu  gewinnen,  wollen  wir  zur  Ver- 
einfacliung  der  Rechnungen  an  Stelle  der  canonischen  Coordinaten  Xj^,x^,x^ 
neue  Coordinaten  2^,  z^,  2^  durch  die  Transformation: 


^'i  =  h  •  y^iV^92  V92>       ^2  =  ^i  •  V92,    ^3  =  ^2  •  2?' ^3 
einführen,  wobei  die  Gleichung  (3)  unserer  63  übergeht  in: 

(6)  .V+ '^^1^2'+ 3^2^32=0. 

Die  neuen  Coordinaten  wollen  wir  fortan,  wie  beabsichtigt,  als  die 
j,harmoniscJie)i  Coordinaten"  bezeichnen.  Das  canonische  Dreieck  ist  bei 
der  ausgeübten  Transformation  als  Coordinateudreieck  bestehen  geblieben. 
Da  nun  die  Ecken  dieses  Dreiecks  Fixpunkte  einer  cyklischen  G^  waren 
(cf.  (4)),  so  folgt,  falls  wir  die  pg.  627  eingeführten  X,  Y,  Z  im  An- 
schluss  an  diese  G^  wählen,  der  Satz:  Das  harmonische  Coordinaten- 
system  der  z^^z^^z^  hat  mit  dem  symmetrischen  Oktaeder-Coordinatensystem 
X,  Y,  Z  das  Coordinatendreieck  gemein.  Im  übrigen  werden  wir  finden, 
dass  genau  wie  in  den  früheren  Fällen  das  harmonische  System  z^,z^,z^ 
in  zwei  Arten  ausivählhar  ist,  die  durch  eine  erst  in  der  Grj^^  enthaltene 
Operation  austauschbar  sind;  wir  kommen  hierauf  bald  zurück. 


Im  übrigen  werden  sich  die  „Seiten"  des  Coordinatendreiecks  bei  den  Operationen 
-der  öjg  permutieren.  Wie  man  leicht  beweist,  kann  man  die  in  den  x^,x^.,x.^ 
noch  verfügbaren  Factoren  so  wählen,  dass  die  G^^  durch  Combination  der  Colli- 
neation  (5)  mit  den  sechs  Permutationen  der  Coordinaten  x^jX^,  x^  selbst  ent- 
springt. Hiermit  haben  wir  aber  in  der  That  die  Collineations-6r,8  einer  ebenen  Cg, 
bezogen  auf  ein  in  „Mod."  II  pg.  251  als  „singulär"  bezeichnetes  Coordinatensystem 
gewonnen.  Damit  steht  der  im  Texte  aufgestellte  Satz  von  der  Existenz  einer 
covarianten  C,  für  die  einzelne  Collineations-(?ig  der  G^jgo  ^^^^• 

Zum  Verständniss  der  vorliegenden  Verhältnisse  notieren  wir  noch,  wie  sich 
im  ausgewählten  singulären  Coordinatensysteme  die  drei  anderen  singulären  Drei- 
ecke (,, Wendedreiecke"  der  Curve  3'^°  Grades)  darstellen.  Ein  zweites  solches 
Dreieck  wird  von  den  drei  Seiten : 

aJl+P^TJ+()2^X3  =  0,     i>  =  0,l,2) 

geliefert,  die  beiden  letzten  aber  von: 

e±^a;i-f-.r,  +  .T3  =  0, 

X^-\-Q^^X^-\-X^=0, 

a;i  +  a;2  +  p*^«3  =  o. 

Die  Invarianz  jedes  dieser  Dreiecke  gegenüber  der  obigen  G^jg  leuchtet  unmittel- 
bar ein. 
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Einige  Sätze  aus  der  Invariantentheorie  der  ternären  cubischen 
Formen*)  genügen  zur  Gewinnung  eines  Ansatzes  für  die  Gleichung 
der  Curve  Cg.  Ist  f{z^,  z^,  s^  oder  kurz  f(s)  irgend  eine  cubische  Form, 
deren  erste  und  zweite  Ableitungen  kurz  durch  f-  bezw.  /■;.  bezeichnet 
werden  mögen,  so  hat  man  zunächst  als  cubische  Covariante  die  etwa 
durch  h{z)  zu  bezeichnende  Hesse'sehe  Determinante: 

!  /ii-  /i2;  /i3  ! 

I   /21'    /22>    /23    I  7 
/315    /32)    /33 

welche   in   den   Coefticienten   der  Form  /"  von   der  3'^°  Dimension  ist. 

Hieran  reiht  sich  als  Covariante  6*^'"  Grades   die  geränderte  Hesse'sehe 

Determinante:  f      -r      i 

inj  tny  113'  'h 

121}   /22>   /23>    'h 
t'in    ti^J    /33'    ''3 

h'    Ky    h>    0 
wo  h^,h^,h^  die   partiellen  Ableitungen    erster  Ordnung  von  h(z)  sind. 
Diese   etwa  g{z)   zu  nennende   Covariante   ist,   wie  man   sieht,   in  den. 
Coefficienten  der  Form  /"  von  der  S**^"^  Dimension. 

Aber  g{z)  ist  nicht  die  einzige  Covariante  G'**"  Grades  und  8'"  Di- 
mension. Da  nämlich  die  Aronhold'sche  Invariante  S  die  Dimension  4 
hat,  so  gewinnen  wir  in  Sf(s)h(z)  eine  zweite  Covariante  6**°  Grades 
8'®'  Dimension.  Dann  aber  zeigt  die  Invariantentheorie,  dass  jede  weitere 
Covariante  6*^°  Grades  und  also  insbesondere  die  linke  Seite  F(z^,z.2,z^) 
der  Gleichung  unserer  Cg  mittelst  constanter  Factoren  2,/a  in  der  Gestalt: 

F{z)  =  lg{z)  +  iiSf{z)h{z) 

darstellbar  sein  muss.   Da  übrigens  F{z)  iiTeducibel  ist,  so  kann  X  nicht 
verschwinden  und  darf  demnach  auch  =  1  gesetzt  werden. 

Wir  berechnen  nun  in  unserem  Falle  (6)  unter  Fortlassung  nume- 
rischer Factoren: 


/"=  ^-1^+  3^1  ^2"+  ^^ji-g^,     h  =  z^z.^—  z-^z^  —  z. 


g  =  z,'-  9z,'z,z,-z,\Sz,'-  dOz.'z,'-  Qz,')-z,z,{z,'-  Qz,H,'+  21z/). 

Wir  haben  demnach  folgenden  Ansatz:  Die  Gleichung  der  Curve  ö^"  Gra- 
des Cg  ist  nothivendig  in  der  Gestalt  darstellbar: 

(7)    z,'  +  {?>ii -  9)^3^^, ^2  +  ^^h'h'h'  +  (6  -  2/i)^i^^2^  +  z,\(a  -  8.^/ 
+  (;3/i  +  6)^2-*)  -  z,z,X(iL  +  \)z,^  +  (21  -  3a)5'2^)  =  0. 

*)  Cf.  z.  B.  Clebsch-Lindemann,  „Vorlesungen  über  Geometrie",  5.  Abth.^ 
oder  Salmon-Fiedler,  „Höhere  ebene  Curven",  Cap.  5  Abschn.  5. 
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Zur  Bestimmung  von  u  genügt  der  Hinweis  auf  die  Thatsache,  dass 
die  aus  (4)  sich  ergebende  Collineation  der   G^^: 

^1    =  ^^1 }       ^2=  —  *'^2  J       h    =  ^3 

von  der  Periode  4  durch  vier  der  G^^^  angehörende  harmonische  Per- 
spectivitäten  in  ihre  inverse  Collineation  transformiert  wird.  Jede  dieser 
Perspecti  vi  täten  hat  somit  die  Gestalt: 

(8)  ^/=a^2,       V=«~^^i;       <=^3- 

Diese  Operation  muss  die  Gleichung  (7)  in  sich  transformieren,  so  dass 
die  beiden  biquadratischen  Formen: 

(^  -  8)^,^  +  Sfa  +  2)z,S     (1  +  a)z,'  +  3(7  -  ^)z,' 

gegenüber  (8)  absolut  invariant  sein  müssen.    Es  gilt  somit: 

(a  -  S)a'=3(fi  +  2),     (1  +  .u)a^=  3(7-  ^u), 

woraus  durch  Elimination  von  u  für  a  die  quadi-atische  Gleichunof  ent- 
springt: 

(.a  +  1)  Cu  +  2)  4-  ifi  -  7)  Ca  -  8)  =  0. 

Wir  finden  somit  für  ^  die  beiden  Werthe: 

(9)  ,u  =  3±2i]/5. 

Es  bestätigt  sich  hiernach,  dass  ivir  das  harmonische  Coordinatensysteni 
in  zwei  wesentlich  verschiedenen  Arten  auswählen  l-önnen;  die  eine  Äus- 
ivahl  liefert  als  Gleichung  der  Curve  C^: 

(10)  z,'-\-  6iybz,^z,z,-\-  'dOz,'z,%' -  Aiybz,^z,'^z,^[{- 5  +  2iyb)z,' 
+  3(5  4-  2iyb)z^^)  -  ^i^,((4  +  2iYb)z^'+  3(4  -  2*]/5)v)  -  0, 

die  andere  aber: 

(11)  ^3^-  6iybz^^z^z^+mz,'z;"z,^+4iy'6z,^Z2^+z,''[{-D-2iyb)z,* 

+  3(5  -  2iyo)z,')  -  z,z,(U  -  2iyb)z,'  +  3(4  +  2iyb)z,')  =  0. 

Die  Beziehnung  beider  Coordinatensysteme  zu  einander  ist  leicht 
angebbar.  Nennen  wir  die  linken  Seiten  der  beiden  Gleichungen  (10) 
und  (11)  kurz  F(z)  und  F{z),  so  zeigt  sich,  dass  diese  beiden  Formen 
F(z)  und  F{z)  durch  die  Transformation: 


(12)  z,'=e^Y^z^,     V=e4j^*i, 


|/3 

in    einander  übergeführt  werden.    Die  Transformation  (12)  führt  dem- 
nach vom  einen  harmonischen  Coordinatensystem  zum  andern.    Die  An- 
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Wendung  der  Transformation  (12)  auf  unsere  Formen  f{3)  und  h{z} 
ersfiebt  übrigens: 

(13)  /•(/)  =  e^  V21h{z),    h{z')  =  e^^f{z), 

y-ii 

so  dass  von  constanten  Factoren  abgesehen  auch  die  beiden  cubischen 
Formen  f{z)  und  hiz)  durch  die  Transformation  (12)  in  einander  über- 
geführt werden. 

Die  letztere  Thatsache  hat  eine  bemerkenswerthe  Folge.  Wir  er- 
kennen, dass  die  CoUineationsgruppe  G^q,  von  den  z  auf  die  z  trans- 
formiert, die  CoUineationsgruppe  der  Formen  h{z')  und  f{z'),  d.  i.  wieder 
die  ursprüngliche  G^^  ist.  Diese  Gruppe  wird  demnach  durch  die  Trans- 
formation (12)  in  sich  übergeführt;  und  da  übrigens  das  Quadrat  von  (12) 
der  (rgg  angehört,  so  ivirä  die  G^^  durch  Zusatz  der  Transformation  (12) 
zu  einer  G^.^  eriveitert,  in  der  die  G.^q  ausgezeichnet  enthalten  ist. 

Diese  Gruppenerweiterung  haben  wir  pg.  566  in  anderer  Gestalt 
bereits  kennen  gelernt.  In  der  That  handelt  es  sich  hier  um  diejenige 
Erweiterung  der  a.  a.  0.  mit  r^(r\o)  bezeichneten  Gruppe,  welche  wir 
durch  die  in  (11)  pg.  566  angegebene  Transformation  dritten  Grades  T' 
erzielten.  Diese  Operation  T'  führte  unsere  ursprüngliche  Gruppe  F 
über  in  die  transformierte  Gruppe  F',  welche  mit  F  die  F^^  gemein 
hat,  die  unserer  Untergruppe  G^^  der  G..qq  entspricht.  Die  eigentliche 
Bedeutung  der  beiden  Gleichungsgestalten  (10)  und  (11)  resp.  der  beiden 
zugehörigen  Coordinatensysteme  ist  also  die,  dass  die  beiden  harmonischen 
Coordinatensysteme  durclt  eine  der  Transformation  dritten  Grades  T'  cor- 
respondierende  CoUineation  (12)  in  einander  übergehen. 

Eine  georenüber  der  Gr.-,  invariante  Curve  6*^°  Grades  gewinnt  man 
in  --{F(Z)  +  F{Z))  =  0  oder  ausführlich: 

(14)  z^  -f  dOz%z,'z,'  -  Dz,\z,' -  3^/)  -  AzM^i'  +  3^2*)  =  0. 

Diese  C^  mit  12  Collineationen  in  sich  hat  eine  reelle  Gleichung  und 
besitzt,  wie  man  leicht  zeigt,  auch  mindestens  einen  reellen  Zug;  die- 
selbe wird  demnach  durch  die  CoUineation  2*"  Art: 

(15)  ^i'=^^i,   -^  =  ^2;      <=^3 

in  der  Weise  in  sich  transformiert,  dass  der  reeUe  Zug  dabei  Punkt 
für  Punkt  sich  selbst  entspricht.  Die  G-^^  ist  demgcmäss  durch  die 
„Spiegelung^'  (15)  zu  einer  Gruppe  ztveiter  Art  G-^^^  enveiterungs fähig.  Es 
handelt  sich,  wie  man  sofoi-t  übersieht,  um  die  pg.  566  mit  Fi      be- 

zeichnete  erweiterte  Gruppe,  so  dass  die  Operation  (15)  der  damals  durch 
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V^T=T~^V^  bezeichneten  Spiegelung  (9)  pg.  565  correspondiert  und 
der  reelle  Bestandtheil  der  Curve  (14)  das  Abbild  der  in  Fig.  106  pg.  567 
punktierten  Symmetrielinien  ist. 

Nun  fanden  wir  in  (14)  pg.  567,  dass  die  Combination  der  Trans- 
formation o*®°  Grades  T'  mit  der  Spiegelung  V^T  jene  in  der  erwei- 
terten r  enthaltene  Substitution  V  lieferte,  deren  Zusatz  zur  F^q  die  F^^ 
mit  dem  pg.  570  beschriebenen  rechtwinkligen  Kreisbogenfünfeck  als 
Discontinuitätsbereich  ergab.  Combinieren  wir  also  die  Collineationen 
(12)  und  (15)  zu: 

Tti  Zni 

(16)  s^  =  e  *  Vs^j,     ^2'  =  e  *        ^       ^  '  =  ^ 

so  haben  wir  hier  eine  in  der  G-^^q  enthaltene  Gollineation  zweiter  Art 
gewonnen,  tvelche  die  G^^  zu  eitler  (r^g  ^yweitert.  Bei  Ausübung  dieser 
Transformation  (16)  gehen  denn  auch  wirklich  die  Gleichungen  (10) 
und  (11)  einzeln  in  sich  selbst  über,  wie  aus: 

F{z')  =  F{z),     F{z')  =  F{z) 
sofort  folgt. 

WILL  man  die  beiden  harmonischen  Coordinatensysteme  wieder  als 

„unsymmetrisch"  bezeichnen,  so  wird  sich  zwischen  sie  ein  symmetrisches 

System  reihen,   das  jedoch  einfach  mit  dem  auf  dasselbe  Coordinaten- 

dreieck  bezogenen  symmetrischen  Oktaeder-Coordinatensystem  der  X,  Y,Z 

identisch  sein  muss.    Wir  notieren  als  Übergang  vom  ersten  harmonischen 

Coordinatensijstem  (demjenigen  der  Gleichung (10))  zum  oMaedrischen  Systeme 

der  X,  r,  Z: 

(17)  z,  =  e^^V^Vl-\-iylx,   z,=  e~^yQ^Vl-iVöY,  z,^  Z. 

Die  Gleichung  (10)  geht  durch  diese  Transformation  nach  Zeichenwechsel 
unmittelbar  in  die  reelle  Gleichung  (21)  pg.  628  unserer  Cg  über.  Durch 
Combination  von  (12)  und  (17)  gewinnt  man  den  Zusammenhang  zwischen 
dem  zweiten  harmonischen  Systeme  der  ^/,  z^',  z./  und  dem  der  X,  Y,  Z. 

§  15.   Die  reellen  Züge  der  Q  und  der  Charakter  der  Punkte  a,  b,  C. 

Nach  pg.  612  können  wir  auf  36  Arten  ein  Coordinatensystem  aus- 
suchen, in  dem  die  Curve  ö*®""  Grades  zwei  reelle  Züge  bekommt,  welche 
einem  Paare  zusammengehöriger  Symmetrielinien  der  beiden  Arten  auf 
der  Riemann'schen  Fläche  F^^^  (cf  pg.  611  u.  f.)  entsprechen.  Wie  diese 
Symmetrielinien  müssen  auch  jene  beiden  reellen  Züge  durch  10  reelle  eine 
Diedergruppe  bildende  Transformationen  in  sich  übergehen.    Ein  Coor- 
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dinatensystem  fragliclier  Art  ist  demnach  so  zu  wählen,  dass  eine  ein- 
zelne Diederuntergruppe  G^q  der  Gruppe  unserer  360  Collineationen  und 
nur  diese  G^^  reell  ausfällt. 

Transformieren  wir  die  pg.  628  eingeführten  ikosaedrischen  Coor- 
dinaten  yx,y^,y^  zunächst  durch: 

Vi  ^^  ^1    I     '^'^27       ^2  ^^  "^1         *^2  7       Vs  ^^  "^S 

auf  neue  Coordinaten  x^yX^jX.^,  so  nimmt  der  „Ikosaederkegelschnitt"  (1) 
pg;  628  die  Gleichungsform: 

an  und  die  ternäre  Ikosaedergi-uppe  G^q  gewinnt  die  reelle  Gestalt, 
welcher  die  in  I  pg.  72  Fig.  16  angegebene  Ikosaedertheilung  zu  Grunde 
liegt.  Die  pg.  628  genannten  Erzeugenden  S,  T  und  die  in  „Ikos." 
pg.  213  unter  (4)  erklärte  Operation  U  haben  in  den  so  erklärten 
Coordinaten  x^,  x^,  x^  durchweg  reelle  Coefficienten: 

(b)  x^  =  x^  cos^  +  Xc^  sm ^-,     x^  =  —  x^  sin—  +  x^  cos  — ,     x^  ==  x^, 

yi )  x^  =      rjT^i   1   777^37     ^2  ^  ""  -^2'     ^3  =  TTT"^!  '   TTT^ä? 
yo  ]/o  yö  \b 

Führen  wir  sodann  eine  zweite  Transformation  auf  Coordinaten 
I,  ?/,  ^*)  durch: 

j.  yy  +  i^b  . 

^1=^,     ^2=^>     -^yl^^-^^ 

aus,  so  verbleiben  noch  S  und  ?7  reell,  während  T  complexe  Coeffi- 
cienten erhält.  Da  aber  die  aus  S  und  T]  zu  erzeugende  diedrische  G-^^ 
in  keiner  von  der  Gy^  und  G^^^  selbst  verschiedenen  Untergruppe  der 
Ikosaedergruppe  enthalten  ist,  so  sind  die  Collineationen  der  (r^^  jetzt, 
wie  es  sein  sollte,  die  einzigen  reellen  Collineationen  der  G,^^. 

Mit  dem  symmetrischen  Ikosaeder-Coordinatensystem  der  x,y,  s 
hängen  die  I,  r^,  2;  zufolge  (18)  pg.  633  so  zusammen: 

(1)  :r  =  1/3(1  +  *7?),     y=Y?>{l-iri),  z=Y?>t- 

Unsere  Curve  Cg  stellt  sich  demnach  (cf.  (19)  pg,  633)  in  den  Coordi- 
naten 1, 7j,  g  wie  folgt  dar: 

-  135(^4-  7?2)^^-f  27^6_  o_ 

*)  Eine  Verwechselung  der  hier  vorübergehend  benutzten  Coordinate  t,  mit 
dem  eomplexen  Argumente  J  der  automorphen  Functionen  dürfte  nicht  zu  be- 
fürchten sein. 
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Setzen  wir  noch  g  =  1  und   deuten   ^  und  »j    als  rechtwinklige  Coordi- 
naten,  so  gewinnen  wir  die  Gleichung  unserer  Curve  Q  in  der  Gestalt: 


(2) 


Die   G 


10 


10(1-  4-  rff  -  181(1^  -  lOr r?^  -r  brf)  -  45(r  +  ^')- 
-135(5^+»/^) +  27=0. 

der  reellen  Collineationen  in  sich  aher  wird  aus: 


(S)     I'  =  I  cos  ^  +  7j  sin  ■ 


V    •     2«    ,  27r 

r,  =  —  t,  sm  -r-  4-  )/  cos  —■ , 


5      '     •'  — '    5 

erzeugt.  •        n 

Die  Curve  (2)  hat  nun  in  der  ^r^-Ebene  thatsächhch  zwei  reeUe 
Züge,  welche  in  Fig.  114  dargesteUt  sind.  Diese  reelle  Curve  geht  durch 
die  Drehung  8  der  Periode  5 
um  den  Nullpunkt  in  sich 
über  und  hat  die  fünf  durch 
den  NuUpunkt  gezeich- 
neten   Geraden     zu    Sym- 

metrieaxen      ( Perspectivi- 

tätsaxen).    Sie  besteht  aus 

einem      inneren      nahehin 

kreisförmigen     Zuge     und 

einem  diesen  umschliessen- 

den  äusseren  Zweige:  jener 

entspricht  der  Symmetrie- 
linie,   die    nur   Punkte    a 

und  h  enthält,   dieser  der 

Symmetrielinie,  die  Punkte 

a,  h  und  c  aufweist.   Dabei 

werden  die  Punkte  a  und  h 

(Fixpunkte    der    Perspec- 

tivitäten)  auf  dem  einzelnen  Zuge  durch  die  genannten  Symmetrieaxen 

in  der  Art  ausgeschnitten,  dass  allemal  einem  Punkte  a  em  Punkt  & 
gegenüber  liegt  (cf.  pg.  612).  Nehmen  wir  die  |-Axe  als  Beispiel  emer 
die'ser  Symmetrielinien,  so  findet  man  deren  Schnittpunkte  mit  der  L, 
durch  Lösung  der  Gleichung  ^^'^  Grades: 


Fi"    114. 


l^-4-l 


9   s:4        27  .2       27        Q 

y^  ~  Y^   ^  10  ' 

deren  linke  Seite  sich  folgendermaassen  zerspalten  lässt: 
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Insgesammt  hat  die  einzelne  Perspeetivität  6  Fixpunkte,  nämlich  4  Punkte  a 
und  2  Punkte  h.  Es  ist  keinem  Zweifel  unterworfen  (und  lässt  sich 
mittelst  später  aufzustellender  Formeln  bestätigen),  dass  im  Falle  der 
|-Axe  die  beiden  Punkte  b  vom  ersten  Factor  der  letzten  Gleichung  in 
der  Gestalt: 

|  =  ^J^,      (1  =  3,436...  bezw.  ==-0,436...) 

geliefert  werden.  Von  den  vier  Fixpunkten  u  sind  in  der  I^j-Ebene  nur 
zwei  reell  und  werden  vom  zweiten  Factor  der  vorletzten  Gleichung  in 
der  Gestalt  geliefert: 


-s-2i/6±äV-3  +  8|^ ^      (j  _  (,^^32  . .  .  bezw.  ^  -  2,012  . . .). 

3        . 

Für  S  =  ^  nimmt   die  Gleichung   (2)   unserer   Cg   die   Gestalt  an: 

15\3 


io(r/--)  =  o 


Wir  lesen  hieraus  sofort  ab,  dass  die  Gerade  2|  —  3  =  0  eine  Doppel- 
wendeiangente  der  Curve  C^  mit  den  beiden  Wendepunkten  der  Coordi- 

naten  |  ==  -^->  ^?  =  +    ö    ist.    Die  fünf  reellen,  in  der  Figur  punktierten 

Doppelwendetangenten  schneiden  auf  dem  äusseren  Curvenzuge  10  Punkte 
aus,  die  sämmtlich  Wendepunkte  darstellen.  Nun  hat  nach  den  Plücker- 
schen  Formeln  unsere  singularitätenfreie  Curve  Cg  im  Ganzen  72  Wende- 
punkte; und  es  permutieren  sich  diese  Punkte  gegenüber  den  360 
Collineationen  nur  unter  sich.  Nach  pg.  611  sind  wir  hier  zu  den 
Punkten  c  geführt:  Die  PiinJcle  c  liefern  auf  der  Curve  sechsten  Grades  C^ 
die  72  Wendepmilie ;  und  insbesondere  sind  also  die  in  der  Figur  mar- 
Ixicrfen  Schnittimnlde  des  äusseren  Zweiges  mit  den  fünf  Boppehvende- 
tangentcn  die  10  PunJite  c,  welche  dieser  Zueig  trägt. 

Im  Anschluss  hieran  können  wir  auch  noch  den  geometrischen 
Charakter  der  Punkte  a  und  h  aufklären.  Durch  fünf  consecutive  Punkte 
unserer  Cg  läuft  stets  ein  bestimmter  Kegelschnitt  hindurch.  Denken 
wir  diesen  Kegelschnitt  für  einen  Scheitelpunkt  eines  der  reellen  Züge 
(Schnittpunkt  mit  einer  Symmetrieaxe)  gebildet,  so  wird  der  Kegelschnitt 
selbst  bezüglich  dieser  Axe  symmetrisch  sein  imd  also  die  Curve  in 
einer  geraden  Anzahl  von  Punkten,  mithin  noch  in  einem  sechsten  Punkte, 
schneiden:  Der  Scheitelpunkt  a  oder  b  ist  somit  ein  „sextaliischer"  Punkt 
der  Curve. 

Auch  diese  sextaktischen  Punkte  haben  gegenüber  Collineationen 
invarianten  Charakter,  so  dass  alle  (reellen  oder  imaginären)  Punkte  a 
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und  h  der  Cg  nothwendig  sextaktische  Punkte  sind.  Nun  hat  aber  nach 
einer  von  Cayley  aufgestellten  Regel  (cf.  „Mod."  I,  pg.  697)  eine  singu- 
laritätenfreie Curve  w*®°  Grades  «(12w  —  27)  sextaktische  Punkte,  so 
dass  unserer  Cg  im  Ganzen  270  solche  Punkte  zukommen.  Da  diese 
270  Punkte  gerade  genau  durch  die  Punkte  a  und  h  erschöpft  werden^ 
so  folgt:  Der  geometrische  Charakter  der  180  Punlie  a  und  90  Pimkte  h 
unserer  Curve  Cg  ist  der,  dass  dieselben  die  gesammten  sextaJctischen  Punkte 
der  Curve  darstellen. 


§  16.  "Weitere  geometrische  Sätze  über  die  CoUineationsgruppe  G^qq. 

Da  die  verschiedenen  bisher  gebrauchten  Coordinatensysteme  in 
ihren  Zusammenhängen  untersucht  sind,  so  ist  es  an  sich  gleichgültig, 
welches  System  wir  weiterhin  benutzen  wollen.  Indessen  gestalten  sich 
die  Rechnungen  zumeist  am  zugänglichsten  bei  Gebrauch  der  oktaedri- 
schen  Coordinaten  x^,  x^,  x^,  weil  sich  die  ihnen  zugehörige  Oktaeder- 
gruppe 6^24  (cf-  Po-  Ö20)  in  den  x^  in  einfachster  Weise  darstellte.  Wir 
werden  deshalb  meistens  dieses  Coordinatensystem  bevorzugen. 

Es  sollen  nun  zunächst  einige  Sätze  über  Punkte  und  Gerade  der  Ebene 
aufgestellt  werden,  welche  gegenüber  Untergruppen  der  G^gg^  invariant  sind. 
Hierbei  stellen  sich  zahlreiche  geometrische  Beziehungen  zwischen  diesen 
Gebilden  ein,  welche  jedoch  meist  nur  Übertragungen  oben  (pg.  580  ff.) 
abgeleiteter  Sätze  über  cyklische  Gru]ipen  und  Diedergruppen  in  der 
Gggo  sind.*) 

Den  45  gleichberechtigten  G^  entsprechen  45  Perspectivitätsaxen 
und  ebensoviele  Perspectivitätscentren  Eine  erste  unter  den  Axen  ist 
durch  x^  =  0  gegeben;  die  übrigen  gewinnt  man  von  ihr  aus  durch 
wiederholte  Anwendung  der  pg.  625  notierten  Erzeugenden  S,  T,  ü' 
der  6r36o-   Vier  bezüglich  der  obigen  G^^  inäquivalente  Axen  sind  durch: 


a) 


^1  —  ^;       ^2     '     "^'3  —       }       X.^^  -\-  Xi^  -\-  2  '^3         ^} 


gegeben.  Mittelst  Permutationen  und  Zeichenwechsel  der  x  (Operationen 
der  (tjJ  liefert  die  erste  Gleichung  insgesammt  drei  Axen,  die  zweite 
sechs,  die  dritte  zwölf  und  die  vierte  24,  womit  ihre  Gesammtzahl  er- 
reicht ist.  Analog  kann  man  aus  dem  Centrum  rr^  =  1,  x^  =  0,  x^  =  0 
der  ersten  Perspectivität  die  übrigen  44  Centra  berechnen. 


*)  Man  vergl.  die   ausführlichen  Darlegungen  von  Gerbaldi  iu   der  pg.  618 
genannten  Arbeit  in  den  Rend.  die  Palermo,  Bd.  12fF. 
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Wir  nennen  zweitens  die  86  Doppelwendetangenten,  die  den  gleich- 
berechtigten Ö5  zugeordnet  sind.  Zwei  bezüglich  der  G,^^  inäquivalente 
sind: 

(2)  r_i±l^,,  +  L+il^,,  =  o,    .,  +  .,+(-W-=-L-tl5).,=0. 

Die  6^24  erzeugt  aus  der  ersten  im  Ganzen  12,  aus  der  zweiten  aber  24, 
womit  alle  36  gewonnen  sind. 

Wir  erwähnen  ferner  zivei  Systeme  von  je  60  den  cykb'schen  G^  ent- 
sprechenden Geraden,  die  sich  zu  zwei  Systemen  von  je  20  Dreiecken 
ordnen.  Gemeint  sind  je  die  drei  Verbindungsgeraden  der  Fixpunkte 
der  einzelnen  G^.  Wir  notieren  etwa  nur  für  eine  in  der  G^^  enthaltene 
G^  die  drei  Geraden: 

(3)  x^^  x^^  x^  =  0,     ()± ^x^  +  q'^^x^  -f  ^3  =  ^^j 

wobei  Q  zur  Abkürzung  für  die  dritte  Einheitswurzel  — — ~  ge- 
setzt ist. 

Die  36  cyklischen  Gr^  liefern  entsprechend  3  •  36  Gerade,  die  in 
zwei  Systeme  zerfallen,  nämlich  erstens  die  36  Doppel wendetangenten 
und  zweitens  ein  System  von  72  gleichberechtigten  Geraden,  die  man  aus 
den  Wendetangenten  vermittelst  der  unten  zu  besprechenden  Ikosaeder- 
Kegelschnitte  leicht  gewinnt.  Endlich  gewinnen  wir  aus  den  45  cykli- 
schen G^  dreimal  45  Gerade,  zerfallend  in  das  System  der  45  Perspec- 
tivitätsaxen  und  ein  System  von  90  gleichberechtigten  Gerädert,  die  man 
am  leichtesten  aus  den  erst  genannten  Axen  mittelst  der  Oktaeder- 
Kegelschnitte  erhält. 

Der  Schnittpunkt  zweier  Perspectivitätsaxen  ist  stets  Fixpunkt  einer 
cyklischen  Gruppe.  Die  von  den  45  Axen  gelieferten  45  •  22  Schnitt- 
punkte coincidieren  in  folgender  Weise:  Erstlich  coincidieren  diese 
Punkte  zu  je  10  an  36  gleichberechtigten  Stellen,  welche  FixpunJde  der  Gr, 
sind.  Durch  den  einzelnen  solchen  Fixpunkt  laufen  in  der  That  immer 
5  Axen  hindurch;  der  Rest  der  12  weiteren  Fixpunkte  der  G^-,  durch 
welche  keine  der  Perspectivitätsaxen  hindurehlaufen,  liegt  auf  der  Curve 
Cg  und  liefert  hier  das  System  der  72  Pmikte  c.  Zweitens  fallen  die 
Schnittpunkte  der  Perspectivitätsax'en  zu  je  6  an  45  gleichberechtigten 
FixpunJcfen  der  cyMischen  G^  zusammen,  welche  mit  den  45  Perspeciivitäts- 
centren  identisch  sind.  Durch  jedes  solche  Centrum  laufen  nämlich  vier 
Axen  hindurch.  Der  Rest  der  Fixpunkte  dieser  G^  liefert  die  90  auf 
Cß  gelegenen  Punlie  b.  Endlich  fallen  die  Schnittpunkte  der  Perspecti- 
vitätsaxen zu  je  drei  in  den  2  •  60  Fixpioikten  der  G^  zusammen,  deren 
einzelner  von  je  drei  Axen  durchzogen   ist;    diese   Punkte   liegen  nicht 
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auf  der   (\.     Hiermit    sind    aUe    36  •  10  +  45  •  6  +  2  •  60  •  3  =  45  •  22 
Axen Schnittpunkte  erschöpft. 

Wir  gelangen  hier  auch  unmittelbar  zur  Deutung  der  Biedergruppe 
Gq,  Gq  und  (xi(,,  indem  wir  die  vorstehenden  Verhältnisse  dualistisch 
entgegengesetzt  interpretieren.  Bei  den  45  •  22  Verbindungsgeraden  der 
Perspectivitätscentren  finden  folgende  Coincidenzen  statt.  Erstlich  fallen 
diese  Geraden  36  Male  zu  je  10  zusammen  und  liefern  dabei  die  36  Doppel- 
wendetangenten, deren  einzelne  gegenüber  der  aus  den  fünf  zugehörigen 
(x^  erzeugbaren  Dieder-(?io  invariant  ist.  Zweitens  fallen  die  fraglichen 
Geraden  i5  3Iale  zu  je  6  zusammen  und  liefern  so  die  45  Perspectivitäts- 
axen,  deren  einzelne  gegenüber  der  aus  vier  zugehörigen  G^  erzeugbaren 
Dieder-(Ts  invariant  ist.  Drittens  fallen  die  Verbindungsgeraden  der 
(Jentren  zweimal  60  Male  zu  je  3  zusammen  und  ergeben  so  die  2  •  60 
Geraden,  deren  einzelne  gegenüber  der  aus  den  drei  zugehörigen  G^^ 
erzeugbaren  G^  invariant  ist. 

Von  besonderem  Interesse  sind  die  zu  unserer  Collineationsgnippe 
^360  gehörenden  Kegelschnittsysteme.  Wir  haben  zuerst  den  G^^  zu- 
gehörig zivei  Systeme  von  je  15  OTitaeder-Kegelsclmitten  zu  nennen.  Gehen 
wir  vom  Kegelschnitt  (1\  pg.  620,  der  bevorzugten  (^34  aus  und  wenden 
die  Gruppenerzeugenden  S,  T,  U'  (cf.  pg.  625)  auf  denselben  an,  so 
gewinnen  wir  für  das  erste  System  die  drei  bezüglich  der  G^^  inäqui- 
valenten Kegelschnitte : 

Durch  Ausübung  der  Perrautationen  und  Zeichen  Wechsel  der  x^,  x^,  x^ 
liefert  die  erste  Gleichung  einen,  die  zweite  Gleichung  sechs  und  die 
dritte  acht  Kegelschnitte.  Indem  man  dieselben  Gleichungen  im  zweiten 
unsymmetrischen  Oktaeder-Coordinatensystem  ansetzt  und  dann  auf  das 
erste  zurücktransformiert,  gelangt  man  zum  zweiten  Systeme  der  15  Ok- 
taeder-Kegelschnitte. Zwei  bezüglich  der  G.^^  inäquivalente  Oktaeder- 
Kegelschnitte  dieses  Systems  sind  durch: 


(4) 


x^'  +  x^^  -I-  -^-'— V  =  0, 


(5) 


.-t/5  _  4- -1/3  i_ir/i5 

':,'-\-x^-Vb^—^x,'-^ i^-x^x 


Fricke-Klein,  Automori'lie  FunctioDen.  II.  3. 
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gegeben.  Aus  dem  ersten  dieser  Kegelsclmitte  erzeugt  man  mittelst 
der  6r24  i"i  Ganzen  drei,  aus  der  zweiten  die  übrigen  zwölf  Oktaeder- 
Kegelschnitte  des  zweiten  Systems. 

Besonders  bemerkenswert!!  sind  wegen  ihrer  geringen  Anzahl  die 
swei  Systeme  von  je  sechs  Ihosaeder-Kegelsclinitten.  Die  in  unserer  bevor- 
zugten 6r24  enthaltene  Tetraedergruppe  G^^.,  ist  ihrerseits  in  zwei  gleich- 
berechtigten Ikosaedergru])pen  G^q  enthalten.  Es  muss  also  zwei  Kegel- 
schnitte geben,  welche  gegenüber  der  G^^  invariant  sind  und  durch  die 
der  G^i2  nicht  angehörenden  C ollin eationen  der  G^^  permutiert  werden. 
Die  einzigen  Kegelschnitte,  von  denen  dies  gilt,  sind  durch: 

(6)  Q±'x,^  +  Q^'x,'  +  xi'  =  0 

gegeben;  in  ihnen  haben  wir  also  zwei  Ikosaeder-Kegelschnitte  des  einen 
Systems  vor  uns.  Die  anderen  vier  Ikosaeder-Kegelschnitte  dieses  Sy- 
stems gewinnt  man  durch  die  vermittelst  der  Collineationen  S,  T,  f/': 


0) 


/VI     £       [         /y.     ^       I         'y     i 


[X^Xq  -\-  X^X^  -f-  X^X2)         vJ, 


Xi^  +  x^^  +  x.^^  +  i  1/3         g^^   (—  x^x^  -f  x^x^  +  x^x^)  =  0, 
x,'-^x,'+x,'+iV3^'-'^'' 


Noch  übersichtlicher  gestalten   sich  die  Gleichungen   der  sechs  Kegel- 
schnitte des  zweiten  Systems: 

1  -f-  lyib 


(8) 


l4-iYl5 


^i' ±  2^■  ")/3 x.^x^  =  0, 


x^^±2iy'dx^x.^  =  0. 


Nennen  wir  mit  Rücksicht  auf  die  Beziehung  der  Ikosaeder-Kegel- 
schnitte zu  den  Hauptfunctionen  i(^(^)  die  linken  Seiten  der  Glei- 
chungen (8)  etwa  der  Reihe  nach  "^-^(x.^^,  x^,  x^\  .  .  .,  ^I^^ix^,  x^,  x^),  so 
werden  sich  diese  Ausdrücke  '^i,  .  .  .,  ^g  ^^^  Ausübung  der  Erzeugen- 
den S,  T,  U'  der  CoUineationsgruppe,  von  Kubikwurzeln  der  Einheit, 
als  Factoren,  abgesehen,  einfach  permutieren.  In  der  That  findet  man 
leicht: 

(Ä)         cp-;, . . .,  w^)  =  {w„  w„  w„  w„  w„  '*",), 

(T)  {W^,  .  .  .,  W^)  --=  (^e,  '^ö,  ^z,  ^4,  'P'^,  '^t), 

{U')  {W,\  .  .  .,  ^e')  =  (^4,  ^1,  ^3,  ^2,  ?^5,  (»''n)- 
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Zahlreiche  weitere  Sätze  über  unsere  CoUineationsgruppe  ergeben 
sich  aus  der  näheren  Betrachtung  dieser  Kegelschnittsysteme.  So  findet 
mau  z.  B.  sofort:  Der  einzelne  OMaeder-Kegelschnitt  des  einen  Systems  be- 
findet sich  immer  mit  drei  OMaeder-Kegelschniiten  des  anderen  Systems  in 
doppelter  Berührung.  Die  drei  Berührungssehnen  sind  drei  Perspectivi- 
tätsaxen,  welche  auf  jenem  ersten  Kegelschnitt  drei  (auf  der  (\  ge- 
legene) Punktepaare  h  ausschneiden.  Die  Kegelschnitttangenten  in  den 
Punkten  h  des  einzelnen  Paares  liefern  als  Schnittpunkte  das  (nicht  auf 
der  Cß  gelegene)  zugehörige  Perspectivitätscentrum.  Von  den  Ikosaeder- 
Kegelschnitten  gilt  der  Satz:  Jeder  Ihosaeder- Kegelschnitt  befindet  sich 
mit  den  sechs  Kegelschnitten  des  anderen  Systems  in  doppelter  Berührung^ 
icohei  die  sechs  BerükrungssehnenBoppelwendetangenten  der  Cg  sind.*)  Der 
Kegelschnitt  schneidet  die  Cq  in  zwölf  Wendepunkten  c;  und  die  zu  den 
sechs  Weudetangenten  (bezüglich  des  Ikosaeder-Kegelschnittes)  gehören- 
den Pole  sind  die  sechs  (nicht  auf  der  Q  gelegenen)  Fixpunkte  der  in 
der  correspondierenden  G^q  enthalteneu  cyklischen  Gruppen  G^.  Diese 
sechs  Punkte  bilden  in  der  Sprechweise  von  C  leb  seh**)  ein  „sehnfach 
Brianchon'sches  Sechseck",  während  ihre  Polaren,  d.  i.  die  sechs  Doppel- 
wendetangenten entsprechend  ein  „zehnfach  PascaVsches  Sechsseit"  liefern. 
Hierbei  handelt  es  sich,  falls  man  der  ternären  G^q  die  reelle  Gestalt 
giebt,  natürlich  um  nichts  anderes  als  die  geradlinige  Ikosaedertheilung 
der  Fig.  16  in  I,  pg.  72.  Man  wird  hier  leicht  auch  noch  die  sechs 
gleichfalls  reellen  Doppelwendetangenten,  von  denen  die  einzelne  immer 
durch  fünf  „Kantenhalbierungspunkte"  des  Ikosaeders  hindurch  läuft, 
eintragen.***) 

An  die  betrachteten  Kegelschnitte  würden  sich  als  nächst  höhere 
Gebilde  die  zehn  gleichberechtigten  Gurven  dritten  Grades  der  G^^  und 
ihre  zehn  Hesse'schen  Covarianten  desselben  Grades  reihen.  Doch  woUen 
wir  auf  deren  Discussion,  da  sich  die  Rechnungen  im  oktaedrischen 
Coordinatensystem   etwas   umständlich  gestalten,   nicht  mehr  eingehen. 

*)  Auch  die  sechs  Ikosaeder-Kegelschnitte  des  einzelnen  Systems  stehen  in 
bemerkenswerther  Beziehung  zu  einander.  Es  verschwinden  nämlich  für  je  zwei 
Kegelschnitte  des  Systems  die  beiden  simultanen  Invarianten ;  und  man  kann  zeigen, 
dass  diese  Eigenschaft  hinreicht,  um  das  ganze  System  der  sechs  Kegelschnitte  pro- 
jectiv  zu  definieren.  Gerbaldi  hat  sich  bereits  1882  mit  diesem  Kegelschnitt- 
system beschäftigt,  ohne  freilich  damals  die  wichtige  Beziehung  desselben  zur 
CoUineationsgruppe  G^ggo  ^u  vermuthen;  s.  Gerbaldi's  Arbeit  ,ßui  gruppi  di  sei 
coniche  in  involuzione"- ,  Act.  d.  Turiner  Acad.  Bd.  XVII,  p.  566  ff. 

**)  Siehe  die  Nachweise  in  „Ikos.",  pg.  218  oder  auch  in  I,  pg.  74. 
***)  Einige    weitere    Ausführungen    über    die    Kegelschnitte    findet    man    bei 
Wiman  a.  a.  0.    Übrigens   sehe  man   die  umfassende  Darstellung  bei  Gerbaldi 
in  der  pg.  618  in  der  zweiten  Note  genannten  Abhandlung. 

42* 


650  Anhang. 

§  17.  Die  Galois'sehe  Resolvente  der  Transformationsgleicliuhg. 
Wir  nehmen  jetzt  den  mit  dem  Ende  des  §  9  unterbrochenen  Ge- 
dankengang wieder  auf,  indem  wir  zur  Aufstellung  der  Galois'schen 
Resolvente  360*®"^  Grades  der  Transformationsgleichung  gehen.  Wir 
finden  den  Ausdruck  dieser  Resolvente,  indem  wir  die  Hauptfunction  J 
der  Gruppe  F  als  Covariante  der  Collineatiousgruppe  G^^q  in  Gestalt 
einer  rationalen  Function  auf  der  Curve  C^  aufbauen.*) 

Versuchen  wir  ähnlich  wie  bei  der  (rj^g  die  Covarianten  der  in 
der  Gleichung  (15)  ])g.  G25  der  Cg  links  stehenden  Form  Fix^^x^jX^ 
sechsten  Grades  anzusetzen,  so  haben  wir  zunächst  die  Hesse' sehe  Co- 
variante zwölften  Grades: 

\    TT  TT  TT" 

-'-    117  -^     12)  -^    13         ; 

Jd.  (Xi,  X^,  X^)  =   1    -t'215       -t'22>       -^23      J 
i   -^31?       -^32'       -'^SS 

unter  F^^,  F^^,  .  .  .  die  partiellen  zweiten  Ableitungen  von  F  verstanden 
(cf  pg.  638).  Gleich  0  gesetzt  schneidet  diese  Covariante  auf  der  Q 
die   72   WendepunTäe  c  aus.    Dasselbe  leistet  natürlich  jede  Curve  der 

Schar:  „,     , 

XH'ix)  +  y^Fixf  =  0 

mit  einem  von  0  verschiedenen  X. 

Unter  diesen  Curven  findet  sich  eine,  welche  in  das  erste  System 
der  sechs  Ikosaeder-Kegelschnitte  zerfällt,  und  eine  zweite,  welche  ent- 
sprechend das  andere  System  der  Kegelschnitte  dieser  Art  liefert.  Wir 
haben  also  nicht  nötig,  die  etwas  umständliche  Berechnung  der  Co- 
variante H'  zu  leisten,  sondern  benutzen  zum  Ausschnitt  der  72  Punkte  c 
auf  der  Cg  unter  Bevorzugung  der  Kegelschnitte  (8)  pg.  648  die  Covariante 
zwölften  Grades: 

(1)  H{x)  =  YI  { {<'  +  ^^'  -  "^^^  ^3;)'  +  12  x,'x.^ ) , 

wobei  sich  das  Productzeicheu  auf  die  drei  cyklischen  Permutationen 
der  Indices  der  x  bezieht. 

Als  zweite  Covariante  setzen  wir  die  mit  den  ersten  Ableitungen  von 
H  geränderte  Hesse' sehe  Determinante  von  F  an : 


^11, 

-^127 

-'-  13' 

^x 

Cr  {X-^^ ,  X^ ,  X^)  = 

-*■  217 

F 

F 

-*■  22  7 
-^327 

-^23  7 
i^337 

H, 

^17 

^2  7 

Hz, 

0 

*)  Siehe  die  entsprechenden  Verhältnisse  bei  der  CoUineationsgruppe  G^^^  in 
„Mod."  I,  pg.  732  ff. 
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Dieselbe  ist  vom  Grade  30  und  schneidet  also  auf  der  Cg  ein  invariantes 
System  von  180  Punkten  aus,  sofern  nicht  etwa  G'  den  Factor  F  ent- 
halten sollte.  Nun  giebt  es  auf  der  Cg  zwei  invariante  Systeme  von 
180  Punkten,  nämlich  erstens  die  180  Punkte  a  und  zweitens  das 
doppelt  gezählte  System  der  90  Punkte  h.  Die  Annahme,  G'{x)  =  0 
schneide  die  180  Punkte  a  aus,  führt  aber  leicht  zu  einem  Widerspruch. 
Ein  einzelner  Punkt  a  liegt  nämlich  immer  auch  auf  einer  Perspec- 
tivitätsaxe.  Diese  Axe  kann  kein  Bestandtheil  der  Curve  G'ix)  =  0  sein, 
da  sonst  die  Covariante  30**"^  Grades  G\x)  =  0  aUe  45  Perspectivitäts- 
axen  enthielte.  Da  nun  die  Curve  G'{x)  =  0  als  Covariante  von  F 
durch  die  fragliche  Perspectivität  gleichfalls  in  sich  transformiert  wird, 
so  muss  diese  Curve  an  der  Stelle  a  die  Perspectivitätsaxe  entweder 
senkrecht  schneiden  und  berührt  hier  alsdann  die  Cg,  oder  sie  hat  in  a 
einen  Doppelpunkt.  In  beiden  Fällen  zählt  a  als  Schnittpunkt  von 
G'(x)  =  0  und  F{pc)  =  0  doppelt.  Aber  auch  dies  ist  unmöglich,  da 
diese  beiden  Curven  180  und  nicht  2-180  Schnittpunkte  liefern.  Falls 
demnach  G\x)  längs  der  Curve  Cg  nicht  identisch  verschwindet,  wird 
durch  die  Curve  G'{x)  =  0  das  System  der  90  Punkte  h  doppelt  ge- 
zählt ausgeschnitten.  Wir  brauchen  aber  auch  hier  nicht  die  Covariante 
G\x)  auszurechnen;  denn  dieser  Ausschnitt  der  Punkte  h  wird  bereits 
von  jedem  der  beiden  Systeme  der  Oliaeder-KegelscJinitte  geleistet,  deren 
einzelner  (zufolge  der  pg.  649  gegebenen  Entwicklungen)  die  Cg  in 
sechs  Punkten  h  berührt.  Unter  Bevorzugung  der  Kegelschnitte  (5) 
pg.  647  bedienen  wir  uns  sum  Ausschnitt  des  doppelt  gefühlten  Systems  der 
90  PnnJde  h  auf  der  Cg  der  Covariante  SO""  Grades: 


(2)    (^(:r)=  f7(^r  +  ^,^  +  ^^V)-n{^^'  +  ^^'-'^^— i^^^ 


3  1 — LYI^ x^x^^-i ys        Y^^ (x^  +  x^)x^  , 


wo  sich  das  erste  Productzeichen  auf  die  cyklischen  Permutationen  der 

Indices  der  x,  das  zweite  auf  zwölf  geeignet  gewählte  Operationen  im- 

serer  bevorzugten  Oktaedergruppe  6^34  bezieht. 

An   dritter  Stelle  bilden  wir  die  Functionaldeterminante  von  F,  G 

und  H: 

F       F      F 


J\.      {pC-^^,     X^y     X^) 


welche  dem  Grade  45  angehört.    Ist  K'  nicht  längs  der  Cg  identisch  0, 
so  schneidet  K'  =  0  auf  der  Cg  ein  invariantes  System  von  270  Punkten 
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aus,  also  entweder  die  Punkte  h  dreifach  gezählt  oder  die  Punkte  a 
und  h,  je  einfach  gezählt.  Aber  man  sieht  mittelst  der  eben  an  G'(x)  an- 
geschlossenen Überlegung,  dass  K.'{x)  =  0  nothwendig  die  45  Perspec- 
tivitätsaxen  darstellen  muss.  Somit  brauchen  wir  auch  K'  nicht  aus- 
zurechnen, da  wir  diese  Covariante  bis  auf  einen  numerischen  Factor 
aus  den  Gleichungen  (1),  pg.  645,  sofort  bilden  können.  Den  Ausschnitt 
der  Punkte  a  und  h,  je  einfach  gezählt,  auf  der  C^  vollziehen  ivir  durch 
Nullsetzen  der  Covariante  45'*"  Grades: 

(3)  Kix)  =  x^x^x^{x^^-Xf){x^^-x^^){x{'—x^')Y[(x^+x^+  -—^^^^x^)- 

wo  sich  das  erste  Productzeichen  auf  gewisse  12,  das  zweite  aber  auf 
alle  24  Of»erationen  der  bevorzugten   G-^^  bezieht. 

Wenn  wir  nun  die  Hauptfunction  J{t,)  der  Gruppe  F  als  360- 
werthige  rationale  Function  auf  der  Curve  C^  darstellen  wollen,  so 
beachten  wir,  dass  die  360  Nullpunkte  von  J  zu  Paaren  an  den 
180  Stellen  a  zusammenfallen,  während  die  360  Pole  zu  je  5  an  den 
72  Stellen  c  coincidieren.  Demnach  ist  der  Ausdruck  (JGH^  :  K^),  der 
nur  noch  von  den  Quotienten  der  x^,  x»,  x^  abhängt,  eine  von  Polen 
und  Nullpunkten  freie  Function,  d.  h.  eine  Constante.  Ebenso  fallen 
die  360  Nullpunkte  von  (J— 1)  zu  je  4  an  den  90  Stellen  h  zusammen, 
und  also  erkennt  man  auch  in  (iJ—l}IP  :  G')  eine  Constante.  Für  die 
Darstellung  von  J  gewinnen  wir  so  den  Ansatz: 

(4)  J:J-l:l  =  aK'-.  ßG^ :  yGE', 

Vfo  K,  ß,  y  drei  Constante  sind,  die  nur  in  ihren  Quotienten  zur  Geltung 
kommen. 

Für  die  Bestimmung  dieser  Constanten  kann  man  erstlich  den  Um- 
stand benutzen,  dass  {aK^  —  ßG^)  für  irgend  einen  Punkt  c,  dessen 
Coordinaten  wir  berechnen  können,  verschwinden  muss,  während  zweitens 
{ßG^-{-yIl^)  für  irgend  einen  Punkt  a,  dessen  Coordinaten  zu  be- 
rechnen sein  würden,  zu  null  werden  muss.  Aber  diese  Rechnungen 
gestalten  sich  wegen  des  hohen  Grades  der  Ausdrücke  G,  H  und  K 
recht  umständlich,  so  dass  wir  uns  mit  der  Darstellung  von  J  in  der 
unfertigen  Gestalt  (4)  begnügen  wollen.  In  dieser  Gleichung  (4)  im 
Verein  mit  der  Gleichung: 

(5)  F{Xi,  x^,  x.^  =  0 

unserer  Curve  C^  haben  wir  nun  die  Galois'scJie  Resolvente  der  Trans- 
formationsgleichung vor  uns.    Die  algebraische  Aufgabe  würde  darin  be- 
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stehen j  dass  man  bei  gegebenem  J  durch  Auflösung  der  Gleichungen 
(4)  und  (5)  eine  erste  zugehörige  Stelle  x^,  x^,  x^  als  „Wurzel  der 
Galois'schen  Resolvente"  berechnet,  worauf  dann  der  Galois'sche  Cha- 
rakter des  Problems  dadurch  zur  Geltung  kommt,  dass  in  jenem  ersten 
Lösungssystem  x^,  x^,  x^  alle  360  Lösungssysteme  linear  mit  zahlen- 
theoretisch einfachen  Substitutionscoefficienten,  nämlich  durch  die  Sub- 
stitutionen unserer  G^^q,  darstellbar  sind.*) 

Nach  Erledigung  dieses  Problems  sind  die  Wurzeln  der  Resol- 
venten 6'®''  und  15*'"  Grades,  sowie  die  Wurzeln  der  Transformations- 
gleichung selbst  rational  berechenbar.  Indem  wir  uns  also  jetzt  zu 
unserer  letzten  Aufgabe,  nämlich  zur  Auflösung  jener  Besolventen  und 
derjenigen  der  TransformationsgleicJiung  hinwenden,  werden  wir  diese 
Aufgabe  in  dem  Sinne  zu  fassen  haben,  dass  wir  die  Hauptfunctionen 
il>(X)j  l{^  ^^d  9'(0  ^^^  Gruppen  Fg,  J^j  und  Tj^  als  rationale  Func- 
tionen auf  der  Curve  Cg  darstellen. 

§  18.    Die  Lösung  der  Resolventen  6*®''  und  15'®"  Grades. 

Zur  Darstellung  der  Lösungen  ip  unserer  beiden  Resolventen 
6**"  Grades  (4),  pg.  593,  in  einer  Lösung  der  Galois'schen  Revolvente, 
d.  h.  also  zur  Darstellung  der  Hauptfunctionen  ipi^  der  Gruppen  Fg 
als  rationaler  Functionen  auf  der  Curve  Cg  haben  wir  uns  der  Ikosaeder- 
Kegelschnitte  zu  bedienen.  Knüpfen  wir  die  Betrachtung  etwa  an  den 
Kegelschnitt: 

(1)  x^^  4-  ^3^  -  -+^^^^V  +  2iy^x,x.,  =  0, 


*)  Entwickelt  man,  wie  es  bei  Wiman  geschehen  ist,  die  Theorie  der  Colli- 
neationsgruppe  G^gg^  independent,  d.  i.  unabhängig  von  der  hier  vorausgeschickten, 
der  Theorie  der  automorphen  Functionen  entstammenden,  transcendenten  Grund- 
lage, so  kann  man  bei  der  jetzt  in  der  Darstellung  des  Textes  erreichten  Stelle 
den  Anschluss  an  die  transcendente  Theorie  gewinnen.  Wenn  man  nämlich  die 
Curve  (7g  mittelst  der  in  (4)  erklärten  Function  auf  die  J"- Ebene  abbildet,  so  ge- 
winnt man  als  Abbild  eine  regulär-symmetrische  Riemann'sche  Fläche  i^jgo  von 
360  Blättern  über  der  J-Ebene,  welche  die  pg.  611  beschriebene  Verzweigung  hat. 
Zufolge  des  „Grenzh-eistheorems'''  existiert  auf  dieser  F^^q  eine  polymorphe  Func- 
tion ^(J")  vom  Grenzkreischarakter,  welche  den  eindeutigen  Transformationen  der 
i^ggg  in  sich  entsprechend  selber  lineare  Substitutionen  erster  bezw.  zweiter  Art 
erfährt.  Speciell  den  symmetrischen  Umformungen  der  Fläche  in  sich  entsprechen 
Spiegelungen  von  ^;  und  es  ist  von  hier  aus  sofort  klar,  dass  das  einzelne  Haiblatt 
der  Riemann'schen  Fläche  auf  ein  von  Symmetriekreisen  eingegrenztes  Dreieck  der 

Winkel    — ,    — ,     —  in    der    J-Ebene    abgebildet  wird.     Wir    haben    damit    die 

Variabele  J  wiedergewonnen,  welche  oben  als  Argument  zugehöriger  automorpher 
Functionen  an  die  Spitze  gestellt  wurde. 
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SO  schneidet  dieser  auf  der  Curve  Cg  ein  System  von  zwölf  bezüglich 
der  zugehörigen  Ikosaeder-G^gg  äquivalenter  Punkte  c  aus.  Nun  lehrt 
ein  Blick  auf  die  Fig.  108,  pg.  592,  dass  die  72  Punkte  c  bezüglich  der 
6r5Q  in  ein  System  von  zvrölf  äquivalenten  Punkten,  repräsentiert  durch 
den  Punkt  c^  jener  Figur,  und  ein  Restsystem  von  GO  äquivalenten 
Punkten,  repräsentiert  durch  q,  zerfallen.  Jenes  erste  Punktsystem  wird 
also  durch  den  Kegelschnitt  (1)  ausgeschnitten,  das  zweite  System  der 
60  Punkte  c  aber  durch  die  fünf  anderen  mit  iV]  srleichberechtigten 
Ikosaeder-Kegelschnitte. 

Nun  galt  für  die  pg.  592  ausgewählte  Hauptfunction  ^(Cq)  =  0^ 
^(Ci)==oo;  die  60  Nullpunkte  von  ^  auf  der  Cg  coincidieren  somit  zu  je 
fünf  an  den  zwölf  Stellen  c  des  ersten  Systems,  während  die  60  Pole 
die  Punkte  c  des  zweiten  Systems  sind.  Vermöge  der  bereits  bei  der 
Galois'schen  Resolvente  angewandten  functionentheoretischen  Überlegung 
finden  wir  somit,  dass  -^  bis  auf  einen  constanteu  Factor  durch  den 
Quotienten  der  5'®"  Potenz  der  in  (1)  links  stehenden  Form  und  des 
Productes  der  fünf  gleichberechtigten  Formen  oder  (was  kürzer  ist) 
durch   den  Quotienten  der  6*^^^  Potenz  der  Form  (1)  und  unserer  Co-  J 

Variante  Hix)  dargestellt  wird:  I 

^  =  c -^^ 

Zur  Bestimmung  der  Constanten  C  hat  man  nur  zu  beachten,  dass 
die  Collineation  x^  =  —  x-^,  x^=  —  x.^,  x.^  =  x^  von  der  Periode  2, 
welche  den  Punkt  h  der  Coordinaten  x^  =  i,  x^=  1,  x^  =  0  zum  Fix- 
punkte hat,  die  Function  t)  nklit  in  sich  transformiert.  Dieser  Punkt  h 
ist  demnach  bezüglich  der  G^^  mit  dem  in  Fig.  108,  pg.  592,  mit  h^ 
bezeichneten  Punkte  äquivalent,  da  nur  dieser  Eckpunkt  ft^  (nicht  aber  h.^ 
im  geschlossen  gedachten  Discontinuitätsbereiche  von  vier  Dopijeldrei- 
ecken  umlagert  ist.  Nun  war  aber  ^(^"1)  =  1;  so  dass  die  für  ip  an- 
gesetzte Gleichung  für  ^'  =  1,  x^  =  i,  a^g  =  1,  x^  =  0  richtig  werden 
muss.    Hieraus  folgt  sofort: 

^      1  +e]/i5 

^  ~         2        ' 

so  dass  wir  für  i^  die  endgültige  Darstellung  erhalten: 

(2)  ^  = ^ ^^^ 

Um  festzustellen,  welcher  von  den  beiden  Resolventen  (4),  pg.  593, 
diese  Wurzel  ^   angehört,  trage  man   die   Coordinaten  rr,  =  ?',  x^  =  \j 
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iCj  =  0  in  (2)  ein;  dieselben  liefern  einen  Punkt  b,  von  dem  man  leicht 
erkennt,  dass  er  bezüglich  der  Gqq  mit  dem  Punkte  h^  des  Disconti- 
nuitätsbereiches  der  Fig.  108,  pg.  592,  äquivalent  ist.  Die  Rechnung 
liefert  an  dieser  Stelle: 

so  dass  wir  mit  der  zu  den  oberen  Zeichen  gehörenden  Resolvente  (4), 
pg.  593,  zu  thun  haben. 

Da  sich  nun  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  (8),  pg.  648,  für 
welche  wir  die  Bezeichnungen  ^/.(x^^  x^,  x^)  oder  kurz  ^P'f.{x)  wieder 
aufnehmen  wollen,  gegenüber  den  ternären  Substitutionen  unserer  ögg^ 
von  dritten  Eiuheitswurzeln,  als  Factoren,  abgesehen,  zufolge  pg.  648 
einfach  permutieren,  so  überträgt  sich  die  Darstellung  (2)  sofort  auf 
die  fünf  übrigen  Wurzeln  unserer  Resolvente.  Bezeichnen  wir  diese 
Wurzeln,  wie  pg.  614,  durch  ^j,  j^g?  •  •  •?  ^^  entspringt  als  Ergebniss: 
Die  sechs  Wurzeln  der  Resolvente  6''^"  Grades  (4),  pg.  593,  mit  den  oberen 
Zeichen  stellen  sich  als  rationale  Functionen  auf  der  Curve  C^  so  dar: 

(3)  *>  =  -±i^-^f.  (/==1,2,...,6). 

Für  die  zweite  Resolvente  6'®'^  Grades  gelten  ganz  analoge  Über- 
legungen. Wir  begnügen  uns  damit,  für  die  etwa  zur  ersten  Glei- 
chung (7),  pg.  648,  gehörende  Wurzel  ip'  der  zweiten  Resolvente  die 
Darstellung  mitzutheilen: 

/  _  1/5  i  1/3  \  6 

(4)  i'  = 2"~ H^) ' 

deren  Richtigkeit  man  leicht  darthun  wird. 

Zufolge  (3)  können  wir  die  Quotienten  der  6*®°  Wurzeln  der  il^^^ 
in  denen  wir  bereits  pg.  614  eindeutige  Functionen  der  Gruppe  F^^q 
erkannten,  durch  die  Proportion  darstellen: 

(5)  V^  :  V^  :  •  •  •  :  W,  =  'I\{x)  :  W,[x)  :  ■  ■  ■  :  W,(x). 

In  den  '^;,{x)  haben  wir  also  jene  sechs  Verhältnissgrössen  vor  uns, 
welche  wir  pg.  614  unter  der  Bezeichnung  co^,  Wg,  •  •  •,  cog  einführten. 
Auch  die  übrigen  damaligen  Angaben  sind  jetzt  einleuchtend.  JDie  ^k(x} 
bilden  sechs  linear- unabhängige  quadratische  Formen  der  x^,  x^,  Ä'g;  denn 
es  gelingt  sofort,  die  sechs  Ausdrücke  x^^,  x^^,  .  .  .,  x^x^  linear  in  den 
'*Fj.{x)  darzustellen: 


(6) 
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^3' =  =^^^  (^5  + 'P'e)  +  ]^  CPi  + '-P;  +  ^3  +  ^^4), 

Wir  erkennen,  dass  der  Übergang  von  den  Uauptfundionen  ^>(i;;  ^rw  der 
dreifach  unendlichen  Schar  der  sechstverthigen  Specialfunctionen,  deren 
Existenz  wir  pg.  615  gefunden  hatten,  ein  sehr  einfacher  ist: 

VV  Xi  :  X.2  :  x^       g —      ^  —  :  ^ —      ^  —  :  ^ —      ^ —  • 

Zugleich  ergeben  sich  jetzt  explicite  die  in  (5),  pg.  615,  angesetzten 
linearen  Darstellungen  der  6'^"-  Wurzeln  aus  den  Lösungen  ip  der  einen 
Besolvente  6''^"  Grades  in  den  6'^"  Wurzeln  der  Lösungen  der  anderen 
Besolvente;  so  findet  man  z.  B.  für  die  6*^  Wurzel  der  unter  (4)  dar- 
gestellten Lösung  rp'  der  zweiten  Resolvente  auf  Grund  der  Relationen 
(5)  und  (6): 

(8)  v?  =  >^^^(,^(iA^  +  v^  +  v^)  +  (>(;vis  + 

Um  die  Wurzeln  der  beiden  Resolventen  15*^°  Grades  als  rationale 
Functionen  auf  der  Curve  Cg  darzustellen,  erinnern  wir  daran,  dass  die 
Oktaedergruppen  G^^  des  einzelnen  Systems  den  Paaren  von  Ikosaeder- 
gruppen  G^q  des  zugehörigen  Systems  der  G^q  eindeutig  zugeordnet 
waren.  Es  seien  demnach  W  =  0  und  y^'  =  0  irgend  zwei  gleich- 
berechtigte Ikosaeder- Kegelschnitte,  und  fl  =  0  sei  der  diesem  Paare 
zugeordnete  Oktaeder-Kegelschnitt. 

Dieser  Kegelschnitt  Sl  =  0  berührt  die  Curve  Cg  in  sechs  bezüg- 
lich der  zugehörigen  G^^  äquivalenten  Punkten  h.  Der  Discontinuitäts- 
bereich  der  Fig.  110,  pg.  596,  zeigt,  dass  es  bei  der  (x,*  ^^^'  ^^^  ®^' 
ziges  System  von  sechs  äquivalenten  Punkten  h  giebt,  welches  dm-ch  die 
Ecke  &^  der  genannten  Figur  repräsentiert  wird.  Für  diesen  Punkt  b^ 
gilt  zufolge  (19;,  pg.  606: 

(9)  ,(J,)  =  U^!±M. 
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Das  Product  W  •  y^'  ist  eine  Covariante  der  G^^,  so  dass  wir 
durch  W  •  W  =  0  auf  der  Cg  ein  System  von  24  bezüglicli  der  6^24 
äquivalenten  Punkten  c  ausschneiden.  Zufolge  (5),  pg.  602,  und  (10), 
pg.  603,  sind  diese  Punkte  die  24  Pole  der  Function  x  auf  der  Cg. 
Unsere  wiederholt  angewandte  functionentheoretische  Schlussweise  liefert 
somit  den  Satz:  Die  Wurzeln  der  Besolventen  W"  Grades  stellen  sich 
auf  der  Curve  Cg  in  der  Gestalt: 

^^^^  ^  b  W{x)W{x) 

dar,  wo  C  in  jedem  Falle  eine  Constante  ist. 

Die  Bestimmung  von  C  bietet  keine  Schwierigkeit.  Wählen  wir 
als  Beispiel  W  =  qx^^  +  q'^x^^  +  x^^,  W  =  q^x^^-\-  qx^^  +  x^^,  so  gehört 
diesem  Paare  ^  =  x^  -\-  x^  +  •''"3"  zu.  Bei  der  correspondierenden  Resol- 
vente 6*®°  Grades  (4),  pg.  593,  gilt  das  untere  Zeichen  (wie  wir  aus  der 
eben  beendeten  Besprechung  dieser  Resolventen  wissen),  und  also  trifft 
für  dieses  Beispiel  im  Ansätze  (10)  links  gleichfalls  das  untere  Zeichen  zu: 

^      '        ^  8  ^Xi^  +  a-^  +  a^s*  — «»^Ts«  — a-s^o-i*  — Xj-.Tj- 

Man  ziehe  nun  die  Collineation  der  Periode  4: 
,  _\  1  vl+iJ^  . 

]/5-i]/3,  . 

mit  dem  Fixpunkte  der  Coordinaten: 

(12)  :^-,=  l,.       x,=  \,       x,  =  ^^^ 

heran.*)    Da 

gilt,  so  wird  %  durch  die  fragliche  Operation  nicht  in  sich  transformiert. 
Die  zweite  Potenz  dieser  Operation  x^  =  —  x^,  x^  =  —  x^,  x.^  =  —  x^ 
führt  jedoch  i  in  sich  über.    Der  Punkt  mit  den  Coordinaten  (12)  ist 


*)  Es  handelt  sich  hier  einfach  um  diejenige  Substitution,  welche  sich  in 
dem  zweiten  der  beiden  unsymmetrischen  Oktaeder-Coordinatensysteme  x^'  =  x^, 
xJ  =  .T, ,  x/  =  —  X,   schreibt. 
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demnach  mit  dem  Eckpunkte  &-  der  Fig.  110,  pg.  596,  äquivalent, 
in  welchem  zufolge  (23),  pg.  607: 

(13)  l{hr)  =  1/5 

zutrifft.  Die  Eintragung  der  Werthe  (12)  und  flS)  in  den  Ansatz  (11) 
liefert  in  üblicher  Weise  den  Werth  der  Constanten  C  Die  hier  als 
Beispiel  gewählte  Lösung  %  unserer  einen  Besolvente  lö*^"  Grades  stellt 
sich  demnach  so  dar: 

(14^  =  3|/5-t]/3  _  |/5-^^/3  (x,' +  x^' -\- x^y 

^    ^       ^  S  2  Xi*-{-X^*-\- X^* —  xJXs^—X^^Xi'—X^^X^*' 


§  19.    Lösung  der  Transformationsgleieliung  10*"'  Grades. 

Für  die  Lösung  der  Transformationsgleichung  (17),  pg.  576,  d.  i. 
für  die  Darstellung  der  Hauptfun ctionen  95  (^)  der  Gruppen  F^^  als  ratio- 
naler Functionen  auf  der  Curve  Cq  haben  v/ir  die  zehn  Curven  dritten 
Grades  /"(^i,  ^2'  ^3)  =  ^  ^^^  i^^'^  Hesse'schen  Curven  /<(^i,  ^2>  -^3)  ^  ^ 
von  pg.  638  ff.  heranzuziehen.  Wir  wollen  hierbei  an  dem  harmonischen 
Coordinatensysteme  der  ^j,  ^2?  ^3  festhalten,  weil  (wie  schon  pg.  649 
bemerkt  wurde)  die  Gleichungen  der  2  •  10  Curven  C'3  im  oktaedrischen 
Systeme  der  x^,  x.^,  x^  etwas  unübersichtlich  ausfallen. 

Für  eine  erste  F^q  bezw.   (xgg  haben  wir  die  beiden  C3 : 

Das  Coordinatendreieck  der  z  wird  von  den  Fixpunkten  einer  in  der 
(rge  enthaltenen  cyklischen  G^  geliefert.  Da  die  zehn  ^^g  je  neun  von 
den  45  cyklischen  G^  enthalten,  so  kommt  jede  G^  in  zivci  Gruppen  6^35 
vor.  Diese  beiden  6^35  werden  durch  eine  der  vier  unter  (8),  pg.  639, 
gemeinten  Perspectivitäten,  etwa: 


y2]/'3 


in  einander  transformiert.    Die  Ausübung  dieser  Transformation  auf  (1) 
liefert  als  zur  zweiten    G.^^  gehörig  die  beiden  Curven  C^ : 


(2) 


(     /■2(^)=^1^^2+^1^3^+(^^)V=0, 

l  h(^)  =  i^-^^^^'h'-  '^z.z^^Zz.z^  =  0. 


Die  übrigen  2  •  8  Gleichungen  {■^{z)  =  0,  hc^(ß)  =  0,  ...  fallen  auch  im 
harmonischen  Coordinatensystem  der  z^,  z^,  z^   nicht  ganz   einfach  aus. 
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Es  sei  nuu  eine  beliebige  der  zehn  Gruppen  G^c,  vorgelegt ^  deren 
Curven  C^  durch  f{2)  =  0,  h(z)  =  0  gegeben  seien.  Jede  dieser  beiden 
Curven  C^  schneidet  unsere  Curve  Q  in  einem  System  von  18  bezüg- 
lich der  (rgg  äquivalenten  Punkten.  Zufolge  des  durch  Fig.  106,  pg.  567, 
gegebenen  Discontinuitätsbereiches  der  Fjq  giebt  es  im  Ganzen  vier 
Systeme  von  18  bezüglich  der  G^^  äquivalenten  Punkten:  erstlich  zwei 
Systeme  von  je  18  Punkten  a,  repräsentiert  durch  die  Ecken  a^  und  a^ 
in  Fig.  106,  zweitens  zwei  Systeme  von  je  neun  doppelt  zu  zählenden 
Punkten  b,  repräsentiert  durch  die  Ecken  6^  und  &.  der  genamiten 
Figur.  Es  ist  nun  ohne  weiteres  deutlich,  dass  die  an  zweiter  Stelle 
genannten  beiden  Systeme  der  Punkte  b  von  unseren  beiden  Curven  C^ 
auf  der  C^  je  doppelt  gezählt  ausgeschnitten  werden.  So  berührt  z.  B. 
die  Curve  /i(^)  =  0  die  Cg  in  dem  von  der  Ecke  ^fj  =  0,  ^3  =  0 
des  Coordinatendreiecks  gelieferten  Punkte  b]  beide  Curven,  die  Cg 
und  die  Cg  gehen  durch  die  zur  Axe  0^  =  0  gehörende  Perspectivität 
in  sich  über  und  schneiden  demnach  jene  Axe  senkrecht.  Dasselbe 
Sachverhältniss  liegt  beim  Schnitt  der  Curve  Jt^(ß)  =  0  mit  der  Cq  in 
der  Ecke  z^  =  0,  2^  =  0  vor:  Die  Curven  f{z)  =  0  und  li{z)  =  0  be- 
rühren die  Curve  Og  in  je  neun  bezüglich  der  G^^  äquivalenten  PunJden  b, 
welche  durch  die  Polygoncclen  b^  und  ftg  der  Fig.  106  repräsentiert 
werden. 

Zufolge  (17),  pg.  576,  sind  die  Werthe  (p(b^  und  ffibr^  die  Wurzeln 
der  quadratischen  Gleichung: 

(p^  +  1/15(1  +i]/3)9  +  '-f^  =  0, 
und  zwar  gilt  nach  (18),  pg.  578,  genauer: 
(3)  g)(6,)  =  9^(1/^-4),       (p(y  =  pK]/l5+4). 

Bilden  wir  demnach  den  Quotienten: 

pqp  -  1/15  +  4 


(4 


Q(f>  —  |/l5  —  4 


so  werden  die  36  Nullpunkte  desselben  zu  je  vier  in  den  neun  Be- 
rührungspunkten der  einen  der  beiden  Curven  f{z)  =  0,  h{z)  =  0  zu- 
sammenfallen und  die  36  Pole  zu  je  vier  in  den  neun  Berührungs- 
punkten der  anderen  Cg  mit  der  6g. 

Es  werden  nun  der  Pol  und  der  Nullpunkt  der  Function  (4)  durch 
die  pg.  566  mit  T'  bezeichnete  Transformation  gerade  ausgetauscht. 
Die  Wirkung    dieser    Transformation    auf  (p   ist    nämlich    die   in  (20), 
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pg.  579,  angegebene,  eine  Substitution,  die  wir  für  unsere  gegenwär- 
tigen Zwecke  besser  in  die  Gestalt  kleiden: 

^   "^  (.g)'  — |/l54-4  \|/5  — ]/3/      \l—i\/ö/      pep  — j/l5  — 4 

Wenn  wir  demnach,  um  weitergehende  Rechnungen  zu  vermeiden,  an- 
nehmen, dass  die  Nullpunkte  der  Function  (4)  mit  den  Berührungs- 
punkten der  6g  und  der  Curve  /"=  0  identisch  seien,  so  müssen  wir 
freilich  dahingestellt  sein  lassen,  ob  in  den  Functionen  (4)  die  Wurzeln  (p 
unserer  Transformationsgleichung  (IT),  pg.  576,  oder  aber  die  mit  ihnen 
durch  die  Relation  (5)  zusammenhängenden  Wurzeln  der  anderen  Ge- 
stalt (22),  pg.  579,  unserer  Transformationsgleichung  gemeint  sind. 
Unter  diesem  Vorbehalte  können  wir  den  Satz  aussprechen:  Die  Dar- 
steUutig  der  Wurzeln  cp  unserer  Transformationsgleicimng  als  rationaler 
Fundionen  auf  der  Curve  Cg  ist  geleistet  durch: 

j/l5_-}-4  _  ^(f(zy 
eqp  — ]/l5 

WO  C  eine  Constante  ist. 

Die  Berechnung  von  C  allerdings  nur  bis  auf  das  Vorzeichen, 
dessen  eindeutige  Bestimmung  weitergehende  Rechnungen  erfordern 
würde,  kann  man  auf  folgendem  Wege  durchführen.  Die  in  (12),  jjg.  639, 
angegebene  Transformation,  welche  die  beiden  a.  a.  0.  gebrauchten  har- 
monischeu Coordinatensysteme  austauscht,  entspricht  zwar  der  pg.  566 
mit  T'  bezeichneten  Transformation  dritten  Grades  nicht  unmittelbar, 
war  aber  doch  bezüglich  der  G^^  mit  T'  äquivalent.  Es  wird  demnach 
der  Transformation  (12),  pg.  639,  die  Überführung  von  (p  in  die  in  (5) 
links  gemeinte  Function  g)'  eutsprechen: 

Qcp'-ylö-^i  _  ^ /fiz')\\ 
Qcp'  —  Ylb  —  i  \h{zy 

Nun  gilt  zufolge  (13),  pg.  640,  für  die  hier  angewandte  Transformation: 

h{z)  ^        f{z)' 

so  dass  mit  Rücksicht  auf  (5)  aus  der  vorletzten  Gleichung  folgt: 

/|/5  -  T/3\  Vi  -  i  |/5y  e  qp  -  ^15  -  4  _  21  C  (^Y- 
\]/b  +  |/3,/    Vi  +  i  ]/5/    Qcp  —  yiö  -f-  4  \/X^) / 

Durch  Multiplikation  mit  (16)  ergiebt  sich: 

\V/5-|-|/3/   \l-fi>/5/  ' 
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woraus   der  Werth  von  C^  eindeutig  folgt.    Die  Barstellung  von  cp   ist 
somit  (bis  auf  das  unentschieden  gebliebene  Vorzeichen)  geleistet  durch: 

P9J  — >/l5  — 4         ~  27|/3  U(^)/  ' 

Eine  Bestätigung  dieses  Ergebnisses  liefert  die  Transformation 
zweiter  Art  (16),  pg.  641,  welche  die  G^^  in  sich  überführt.  Sie  lieferte 
für  (p  die  Transformation  der  „Diametralsymmetrie": 

(8)  ^'  =  -4, 

während  sie  auf  f(d)  und  h(z)  wie  folgt  wirkt: 


7  «  »  5  Ä  j 

4 


(9)  /•(/)  =  e  *  1/27  h{z),       h(/)  =  e^  j^  f{z). 

Die  Anwendung  der  fraglichen  Transformation  auf  Gleichung  (6)  liefert 
somit  nach  kurzer  Zwischenrechnung: 

4-yi5      p*^-|/i5-4         onnß(^)\ 


=2'^Q' 


4  4-yl5    p*^  — 1/15  +  4  \/"(«) 

Andern  wir  in  dieser  Gleichung  überall  die  Vorzeichen  der  imaginären 
Bestandtheile,  so  folgt: 


4  — ]/l5     eqp  — |/l5  — 4 


2^^"Q-' 


4  +  ]/l5      eq?  — ]/l5  +  4 

eine  Gleichung,  deren  Multiplikation  mit  (6)  ergiebt: 

(4-]/l5)'-27CC. 

Dieser  Bedingung  entspricht  in  der  That  der  vorhin  berechnete  Werth 
von  C. 

Letzten  Endes  weisen  wir  noch  darauf  hin,  dass  für  die  in  (1), 
pg.  609,  angegebenen  Hauptfundionen  der  zehn  gleichberechtigten  Gruppen  F^q 
nun  auch  rationale  Darstellungen  auf  der  Q  sich  ergeben: 


V 


ey-l/l5  +  4  _  (}^_yi)(^±jV^  .  M 
(.qp  -  |/T5  -  4  3  y+7^  ^^^■' 


Sie  stellen  sich  auf  diese  Weise  unmittelbar  als  Quotienten  von  „Func- 
tionen cp"  der  Riemann'schen  Fläche  Kgo  ^^^5  ^^^^^  ^®^^  linear-unab- 
hängige Functionen  dieser  Art  für  unsere  F^^q  des  Geschlechtes  p  =  10 
haben  wir  ja  als  „Verhältnissgrössen"  in  den  zehn  cubischen  Aus- 
drücken   ^1^,    ^2^    ■■■,   ^1^-2^3' 
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Unsere  nun  beendete  Darstellung  hat  jedenfalls  dies  gezeigt,  dass 
auch  im  Gebiete  der  Transformation  der  automorphen  Functionen  frucht- 
bare und  bemerkenswerthe  Entwicklungen  anzutreffen  sind.  Das  aus 
gewählte  Beispiel  mag  sogar  wetteifern  können  mit  jenen  schönen  Ent- 
wicklungen, die  Klein  über  die  Transformation  siebenten  Grades  der 
elliptischen  Functionen  auf  seine  Theorie  der  Modulfunctionen  gründete 
(Math.  Ann.  Bd.  14,  pg.  428  (1878)  und  „Mod."  I,  pg.  692  ff.).  So  mag 
unsere  Darstellung  mit  diesem  kleinen  Ausschnitt  aus  der  Transfor- 
mationstheorie der  automorphen  Functionen  zum  Abschluss  kommen; 
in  ihm  gelangt  noch  einmal  der  Charakter  und  die  Schönheit  jener 
von  Klein  geschaffenen  Richtung  der  Mathematik  zum  Ausdruck,  welche 
dahin  strebt,  die  verschiedenen  Gebiete  der  mathematischen  Forschung 
in  lebendige  Wechselwirkung  zu  setzen. 
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Eigentliche  Discontinuität  einer  Gruppe 

I,  63. 

Eindeutigkeitssatz,  allgemeiner,  für  Func- 
tionen   eines    automorphen   Gebildes 

II,  40. 

Einheiten  in  Zahlkörpem  höheren  Grades 

I,  593. 
Einpolige  Poincare'sche  Reihen  II,  178. 
Elementarformen  II,  188,  262. 
Elementarpoteiitiale  2.  Gattung  H,  8, 
Elementartransformationen     bei     cano- 

nischen  Polygonen  I,  322. 
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Elliptische  Maaesbestimmiing  I,  5,  17, 
36,  41. 

—  Rotationsgruppen  I,  211. 
Endlichkeit  der  Classenanzahl    quadra- 
tischer Formen  I,  458,  460,  469. 

Entfernung  im  Sinne  einer  projectiven 
Maassbestimmung  I,  4. 

Erlaubte  Abänderung  eines  Discontinui- 
tätsbereiches  I,  146. 

Erweiterter  Riemann-Roch'scher  Satz  II, 
257. 

Erzeugung  der  Gruppen  I,  168. 

Existenztheorem  der  automorphen  For- 
men bei  gegebenem  Multiplicator- 
system  II,  101,  248. 

—  der  automorphen  Functionen  11,  18. 
Existenztheoreme  polymorpher  B'unctio- 

nen  auf  Riemann'schen  Flächen   11, 
284. 


Familien  von  Gruppen  gleicher  Signatur 
I,  353,  383,  389. 

Figürliche  Erläuterung  der  projectiven 
Bewegungen  1,  32. 

Flächen  dritten  Grades  zur  Darstellung 
7on  Polygoncontinuen  niederer  Cha- 
raktere I,  397;  II,  319  ff. 

Formen,  automorphe  II,  66,  83,  96, 
241  ff. 

— ,  ganzzahlige  quadratische  1, 448, 450  ff. 

— ,  polymorphe  II,  109,  113,  228. 

Functionaldeterminantenuiethode  II,  573. 

Functionen  der  regulären  Körper  11,  24. 

—  mit  Grenzkreis  II,  29. 

—  mit  Hauptkreis  II,  29. 

—  ohne  Hauptkreia  11,  34. 
Fundamentalbereich  einer  Gruppe  11,  4. 
Fundamentalprobleme  U,  45. 
Fundamentaltheoreme    II,  284  ff.,  439  ff., 

495  ff. 

Galois'sche  Gruppe  der  Transformations- 
gleichung II,  557. 

—  —  G^Q^  in  transcendenter  Gestalt  II, 
579. 

—  Resolvente  der  Transformationsglei- 
chung  n,  557,  650 

Ganze  automorphe  Formen  II,  105. 


Gattungsbegriff  bei  Polygonen  und  Grup- 
pen I,  261. 

Gauss'sche  Formen  I,  448,  491. 

Geschlecht  eines  ebenen  Discontinuitäts- 
bereiches  I,  179. 

Geschlossene  Flächen  aus  Dlscontinui- 
tätsbereichen  hergestellt  I,  177. 

Gleichungen  6.  Grades,  Nachweise  über 
deren  Theorie  II,  619. 

Green'sche  Functionen  II,  449. 

bei  einfach  zusammenhängendem 

Bereich  II,  455. 

Grenzkreisfunctionen  II,  29. 

Grenzkreistheorem    II,   408,   439  ff.,  494. 

Grenzcurven  bei  Netzen  von  Kreisbogen- 
vierecken I,  411. 

—  bei  Polygongruppen  I,  131. 
Grundformen  11,  74,  243. 

—  bei  Gruppen  des  Charakters  (0,  3)  II, 
78. 

Gruppencontinua    I,  353,  361,  385,  389; 

n,  305,  387. 
Gruppen   birationaler  Transformationen 

bei  canonischen  Polygonen  I,  390. 

—  linearer  Substitutionen,  Übersicht 
über  die  Polygongruppen  I,  164. 

Harmonische  Coordinaten  bei  der  Colli- 
neationsgruppe  G^q^  II,  617,  635. 

—  Perspectivitäten  I,  35;  II,  619. 
Hauptcongruenzgruppe  der  Stufe  n    II, 

559. 

Hauptformen  beim  Geschlechte  p  =  0 
II,  71. 

Hauptfunctionen  beim  Geschlechte  p  =  0 
II,  19. 

Hauptkreisfanctionen  II,  29. 

Hauptkreistheorem  H,  408,  469,  478. 

Hermite'sche  Formen  I,  452,  455,  467, 
497. 

Homogene  Gestalt  der  Relationen  zwi- 
schen Gruppenerzeugenden  I,  202. 

—  Variabele,  Substitutionen  und  Grup- 
pen I,  194;  n,  63. 

Homomorphe  Gruppen  bei  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen eines  automorphen 
Gebildes  II,  42. 

Hyperbolische  Maassbestimmung  in  der 
Ebene  I,  5. 
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Hyperbolische  Maassbestimmung  in  der 
J- Halbebene  und  im  J-Halbraume 
1,  26,  54. 

—  —  im  Räume  I,  44. 
Hypergeometrische  Reihe  H,  127. 

Identisches  Verschwinden  Poincare  scher 
Reihen  II,  177. 

Ikosaedercoordinaten  bei  der  CoUinea- 
tionsgruppe  G^^^  II,  617,  628. 

Ikosaederkegelschnitte  bei  der  Collinea- 
tionsgruppe  G^^^  II,  648. 

Ikosaedertheilung  in  der  projectiven 
Ebene  I,  72. 

Infinitesimale  Substitutionen  I,  94. 

Integraldarstellung  der  hypergeometri- 
schen Function  II,  134. 

Integrale  automorpher  Gebilde  11,  36. 

—  mit  Doppelumlauf  11,  133. 

—  und  Poincare'sche  Reihen  II,  267. 
Invariante  Gestalt    der   DifiFerentialglei- 

chungen  bei  polymorphen  Formen  II, 
121,  238. 
Invarianten    der    canonischen    Polygone 
I,  365 ff.;   n,  289 ff. 

—  der  Kreisbogenvierecke  I,  405. 

—  der  Substitutionenpaare  I,  335. 
Invarianz  der  Dimensionenanzahl  11,413. 
Isomorphe  Spaltbarkeit  bei  Polygongrup- 
pen I,  197. 

Iterierendes  Verfahren  beim  Beweise  der 
Fundamentaltheoreme  H,  446,  549. 

Koebe'sche  Theoreme  II,  458. 
Konvergenzsatz  der  Poincare'schen  Reihen 

n,  147. 
Kreisbogenvierecke  der  sieben  Typen  I, 

399. 
Kreisverwandtschaften  I,  49. 
Krümmungsmaass,  Flächen  von  constan- 

tem  I,  30. 
Kugelverwandtschaften  im  ^-Halbraume 

I,  57. 

Linear- automorphe  Functionen,  siehe 
automorphe  F. 

Lineare  Differentialgleichungen  bei  auto- 
morphen Gebilden  II,  41. 


Lineare  Differentialgleichungen  der  po- 
lymorphen Formen  II,  119,  238. 

Linearitätssatz  bei  den  Fundamental- 
theoremen II,  406,  540. 

Linear- polymorphe  Functionen,  siehe 
polymorphe  F. 

Logarithmische  Potentiale  TI,  447. 


Majorantenmethode  beim  Beweise  des 
Hauptkreistheorems  II,  473. 

Modulgruppe,  Discontinuitätsbereich  in 
der  projectiven  Ebene  I,  75. 

Modulgruppen  der  Signaturen  {p,  7i;\...) 

I,  389;  II,  306  ff. 

Moduln    der    canonischen    Polygone    I, 

365ff.;  n,  289. 
—  der  Riemann'schen  Flächen    H,  394, 

400. 
Multiplicative  Formen  II,  230. 
Multiplicatoren  einer  automorphen  Form 

II,  67. 

Multiplicatorsysteme  bei  eindeutigen 
automorphen  Formen  II,  83,  87,  244. 


Natürliche  Discontinuitätsbereiche  bei 
hyperbolischen  Rotationsgruppen  I, 
275. 

—  Grenze  einer  automorphen  Function 
II,  20. 

Netz   reducierter  quadratischer  Formen 

I,  470,  531. 
Nichteuklidische  Geometrie  I,  3  ff. 
Nichtrotationsgruppen     mit     unendlich 

vielen  Grenzpunkten  I,  436,  440, 

—  mit  zwei  Grenzpunkten  I,  234. 
Niveaulinien   in    der  projectiven  Ebene 

I,  34. 
Normalbereiche  bei   Gruppen   2.  Art   I, 

137. 
Normalpolyeder  I,  120. 
Normalpolygone    der    Rotationsgruppen 

I,  106,  241,  310  ff. 


Oktaedercoordinaten  bei  der  Coilinea- 
tionsgruppe  G^^^  H,  617,  619. 

Oktaederkegelschnitte  bei  der  Collinea- 
tionsgruppe  G^jeo  ^i  ^*'^- 
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Oktaedertheilung  in  der  projectiven Ebene 
I,  71. 

Orthosymmetrische  Riemann'sche  Flä- 
chen I,  182. 

Parabolische  Maassbestimmung  I,  5. 

—  Rotationsgruppen  I,  214,  222. 

Periodeninvarianteu  der  canonischen  Po- 
lygone IT,  303. 

Perioden  reducierter  quadratischer  For- 
men I,  450,  462. 

Perspectivitätsaxen  bei  der  Collineations- 
gruppe  GsQo  II.  6*5. 

Picard'sche  Gruppe  I,  77,  447,  494. 

Poincare'sche  Reihen  II,  138  ff. 

Pole  Poincare'scher  Reihen  II,   175. 

Polfreie  Poincare'sche  Reihen  II,  203, 
274. 

Polyedergruppen,  allgemeine  Erklärung 
I,  102. 

Polygoncontinua  II,  289  ff.,  303. 

Polygongruppen,  allgemeine  Erklärung 
I,  102. 

Polymorphe  Formen  II,  110,  228. 

—  Functionen  II,  1,  43. 
Potenzreihen  für  automorphe  Formen  II, 

69. 

—  für  automorphe  Functionen  I,  5. 

—  für  polymorphe  Functionen  1,  127. 
Primform  E,  73,  219. 
Productdarstellung  der  Primform  11,272. 

Quadratische  Formen  I,  502  ff. 
Quaternäre  quadratische  Formen  I,  502, 

519. 
Querschnittsysteme,  canonische,  auf  Rie- 

mann'schen  Flächen  I,  183. 

Randwerthaufgabe  11,  9,  451. 
Reciprocitätssatz  der  Normalpolygone  I, 

260. 
Reducierte  Polygone  II,  310,  337,  369. 
Reduction  der  quadratischen  Formen  I, 

221,  449,  457,  467,  522,  527. 
Reelle  Gestalt  der  Curve  Cg  mit  360  Col- 

lineationen  in  sich  II,  641. 
Reguläre  Körper,  Discontinuitätsbereich 

der  Gruppen  der,  I,  69. 

Fricke-Klein,  Automorphe  Functionen. 


Relationen  zwischen  Gruppenerzeugenden 

I,  169,  186,  200. 
Reproducierende  Gruppen  quadratischer 

Formen  I,  471,  501  ff. 
Resolventen    des   Galois'schen  Problems 

vom  360.  Grades  11,  593,  608. 
Riemann-Roch'scher  Satz,    Erweiterung 

desselben  II,  257. 
Rotationsgruppen,  allgemeine  Erklärung 

I,  51. 
Rückkehrschnitttheorem  U,  439,  495  ff. 

Selling'sche  Theorie  der  ternären  qua- 
dratischen Formen  I,  525. 

Sextactische  Punkte  bei  der  Curve  Cg 
mit  360  Collineationen  in  sich  II,  644. 

Signatur  einer  Gruppenfamilie  I,  353, 
389. 

Singuläres  Coordinatensystem  bei  der 
Curve  3.  Grades  II,  637. 

Specialtypen  von  Normalpolygonen  1,263. 

Stetigkeit  der  Flächenmoduln  in  den 
Gruppeninvarianten  II,  402. 

—  der  Poincare'schen  Reihen  in  den 
Gruppeninvarianten  II,  173. 

Symmetrieprincip,  allgemeine  Gestalt  des 

n,  454. 
Symmetrische  Flächen  und  Discontinui- 

tätsbereiche  1,  180. 

—  Umformungen  I,  15  ff. 

Ternäre  quadratische  Formen  I,  502,  519. 

Transformation  der  canonischen  Poly- 
gone I,  291,  301,  320. 

Transformation  höheren  Grades  der  auto- 
morphen Functionen  II,  554. 

Transformationscorrespondenz  II,  557. 

Transformationsgleichung  II,  556. 

Transversalinvarianten  U,  303. 

Typentheilung  der  Normalpolygone  I, 
263. 

Übergangstypen    bei    Normalpolygonen 

I,  263. 
Überlagerungsüäche,  Methode  der  II,  443 

—  beim  Rückkehrschnitttheorem  II,  518. 

—  im  Grenzkreisfalle  II,  464. 

—  im  HauptkreisfaUe  II,  469. 
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Übertragungspriucip  der  projectiven 
Maassbestinimung  auf  die  J- Ebene 
I    21 

Umlegungen  der  projectiven  Ebene  1, 16. 

Uniformisierende  Kraft  einer  polymor- 
phen Function  H,  552. 

Uniformisieruug  algebraischer  und  ana- 
lytischer Curven  II,  445. 

Unimultiplicative  Formen  II,  261. 

Unitätssätze  bei  Fundamentaltheoremen 
II,  405,  546. 


Verzerrungssatz  bei  conformen  Abbil- 
dungen II,  507,  511. 

Werthigkeit  einer  automorphen  Function 
II,  19. 

Winkelmessung  bei  projectiven  Maass- 
bestimmungen I,  4. 

Zehnfach  Brianchon'sches   Sechseck    II 

649. 
—  Pascal'sches  Sechsseit  II,  649. 
Zweipolige  Poincare'sche  Reihen  II,  264. 
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